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par
DUMITRU RIPEANU

§ 5. CONSTRUCTION DES BOUCLES (B,), (s = T, 4) DE (23).

Bien que ce §oient des courbes unicursales il est commode de se servir
d’une représentation paramétrique irrationnelle, en posant b =ps (s paramé-
tre) ce qui doune pour la courbe (C,) les branches

(= * —_— .l = = . s e B
(51) (Cra)ie =+ S( 34 JTF o T S,], b=ps
= i —_— — ] - s ‘ —_—
(52) (Cr-)p = —< _H(s FATF - = 8.), b= gs.

11 s’ensuit le long de la branche (Cy, )
P1fs) = Vo' + B = | gals) |

avec

wals) = —— (s JTF & = 34TF ).

s — Q0 —3 0 ) + o0

s) | B4 NTF oA +oo 0 =120 ~3+11 8

wle) | 2+ATT B2 0N INO07 =34 1+8

Tablcan 1

D e —
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Par suite

) e B (1= 85 AT 8 - T £ 58) |
a(s) = (54 o JT"F?’( 0. |

; a branche (B, ;) s'obtient de (51) poyr {

Selon le tableau 1 la l)r.mdlt ( s =5 e

os Oe(nous désignons par U"l-,;l-) la i)fd.n(.]'{(: de la boucle (B)
par la section de la branche (Cy, +) comprise dans A).

S Va]eu ;

. oUIg
constltuée J

b _ NI 8
ds (84 s

(53) _t_i_g 93(s)

= 3t
' Pa(s) —
ds (8 -+ (L + s Jl T 5 ( 4 ) \)

VT

' S— T 2 . __ S(28 4 2
avec pyfs) = (8 — ) 4/1 + 88 4- 8(1 + s%) «/1 + 5% et o,(s) = i i/;_”:f;) .

Par suite gg(s) = 33(——3\/1 + 8% 4 SJI + s?). Les tableaux 9 et 3 |

donnent le tableau 4, auquel
(8 + 8)(2 — 5%

!’
L = ———
q)‘l() (l + sg):JI +s!
]s Lo ; 5 ® | s o R
ot | + 0 _ 9i(s) + 0 %
— S 3
wals) [8(1+ Vi+89 223 TEEN 0N —c0 2(s) | 0 7 Jits 7~ 2V N
Tableau 2 Tableau 3
s 0 Sy ) S [s 0]
dp
s . : o - 0 -
P -1 A p(sy) 0
2 Pl Pl p(s1) ™~ 0
ﬂ
ds - 0 + + 4
b 0 \
" _
(sa) AV A My 4 =TI E
db I ( J
dp | T3 -1+ TER
dp 3 ) o ) o -
Tableau 4

SUR LA FO f(z)
3 NCT]ONNELLE——j,(z') -
s, < 8 <8 ainsi qu’il résulte des relationst 9 =% 1 -
’ s N N Wb rronel
données par (53). Le long de la branche (C1,-), (52) donnse (1+ 8

1
8+ s

os(s) = \/p"’_-{-b—2 = (s \/TTS—Z 4 SJW),
par suite

e 5 - .
Pi(s) = m—;( T+ 84+ T+8. T o0

N SR
— 1
s (s) ' 34+ JIT & Jize 7 L/ s+ iyw

Tableau 5

Selon le tableau 5, la branche (B,,.) s’obtient de (52) pour les valeurs

< d )
etre. Or, =2 = Pa(s . e
s £ 0 du param S TP W i avec gqs) = (—3 +

+53) 1+ 824 (1 + s2)Jl + s%. Par suite

=i g b JITF .
2] == B I+ 824 341 +5?), = = —
Pe(5) s(s \/ + 0% + \/ + 5%) b T (<p4(s) + \/l—-f-—é?)
ct @,s) donnée par (53).
s — 00 —8 0 $ |_°0 S3 n \/E- -8 0
Pe(s) ET - Pa(s) + + 0 — 0 +

o S s e
Puls) | —0 4 0% — 8(—1-4/1+ %) Puls) _Bf_m/ﬁ(—\/fl)\m/o

Tableau 6 Tahleau 7

Les tableaux 6 et 7 donnent le tableau 8 et les tableaux 4 et 8 donnent
la forme de la boucle (B,) de la fig. 2. 1’équation (23) de (C,) place la
boucle (B,) comme symétrique de la boucle (B;) par rapport a I’origine
des axes. Les points M,, M,, M, de la fig. 2 sont donnés par {51) ou (52),
pour les valeurs du parametre écrites en paranthése. 5i dans I'équation
(23) de (C,), p* + b =1, il vient p = —1. Par conséquent, le seul point |
d'intersection de (B,) avec le cercle — unité est le point A_. En posant |
dans I'équation (23) de (Cg), b = ps, il vient les deux branches

(54) (C3,~):P=—l—j—ss'(1+\/m'v—lﬁ); = ps
(55) (C3‘+):P=1_35[_1+“/1+82'\/1:_55)’b=ps'
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Il s’ensuit le long de la branche (Cs, )
1 T avec ;
2 7 = 2 < ™I = —_—
orls) = &+ = ool avee o8] = T (VT8 4 gy 90(8) = VT + 81 + 89 + 51 + 20 JT T3 et
TL o8- Af 2 i To) — (2 — 8 + s7)
§4s+ I+ 8- 41+ 0. Sel | CPw(S)—(TTﬂfI::!.
Par suite q)é(S) = (1— 85)"_' Jﬁ—'_s—’) > 0. clon Je tableau 9, la w ' s W1+ 5
branche (Bs_) s’obtient de (54) pour les vaIeurg s £ 0 du Paramgtre ,Pm suite |
25(s) = B3s(VT + & + s T H 59 et qpyfs) = L= BIC=s
s —3 . (L+ s T+ o
s — s " 1
o | i I _ soloos -y Ol e —vT o
s 2(1 + &2 _
9a(5) + & 0 - P10(5) - 0 4 +
1 .
p 0 N p(sa) hN —1 + 8 N i I .
. ; gols) |—00 1 0 2,/1+8f\ B+ VT8 | ouls) |—1 N NN = 0
g g
db _ 2=
ds + ° . 2(1 + &2 - Tableau 10 Tablean 11-—12
b - BT R g HE % l ;8' N g Les tableaux 10 et 11—12 donnent le tableau 13, ot 5, < — % < sg,
ainsi qu'il résulte des relations % [ = e— ¢ < 0 pt 2. —_
db 5 2 — A 1 S |§= 5 2(1 -+ 82) S |s=— >
—_ — 0 Rt i _T ' ) i
dp 38 g (14 JI+ 3 = 3 - > 0 données par (56). Le long de la branche (Cs, +) (55) donne
.{,_
‘ables ' —_— - 1 I st S+s—AT+8.Jixs
Tableau 8 ouls) = T = syT+ 8 4+ JTFs op(s) = 2t ¥ JTES

1 1
1 S— ' 1 I
W | FU=ANTE® 2 0 . 0 . sw . S TR
1 i 1
:(s) 3 i+ JTI®H N o PR SN S0+ JiT
Tableau 9
(56)
dp S
i Ps(s) db A1 2 1
et B + & e
s =8 (14 Ty o ds (L — s (wa(s) 1 \/l_{-—é‘r'J

1— &8s
Selon le tableau 14, la branche (Bj, )
s 2 0 du parametre.

(1— 8s2yY1 +s2
s'obtient de (55) pour les valeurs

1

& — fi s Ss 0
dg
_d'; + +- 0 - - -

2 0 A Pl ™ 0 N plsg) N —1
db

75 * + + 0 =

b - lb‘ (=1 + »\/l——{»_S’—j A bs) ~ 0 2 b(sg) N~ 0
<k © -5 0 -4 T

Tableau 13
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s — o0 0 %
0
o) |~ HVTFE N TN oy,
8 NIgEEFT 3 i—1 +4T¥w)
Tableau 14
_df. o P1a(s)
s (1— 81+ ) V14 st
b _ AT 8 (
s (1= 8>=(‘*’“’ = JW)
avec orsls) = T F 81 + 85%) — 8(1 + s2) JT F 2

“et pyo(s) donnée par (56). Par suite o{y(s) = 38s (W1 32 W iper )
‘ S—yIfg

1
s 0 = s
. s 0 l s 0 Se 42 _]_ N
8
13(s) - 0 ¢ P10(s) + +
g = B 4
— 1L 82 1
P13(s) 8+J1+8' N 0 o oo P1o(s) | O \/1 {- 83 /‘?lo(\/z—)\a —--1‘- 1
- N
Tableau 15
Tableau 16
$ 0 S. = Jé_ 00 . 0 _
fo(s) F) V2 s
P1olS + 0 i
1
Pro(s) | O P ——
Jize 7! L] _ 1
— P1o(s) [ 0.7 ,J] P Y an(*\/2 ) ‘\—/l—"-—;"/]
ableau 17 i
Tableau 18
Les tablea -
ux 16, 17, 18 sont valables selon que §< L § — I ]
e =t e

e l) lI-‘ er ICS * 2

et les tableaux
ux 13 et 19 donnent la forme de la boucle (B,) de la fig. 3.

: de (C,) pl
boucle {B,) par Iapporit) E‘11319?:(4..1{;1 boucle (B,) comme symétrique de la
origine des axes. En faisant dans l’équation

I’équation (23)

(23) de (C,), p® + 8% = 1, il vient
p = —1. Par suite le seul point d’intersec

SUR LA FONCTIONNELLE (1)
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33
2(1 4 8%

52
_1+81

db (1 — 287
— 0 + ——————) +
2(1 + &)?

8
1+

0 N blsd A zf—-ls-(—1+«lﬁ§5)

1 — 23§

1
33 5

db
dp

—_—

— (54 41+3) 0

Tableau 19

B,) avec le cercle-unité, est le point 4. En éliminant p* entre les
— (3 +

et de (Ka,-) il vient p=—-Fr=7p
+ 4

] cur dans I'équation (27) il vient bt = 0.

La boucle (B,) et l'arc (K4, -) se coupent par suite au seul point A_. En

¢liminant p? entre les équations (23) et (28) de (C,) et de (K,,,+) il vient

— — b2

E’-‘—g(—lgs—b—b)—b . En portant cette valeur dans (28), il vient b* = 0. Par
o

suite la boucle (B,) et I'arc (K,. ) se coupentau seul point 4_. En élimi-

nant p? entre les équations (23) et (29) de (Cj) et de (Ka,y), il vient
1=20b4 868" gy portant cette valeur dans (29), il vient bt = 0.

f il

Par suite la boucle
En éliminant enfin p? entre les équations
l_“.'_"lib-%s—b—’ . En portant cette
La boucle (Bj) et T’arc Ty
(B:), (Bs) désignent les arcs de
ment au-dessous, de l'axe Op
4 et 8 et des équations (27) et (28
et I'arc (B;) sont tangents au poin
sont tangents au point A_ et des ta

tion de (
équations (23) et (27) de (C,)

+ 2800 + 1,0%). En portant cette val

p="
(B,) et l'arc (Ka,+) S€ coupent au seul point 4.
(23) et (30) de (C,) et de (Ky,=)s

valeur dans (30), il vient b4 = 0.

uite au seul point A-. Si
s, respective-

il vient p =—
se coupent par S
la boucle (B,) situés au-dessu
l= 1, 9] alors il résulte des tableaux

) des arcs (Ka,-) et (K, +) Que I'arc (K-

t A_ et que l'arc (Ky,,-) et yarc (BiY)
bleaux 13 et 19 et des équations (29)
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et (30) des arcs (Ky,+) et (K,,-) qu(t}{]’ar)c (Ka,+) et Tlarc
tangents au point A_ et que I'arc (K,,_) et l'arc (B;) sont ¢t

au point A_. Les équations (23) donnent [Iorigine caomme selﬁllge{lts
commun aux boucles(B,) et (B,) respectivement (B,) et (B,) et 1,01?03‘"
et le point 4_ comme seuls points communs aux boucles (B,) et Igine
comme il résiulte de la relation : (B,)

Cule, ) — 8 -Cy)e, 0) = (1 + 8%) - b(—1 + o2 4 42)

donnée par (23). ~
Ces informations donnent les figures 4 et 5.

§ 6. CONSTRUCTION DES ARCS (B) (s=1, 4) DE (41)

La substitution b = (1 4 p)s (s parameétre) donne

(T,) les branches pour la courbe

(57) (1, 4):p 14 TR [84s+4/=8"— 285 1 T+ 25952
C b=(14g)s
et
(58) ;
(P,_ vop == =] g 1
. l ) e + 3(1-{-5') [8—*—3—\/—_82‘283_'“(1'!‘283)82}

b=(1+ p)s

Il s’ensuit Je long de la branche (I'y, ,)
(59)

-+ =_ 2 |

S el

avec

| ) = 84 b5 — (1 4 g

—S=F 2T 287 - &

La relati e ) e
| S Malfsu :;;(IS)S— Ols(elcrlt Par rationnalisatiop (1 — s9)(8 4+ 25 — 8st) =
. ’ =TT e - "
(Pllz,(—l) £0. - 8 '\/ + 32) ous =1, @13(\_9) # 0 et @12_(_ I) =0,
= RS Sigmmm C

P2l [~0 H
-
_ — &0
Tableau 20 '

(B;r) sout |
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SUR LA FONCTIONNELLE 5
a branche (B, +) s’obtient de (57)

9 quel 1
sulte le tableau 20, s§1011 _lel 4 parametre
1l en T€St o _1<s < ﬁ_ﬁ
Jes V&
g
= e
or (57) donn L
- ARG Sl
! 1 zss;s=).~/—s=—28s+(1+23’) s
B o 53 8—(1 T 8t — 28 £ (1 2808
. v T o0
B 5 L sanst — 8s°] + (B4 25 — 557 /T8 — 285 + (1 + 280
(2 - ==
2 = ( g1l + s - A =8t — 285+ (1 + 28%)s*
d
s — 5 255 + (1+ 28)s°

(5425 — s =¥
e i
J =5 — 28s + (1 + 2895

58%st — Bs°
+ 28953 —(1 - 2385 — 5%

T a1+ 48%s — 38+

b _ g géerivent respectivement

. dp __
Les relations == = 0, o

B (14 d8ns — 3tk (1428 -8

— 255 + (1 4 230 -

‘?m(s) = (1 __235 — 5% J_gz

(61)

5t - 355 — (2 -+ 53%)s* — 38 == 1

slS) = T2 e B =285 + (1 + 289 -

ce qui donne

' 25(1 + 3)(1 4 s [3 + 38s* — 2(1 + 23%)s?]
‘Pm(S) = (1 — 285 — st — 82 — 238s + (1 + 235%)s52) \/__ 5? — 25s + (1 + 23%)s?

(62)

! 2 5%)s(1 21382 4- 63s — (2 + 582%)st]
P15(8) = 3(1 4 8%)s(1 + %[

(8 4 25 — Bs92[— 8% — 285 + (1 + 28%s?) o/ — 8% — 28s + (1 +2¥) - &

Il en résulte les tableaux 21 et 22, qui donnent le tableau 23.

5
. . T 14420+
ol [~ e 1 -
" 148 7 4

Tableau 21

R S
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02 Il en résulte le tableau 24, selon lequel
1 o — VI 39 3 3 —
-1 — (1 =T+ L T lr e |! T
y 3 2+5% LT | 1-Jife ___ 3 —— 1 LE{TF®
) I I I S TN Ty ey S RN 7 i oo ke
9s(s) * _ e
{ _ 0 + - 0 + 0 =
— i 3 L eal8) “ ’ H] ” ““lll'l
) [ 1+ ko0 _(5‘/5+6\/1+82)<_1 b
1+ 8 B i Tableau 24
Tableau 22 |

=

fa branche (B, _) s'obtient de (58) pour les valeurs 1 — V1 + & <s

8
Les relations (58) donnent le long de la branche (T, ) 5 P JTF o PR
— T B
i N Ry - : e, L 2 ielong de la branch ’obtiennent
1+ \/m Les rexpressions de ol ol = ¢ long de la branche (B, _) s’obtiennen
% + 0 — - changcant en (60) le sigm;bde V—38 —23s + (1 + 28%)s. Par consé-
quent, les relations ~:—P =0, e 0 s’écrivent respectivement P15(s) =
S
PO % p(s7) N ‘. — —1, @yls) = —1, avec gy4(s) et gy,(s) données par (61). Les relations
db (62) donnent dans notre cas les tableaux (25) et (26).
;S' *+
l-Jiyy b, VK |
b | -1 A b(s;) P b, . 5 L+ 21 + & g
s
“l - o)+ JINID -
\\____ .2 l 148 2 i
Tableau 23 Puals) | 1+ \,/l T 8 A @ 1— 8 L ! ‘\/1 + 8|>
1= (p? + 6 = 2 : (PJG(S) Tableau 25
(63) (1 + &
' - .‘ 1- JiF® _ 3_ JiBiem 3 3+ JISI+8) 14+ {15
avec §) = 82 N 2 —‘—_T“'—'—-—_‘*_ s 8. = - — 2 . 3
. | P16(5) + s {1 )st 4 5. \/_ 5 — 355 F (1T 2895 5 2158 1_}_,\/2(11_4_3-) 2458
a relati _ 1o s . . - =
clation ¢4(s) = 0 s’éerit par rationnalisation #als) 3 i _ ”“m " 0 —
=98+ 25— 39 — 3
_— " _
' : Wis— — —0 1 —|54/5 2l — = 1+2—)/—(5«/5—5 —-—)\“”
Mais, dans notre cas, Pre(—1) 5 0, oy (—I:i/l_ﬁ) . (l Ly 3,)= P14(s) [—o00 1 (5J5+6\/1+8’)\ © ( 1—8 1438
:

= 9u(1) = 0, g (lwmﬁ T —
U *J;L)-ao;,m # 0

Tableau 26
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b}

i osé, pour fixer les iddes, 8~ 8—y5. |
6 il est supp P > __E}/_S‘ ”
32) 1.

8 =
s Bak 8 34 415(1 4+
qui équivaut a 1<2+58,[ «/ _(

Au tableau 2

E_:ﬂ alors la section s 2 1 du tableau 26 se remplace ) ‘
2 ’ ar:
sque & croit de 0 2 L o

i

)

Si§ <
le tableau 27. Lor

s 1

—‘P—l,.'.(s)
28
14+ ——'—") ™ — o

euls) | — ( 1_ s

Tableau 27

_ —-—'—‘3 , .- _ - ._ . ’ {
guld) = —5¢B o 6 \[ ;o doroit de—5 45+ 845> 12554

3 . Lo (345 _ = :
+6\/;<—Imalsd11fa1tq11ecpl,( = )—3—2 \/5<_1 il résulte

que pour § > 3_2‘/5 , au tableau 26, —54/5+6 \/1 P~ Tt
4 &2 :

tableaux 23 et 28 donnent la forme de l'arc (B,) de la fig. 6. L’arc (g,)

est selon son déquation de (41) le symétrique de l'arc (B,) par rapport:}

Porigine des axes. La substitution b = (1 + p)s dans I'équation (41) de

(['y) donne les branches
[Cse): p=—1+ T}T [1—8s++/—1 F 285 + (2 + 895

(64)
b= (14 p)s

et

Y ET: _ 8 i 14T+ ¥

— 1+ 420 + 89 .

. — .

i _

s I ~eu I O = =
= ds -~ B _ v

e ———]
L ~ BRI TR k. ——
L [Fa-VTF® s S0 ATEY

Tablean 28

S(z,)
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1
) (Co,-): p=—1+ 351 = 88—y =142+ 2+ &)
| b=(1+p)s

1e long de la branche ([s,+), (64) donne

* @1a(s) avec

L+ ¥ =5

(66)
oua(s) =1 — 8 — (1 + ¥)s* + 8s4/ —1 + 28s + (2 + 8)s?

I,a relation qo,.;(s) = 0 s’écrit par rationnalisation (1 — s%)(1 — 28s — s%)=0.

Mais, pour § = ~ :l:\/1 + 8, oi(s) # 0 et @u(—1)=9y,(l) =0,
oi(—1) - p1,(1) # 0. Il s’ensuit le tableau 29, selon leql111e1 la br;r;::gg {(Ba.+)
8+ 200 + 89 of

est | donnée par (64) pour les valeurs s € |—1, — e B
; e [ _—_8—_1'2*_:/__2_‘(5_:_'*‘_?1 , 1] du parametre. Or, (64) donne
do 3+ (4485 — 3852 — (2 + 877 — (8 4+ 25 — 857 4/ —1 4 285 + (2 + s
ds (1Y 1 4 285 + (2 + 8%)s*
7 db =1 +38s - (5 -+ 28)st — 35 + (1 — 28s — s3) /=1 + 23s + (2 + 3%)s*
7 — =
(67) ds (1 + sty =1+ 285 + (2 + 8)s°
dby _ =1+ 38+ (5 F 28352 — 85% + (1 — 285 — s%) /=1 4 285 + (2 + 37)s*
dg 3+ (4 -+ 5Ys — 38s* — (2 + 8'— (8 + 2s — &) VT 285 + (2 88t

: d b _ b 4 _ o
Les relations —dﬂ =0, = 0 s’écrivent respectivement
S S
8 (4 - 895 — 3852 — (2 + 8Y)s* i

P1s(s) =
(3 + 25 — 8s9) o/ =1 + 285 + (2 + &)s*

(68)
1 — 38s — (5 - 28%)s% 4 &§°
@19(8) = = is
(1 — 285 — s7) o/ —1 + 28 + (2 + ¥)s*

ce qui donne
—2(1 + (1 + s?)[3 -+ 38s% + 2(2 + 8%s?]

¢18(s) = z
(8 + 25 — 8sH2. [—1 + 285 + (2 + 8)s%] =T+ 28 + (2 + 88

(69)
2(1 4 8 (1°+ s%) -is.- [3— 685 — (5 + 289)s%]

B i e cotm
28s 4+ (2 4 s*) 4 —1 28 + 2 F )5t

‘Pin(s)' =
(1 — 255 — sP[—1+
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Tablean 29

En posant en (69)
Py(s) = & + 385t + 2(2 + 89)s°

il résulte le tableau 30, oi

P(—1)=-2[1+(1—18)01<0
. 5
s - —1 5 —2+ 3 0 o0
Pi(s) + 0 - 0 +
1_31(5) -0 A 0 4 '(—2-{—8') ~ 8 4

Tableau 30

D’autre part,

p[_5+~/2(1+8‘) 14w -
1 it (2 + 8y (32— &) + 42T+ 5] <0
1-T+®_ _ s+4ET 5w .
E 3 > —‘24_(—8'.—), du fait que
| o 47
3 1
Py(x) - 0 _
Pyx) | -4y , =190 - "
vz a7 VZ N 3(1—-245)

Tableau 31332
ceci équivaut 4 2./T - 57~ o _

0

Pal#) = x(x — 22 — 4f3 relat‘/zs T+ 8 Cest-a-dire 4 §Py(3) <0, avee.

fon attestée par le tableau 31—32.

SUR LA FONCTIONNELLE f}’(‘l))
2
15
2 =
% ot
T =
—? +
- A
| 8
R e S o | -H
A A
Iap) | w \% . ~
=t - I+ . % %
2 i o + of+
- o — - -t
2 P B LB —
= * ] ~|+ o o
3 @ (8 ©
- P -+
y = « I
E a5 | | ~
e - «
< vl s +
i = — I
o o
B 8 l x 5
S = & = ™ i’ - 8
3| |+ A a5 '
£ |3l= S =
< ;‘/ + (2 + ™ ==
o e o e
+
g | X : p o =
"E 9 < o —
& | 5 ) [
g | e 2 8 i 8
o | |5 < ¥ 1 |
[+ + . N
= e he +1. "/"
. St b o0 !
o 3] k -l
o “| = f | %
g | eo =
o o 8 | @
-« \V4 ol +
i) | |
o % )
- X 0 % >
= + 8 +| . w
- o | e i, ©
~1 (=]
ﬁ — "1' I = w i
= l = = 4 lin
w il o -‘?
2 4] n
L] 2 ‘6 ~——
2 Z ) 2 = '
7] ©» N 5 ,c_,ﬂ 1 \
— 2 I
4 all
=
5 |
| =
= =
% il 2
o o

10 — Mathematica, vol. 22 (45) — fascicola 1/1980

Tableau 34

145

du tableau 34 se remplace par le tableau 35.
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1§ SUR LA FONCTIONNELLE ().
_ Les tableg | 17 /@) 147
L RS CIs) 25 donnent e a0 3 ]
2 ik 1
2re I(j'leelaizogfan(?la) (r Onnent ?eﬁ.iL“‘ 1 par (65) pour les valeurs &= [—‘(8 + \/1 + 8 — : +;/ifls+ 82)] et
Che 0 571 + 89 e : ?
3,-) g — 5+ /20 + &) ! i
P1s($) I - ” ”” ““ I~ (e + ) S [’_d?ﬁ_ » _8+‘\/1+82J du paramétre. Les expressions de
J 2 de ,’Zﬁ T le long de la branche {B;_) s’obtiennent en changeant en (67)
2 17 - 2 ! N i ds . 5 e
wl) | 1=50 =y T M (70)]  THe Pl ave le signe de \/—1 4 285 4 (2 + &)~
— - . , d
P2o(s) =1— §5_ (14 ¥ Par suite, les relations ;& =0, Edb; =0 s’écrivent respectivement
Tableau 35 — 3s \/m s) = —1, @15(5) = —1, avec g s), ¢(s) données par (68). Les rela-
- £ 3+(2+83)s:_ ﬁg’](ls) (69) donnfoeut dans notre cas les t:;ll?bleaux 38 et %9. E\u)tableau 39

La relation @,os) = 0 s’écrit comme au cas de la branch
e

| o T 3 _— o~
(T, ), nous avoms —354/3 + 68 v < —5.5+6 \/% < —1.

0 : : : : - —
+ 'équation (41) de (I), il vient o= =777,

(1—s)(1 — 285 —s%) = 0.. Mais, dans notre cas, pour s — $=1, Paofs) + () 1+ 8
0po(— & — \/1 + 32) = ©s0(— 8 + \/I_W) =0 ot ’ Les tableaux 38 et 39 donnent le tableau 40.
Pia{— 8 — VT3 oho(— 3 + yTF ) 20, ceiTEE  resmen .,
Il en résulte le tableau 37 selon lequel la branche (Bs,~) est donyg ¢ mEENTER =5 + 52 2+ 8 ik
= ée
Y s Y e wol o+ [DIDIONMOOD -
2+ 8 2} 3 S l ! | 25
28
. - 3 T >
Bl - - - e || ik
ds ,
Tablean 38
P 0 N Pa ! ” “ Pa 2t Fse) N 0
a : ig. 7. L'arc
db Les tablcaux 36 ct 40 donnent la forme de I'arc (B,) de la fig,
ds + ' + :‘ (B,) est sclon son ¢équation (41) symétrique de l'arc (By) ll?ar r(a}()por;c
a l'origine des axes. En éliminant p? entre I'équation é27) Cil,e, f&on A('4_1)
b 1 qui borne inférieurement la région (A1) de la fig. 6 et lequ
- ” by by A bls) A M de (I, ), il vient
db 1 1 1 Ly — 312 B2
— | - = - - — 1 2+ (=8 =kt 0
o 1% “ “” | © -8 d s
faplean 36 En portant I'expression de p obtenue dans (27), il vient b* =0 Fn clmi-
I nant p? entre 'équation
o |~e (b4 yTER) AEVHILFE) 34 NEIFE) _,, F 4o (71) ot b 2 —1=0
) 2+ 82 2 + & (Ay,) sur la fig 6 et
; st u .
de U ib supérieurement la région (Ay,r) S
P20(s) _ 0 " “m“ B e l'arc (Kj,,+) qui borne sup 2 (— 3+

|

Tableau 37

}\___——_—-
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| |
+ 27 En portant la valeur de p obtenue dans (71). il vi 2
+ 812)82]. por P s (71), il vient p2[45 —
e P | f 881l1b 1 (9 + 8),8%] = 0. Le reahsiglt(sdu 8g:)]ynome du second degré
+ ‘ | :crit dans les crochets est — .t <0 1 :
w0 o= | en b écrit dan PR W (avec 1, de (27)
! I - : 1l en résulte que Yarc (B,) coupe la frontiére de la région (A;,) au seul
&= - _ ~ point A_ (fig. 6). En éliminant p entrei I'équation (27) de (K,,-) et I'équa-
¥ = . | s  tion (1) de (T, il vient p=——-u [1h 2b 4 (=14 B, + B
Zla | o © + En portant la valeur de p obtenue dans (27), il vient 8*[2(—1 + JIF8) +
G | l.‘t ey 1 48h + (4 + 32)52] = 0. Le réalisant du polynome du second degré en &
+[w = a4 o ) . 83 53
= w @ e | » qui figure dans les crochets est ST < 0. En éli-
' [ , = minant p* entre l’élquation (71) de Y'arc (Kj,+) et I'équation (41) de ('),
o + X, R ;; il vient p= —-—— m [1 — 2,0 4+ (—1— 8, + #)8*]. En portant la valeur
("'.- 8 : + de p obtenue dans (71), il vient .
= |% | e g . e
"c;‘: = ?‘f: © ' pR28(1 — 82) — 44,8(1 — )b + (4 — 38 + §)4,0°) = 0
+ —— ~ — “:‘_— ' , , .‘
1= & . = = Le réalisant du polynome 1!(:lu sccond degré en b écrit dans les crochets
== 2 I = — HELL — SIE — < 0. Il en résulte que I'arc (B;) coupe
o —— « (=] est " " 2
g == & = ° 2 — 8t ¢ 8+ 21— 841+ 3 , . X i
. +He == E - i la frontiere de la région (A;,) au seul point A_ (fig. 7). Du fait que ( )
S e = & == == 2 donne '
<+ o I ——— z
N + — -+ — | = ] '
2la = 2 === a =
g 4 3 '-’— o L [0(p, 8) + Tialp, 8)] =Tslp. 6) + Filpr V) =
iy =~ a «
Fg “’[ +N a o Ol a2 1_b2][2+(1 +b)2]
£ ; i + = 2[p* + ( 21le :
[ g : : .
: & ' ! il résulte que les arcs (B,) et (B;) se coupent aux seuls-pom'jcgs BE %t Bgi'
o L ] : t se coupent aux seuls points b_ et D..
g | [+ . et que les ares (By) et (By) pent ! o B o e
g ok » % o N A (B7), (B;) désignent respectivement les sections E:Ie Yarc (Bl)t 511)111 a8 ot i
§ | &+ ] j. 5 | * & I ous, respectivement au-dessus de I'axe Op, il rejsulteléiu )a eau ,
; :_"-n > é :? (27) gue _l’afrc (ﬁi') est df'.angeuf lael; If)i(g:::es:‘!é iltl?fc ( A=)
& 4 es informations donnen es . .
&« t o,
8|7 i ; . o . § 7. Démonstation de la proposition (44) _13)
-4 - Iw [ | ! Il n’y a rien A changer a la construction des bog_(%()es (Bj.)l’('stt;:ie .
i i + §? & i 1 Bs ’ s = 1} nt €
4 5 v o lelg] o |5le]| o (22 par rapport & la construction des boucde;s C(e rc}e ((K o (Kxt), (g
= = ] leur position par rapport aux arcs e ;,ll’ itude de la position
< ? . (Kuts), (K,8,-), (Kas=), (Kag+) (Kut) par ”PP‘;“ c?e (K- (K
ey cer w1 An—/r
® b ; des boucles (B,), (s=1,4) par Ta?{Port a?;:- arc)s (sotations 55‘, au change-
2 | , (Ka, ), (Ko s), (Ku-), (Ba,-)s (Ka+) k) 3,4, 5 se conservent
I = — ment éventuel signalé dans (44) pres. Les lguris C};au,gel;lents a apporter
“ = < donc, 4 ce changement éventuel prés. Les seu ot Hos arcs (Blet (89)
K3 & a4 la construction des arcs (B,) et (Bs) pour ©

P ;4/
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sont les suivants:

1°. En (59) @u(s) #0 pour S—~ (1+ VT3
Pra(—1) = 91o(1) = 0, o1a(—1) * @12(1) # 0. 2°. Les tableaux 20, 21 et o

se remplacent respectivement par les tableaux 41—42, 43 et 46 ¢ le |
tableau 22 par les tableaux 44 su 45 (561011 que &, <t v ou §,~ %':
0 {
L3+ Js)_ |
2
—00 —1 ‘—'——80 -

LA F 8 —1+ 201 + 5 ! oo
| o0 |
Tablean 41 —42

L+ 4200+ 8) —1 4421 | &) !
P1als) G b VA R —1
148, ® * 8, — 1
Tableau 43
s |, 1—JT¥+ & 803—«/15(1 +8 3, B,
B 2 4582 L+ Y21+ 8 —14 VT + 8
it B ||
+
?1:(9) l-iS’— 7 +owo ( 5 v <
A —|54/5 +6
A48, e fay » = —m/l_s-l
: Tableau 44
s [—g % 3 + V151 + &)
—1+ V2T 1 &y R !
Pisls)|  Du ; £2%
_.—'\
815(s) fablean 44 1
—® ~5\/5"~6\/ 4 ) W
1+ 8 8 — 1

Tableau 45

SUR LA FONCTIONNELLE ——

I(z1)
H)

151

21 ‘2
0 - % 3
s [~1 K 1+ 420+ 8) —1+420+ 8 ;
e + 0 — +
ds
p 0 pal P(Sg) N Pg R Val 0
o + +
ds
b |—1 A b(sP) 2 b b3 A 1
- ) 0 3
dp (] 0
Tableau 46
Au tableau 45, (5 V5 6\/ - 8') —5./5 + 6\/% < —1
3°. En (63) o1 (1—_~/lu) . (m/_u_s) _o
50 8
o EE A B 1 [T 5] 20, gu(—1) - gull) # 0

4°. Le tableau 24 sc remplace par le tableau 47.

s |l L=VI+8® 5 8 L+ 4T+ 35
3 1+ 4201 +83) —1+4 4/2(1 + &) 3,
ol o - QWMDY - - -
Tableau 47

et les sections s > 0 des tableaux 25 et 26 respectivement par les tableaux

48 et 49,
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e e 1 |

Sl —r+N0+ 8 5, WV ||
¢rals) - . ‘
onals) | X b 1 —-——QL’::
Jit e =1

Tableau 48 ‘

En effet, en posant en (62) P.(s) = &, 4 38,52 — 2 e
en désignant par s, la racine positive de Py(s), il ,le,i’t (1+ 2308, o
— A 3, - 3V ISUHE) !
* | Sigvaiew T2y LITE
P1ss) + 0 -
Pag(s) | —© N (5 \/5 — 6 /___) —1 %
1 4 52 = —

Tableau 49

8,(1 4 83)(1 — 683 — 168Y)

D 3 _
°(—1 + 201 + sg)) -

(14289 [—1 + 2(1 + 3)1(1 -+ 482 + 21 + 8] <0

8y

par suite s (<

1+ J20 1t 8) sg)] ne figure pas au tableau 48. Le tableau 28

se remplace par le tableau 50, auquel le signe de 4 déduit en changeant
ds

1

s |- yTTH —— B <L -

a 8 ° 1+ V2048 1430 5 8 T e

: ,

i + I -

o B 11—

. |

ds - i _

b 0

&b b % ’ b h 0
1

o |5 0= VT 0T

_“\\\‘ 3 —

Tableau 50

‘_23 ' T
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n (60) le signe de N —385 — 28,5 + (1 + 28%)s? est donné par la relation
g0~ [30 — (1 480)s — 3845 + (1 + 28)5:1Jp = sg[—B, + (1 + 639)s],
ou s est supposé étre une racine du polynome P,(s) = — 83 — 28,5 + (1 +

db
1 28h)st. Le signe de pal déduit de (60) par changement de signe de

\/— 5T — 2805 + (1 + 237)s* se déduit au tableau 50 par la relation —38% —
38,5 + (2 F 58 + 38° = 4(1 + 33)s?, ol s est supposé étre une racine
du polynome P s(5) = 8¢ + 25 — 3,s% Les tableaux 46 et 30 donnent la
torme de l'arc (BY) de la fig. 8.

5° En (66) ¢(s) #0 pour s= — 35441+ 3 et s=—1 et
pi(1) = 0, g12(1) # 0.

6°. Le tableau 29 se rempleace par le tableau 51. et les tableaux 33,

I 'Wf\m W

‘Tableau 51

34 ¢t 36 se réduisent A leur section s> 0 (blen entendu, avec 3, a la

p]ace de 3).
En /0 (on(— 8y — V1+83)=<?2n(""80+v‘1+8§ =‘on("1)=0:
et ‘on( «/1 ~+ 32 <P20( 3, + ‘\/1 + 82) ) ‘P-io(_l) # 0, ‘on(l) # 0.

Le tableau 37 se semp]ace par le tableau 52.

8o+ 21+ 52) — 8o+ +/2(1+353)

T

Les sections s < 0 des tableaux 38, 39 et 40 se remplacent respec-
3445

s | —oo —(8,+41+82) —1 — — B+ 148

Paols) = 0 + 0

Tablean 52

ou 8,2

tivement par les tableaux 53, 54, 55 (selon que &, <

3
> +“"°) et 56.
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$ — (5, + AT+ 8) s —
P18(s) + +
251 ¥ 1
1— 1 _—
P18(8) \/1 ¥ o yal %1

Tableau 53

Au tableau 53 nous avons ¢js(s) > 0, ainsi qu'il résulte du tableay 30

1 -
s | =B+ VTHE) ~ S —ow (3% VIS(T + 83)] ~1
®1s(s) + 0 s
Prp(s) | —o0 7 =545 4 63, 5 <=1 N - [l + _ 2
L+ & 8o(3, — 1)
Tableau 54
o | =+ VTF®) i
P10(8) . 4-
Puls) | —o p _ [l 2
8(8, — 1)
Tableau 55

croit

Quand 8, croit de 1 & o, ?(8) = —5./5 + 68 \/ &
(1}

de —5,/5 3 b
e — 3 . - _

+6\/2<—Ia _5\/5+6\/3>—-1, mais du fait que
cp(3+\/5‘

2 ):—.3-—2‘\/5<—1, il résulte que pour 80< 3-{-\/5- au tab—
2

leau 54, —5,/5 + 65, v 3
' 1+ 8

< —1. Les tableaux 36, 40 (réduits 2

fl=)

SUR LA FONCTIONNELLE =
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25

s | — (80 + T+ 38)

de
ds

db
ds

db
de

| —

— (8 + V1T + 8) -

o7
)

Tableau 56

jours sections s > 0) et 56 donnent la forme de I'arc (BY) de la fig. 9 et
de I'arc (BY) symétrique de (B3) par rapport 2 lorigine des axes. Selon les
notations 5 ct 4, la frontiere de la région (A3;) est constituée par l'arc
de cercle (Kyg ), dont I'équation s’obtient en remplagant en (29) § par
8, ce qui donne

(72)  (Ka):iet+ b6+ 286 —1=0, (8

8o + /1 + ).
et par son symétrique (K s _) par rapport 4 l'axe Op, d’équation
(73) (Kps, =) i e+ 02 —286—1=0

En éliminant p* entre I'équation (73) de (Kay-) et I'équation de (I)

obtenue sclon les notations 5 en remplagant dans 1’équation (41) de (Iy),
8 par 3§, il vient

1 3
— 3o —1 + 2383)186%].
g (B 28080 o (=1 + 23080°]

p==
En portant l'expression de p obtenue dans (73), il vient
B2[284(3% — 1) + 43,8(8F — 1)b + B(1 — 387 + 43})0"] =0

Le réalisant du polynome de second degré en b écrit dans les crochets
est

83,(8%8 — 1)1 — 383 <0
| — 834 288 + 25,(88 — D A1+ 8
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26
En éliminant p? entre l'équation (72) de I'arc (K, . |
(I'9), il vient Ay +) et Féquatioy, &

3

1

So(1 — 138) [80 — 284i36 + (1 + 282)a82).

p=—
En portant la valeur de p obtenue dans (72) il vient
B2[28, — 48,130 + (1 + 482)302] = 0

Le réalisant du polynome du second degré en b qui fj |
chets est & dut figure dans feg cro-

i3

Il en résulte que I'arc (9) coupe la frontiére de la rdei

! ! e 1 a regilo g .
pomtoA_. En eliminant p? entre I'équation (73) de (A‘g\. 11) (gﬁ")"au iy
de (I'Y) obtenue, selon_ les_ notations 5, en remplagauf "d_ans l'(?quat!()n |
(41) de (Ty), & par §, il vient: Siatioy

_ 1 .
P T m (I + 2055 + 35,1562)

En portant la valeur de p obtenue dans (73), il vient

O*[48, + 88,96 + 19(1 + 952)62] = 0

Le réalisant 3
du polynome du second degré en b éerit dans les crochets est

(1 — 38

e
1 -+ 58: »i— 48“ /.l 5 5;_;

2 ) : _
p? entre Iéquation (72) de rarc (Kas, +) et I'équation

—16 8,3 - 0

En e'limil}ant enfin
de (I'%), il vient

- l_—_zg_b (I — 20 + 3 0502).
En portant la vya]
’ eur d
resulte que I'arc (B?) coupe ?a

A_. Si (ps- T ey
situées au:"'de)s,so(fg ) désignent

e obtqflue dans (72), il vient & =0 Il en
frontiere de la région (AJ,) au seul point
. respectivement les sections de l’arc (B9
, Te ; 3
table_au 40 et de (72) quslif?:tu eﬁneut au dessus de I’axe Op, il résulte du
Ces informations donnent 11'0( ) est tangent ay point A_ a I’arc (Kas, +)-
des figures 6 et 7 au caI; des figures 8 et 9, qui attestent la conserva{tion

femplacementu trfmphcemeut de & par 3,. La conservation,
La propositio , des figures 2, 3 4, 5 5 été mentionnée page

n (44) est ainsi démontrée. '

o7

flz) -
f(z3)
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$9 pémonstration de la proposition (41;).
b B ’

inateurs des expressions (38) de’ ) @, et o, s’annulent
T le long des courbes (K,) et (K,) d’équation

(K): 8o+ b+ (3 —0)(e* + 09 =0

Les déno

jvemen
respectivenl

(74)
respectivement
(7

us désignerons respective

(Ks): p — 8b + (p +3b)(p*+ 8%) =0
ment par (k) et (k,) leurs branches comprises

aq;m A. En posant b = p$ (s parametre), (74) donne
84 s b —
— _—_, = pS$
g \/(—s a0+
Pypls)
p'(s) = — —
(76) (=8 - L+ s \/__—-—(_ T
bl(s) o IJl.b(s)
- z 5 54 s
o+ Vo
avec
(77) Pyo(s) = § — 8% + 8s* 4 &, Piy(s) = 82 + 8s — 8 + 383

3+ s

i 5 : cau 57 la
1l s'ensuit p? 4 b = @u(s) = % auquel cas selon le tableau

branche (k,) s’obtient de (76) pour les valeurs s € —8 du parametre.

—38 8

F21(8) 1 N 0 N F o0 Ny 1

Tableau 57

Or, pour ces valeurs .
Pi(s) = (84 s)(—8 +35) 20, P{y(s)=38—2s+ 38> 0,
82(1 4 82) <0, Pyo(— 00) = — 0, P (— 8 =381+ 32> 0,

P y(—8) =—
db Py p(s) db 1 d db (1 + 8) 8t — 28s(1 + %) + ¢
de P (s s e ds ds p'(s) - Ple, (8)
dp 1,08) do o’(s) ds dp

dOHC sg :‘;il: = sg P’(S)-
S
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Il en résulte le tableau
58, qui donne la section
y =
OP_-B_(qui sera désignée par
la notation ,branche (k)"
de la branche (&,)) (fig 10), ot

s — 5 -8
2'{s) “+ 0 -
A
pls) | O A o(sy) N0
vis)| + + +
bs)] =1 b(sy) 2 0
£ 8
dp % -8
d*b
= o
L {, de ha /.9;

Tableau 58

llFaI}l)gollélts P)_afslt f})_urni par la valeur s, (du tableau 58) du paramétre ct
o ;)}métrai_ng.(é)ési[éiélzr;:fhle|(/e._,)t ets_t conls)tituée par la branche (ky)
et par sa g a notation ,,branche (kt)”

origine des axes. De plus, le point Q_ oi la brauch(c ()kl_)) 11:aorupreaPll’)grr(’g

1 e u I d »
A ¢ e b 1 1 : s

88 T lls-\/ e
= (=8 +3)(1 + s?)
82

) : (8 —sp?
Clest-a-dire a 2st — (1 4 )32

vient

=0, ce qui, pour s £ —§ équivaut a
1528 + 5)

(=8 +s) (1453’

— 3 = 0. Le point i
par (76 o € p Q_ est donc fourni
la Vi(lleglr PC();;) Sd_e— 0;11)—— Sr‘/ﬁ;’;)l 4;1\/1 + &) (VT + 8 + /2 + &) (avec

- ’ ; onne P (o’):(_l T R2) v
X Lel©1 o | 3 ) X
X\\%ﬁ-(swl B2+ - (-1 ://m) X
point Q_ sur l’arc%ﬁ donc sl_< 61, auquel cas (76) et le tableau 58 placent le
- de (). Dans la région (4, ) de (4,,,) (marquée

sur la fig. 10 : -
'(marquég par I]J:Sr i?;nilsgnis) -I-e), a, > 0 en (38) et dans la région (Au,-)
» e (38) @, < 0. Nous désignerons par M+

flzy)
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29
. A de coordonnées (g4, by), assez proche de l'origine
un meir %(:' ((P+l,"'+_z 1. Pour fixer les idées, nous supposerons py < 0,
pa” 58 (361011" la définition de (A;,) de la notation (2), b # 0). Si M, est
by < de (Ayy,+), de coordonnées (po, bo), il est facile d’indiquer

+ ool elconque : . g
Poéliﬁtqi['i- eg une ligne brisée (L) qui relie les points M. et M, est

un P . . Ja branche (%,). En effet, si le point M
e 2 da Ay, . )et ne coupe pas 1a 1 , point M,
Sltu?m:isﬂiz (qL;é‘gr)ilatére curviligne OA_NN,,_0 (la droite N_N, ctant
est e en O a (ky)), les points M, et M, — et par conséquent le

|a tangente €1l ol NEN
M .M, sont situés au-dessous du (ou sur le) segment N_N_, et

segment . i
u (ou sur le) segment N,, -Ni,+ tandis que (k) est audessus

a gauche d
du segment N_N, et st 4 dr
1 ce cas le segment M M,.

(ki) est a droite du segment N, Ny, +. La ligne
Si le point M,est dans le triangle

L) est e1 _ _
(ul)-vilig“e ON,,-Q_0, la ligne (L) est constituée par M M, et M,M,on
¢ I A la condition de choisir le point

M, est le point de coordonnées (o, Do), :
M, asser prés de I’origine pour que le segment M M, reste compris dans
(Ay,,:)et que by > bo En effet, le se_gment M+Z!/['1 ne coupe pas la branch'e
(k,), le point M, étant dans le triangle curviligne OA_Ny, 0, compns’

iligne OA_N,N,,_O (comme il a été prouvé

dans le quadrilatére curviigr
ci-dessus) et le segment M M, ne coupe pas (ki) les points M, et M,

étant situés a gauche de (ky), ni (k") ces points étant situés sous le diametre
A_A.. Enfin si le point M, est dans le triangle curviligne 0Q,.N_O,
alors la ligne (L) est constitudes des segments M M, et M,M,, le point
M, ayant les coordonnées (pq, b..), toujours & la condition de prendre le
point M, assez prés dc I’origine pour que le point M, soit situé dans (Ay,,+)
et que p, > p,. En effet, le segment M, M, ne coupe pas (k{), parce
que si p, < abscisse de Q., alors M, et M, sont a gauche de (ki) et si
po > abscisse de @, alors M, et M, sont au-dessous de (k) (cec du
fait que Q, est situé sur 'arc OP, de (ki); M, et M, sont a gauche du seg-
ment N,,_N,, ., tandis que (ki) est a droite de ce segment, donc MM,
ne coupe pas (k; ). Quant au segment MM, il ne coupe pas (kR ), parce
que M, et M, sont situés a gauche du segment N, _Ni,+ ni (k) parce
que M_ et M, sont situés au-dessous du diametre A_A .. Supposons donc
que pour un point M, de (A, +), de coordonnées (py by) nous ayons
Gt}-'(Pm by) <1 en (38). Nous supposerons d’abord que la ligne (L) se
Teduit au segment M, M, et que celui-ci n’est pas parallele & l'axe 0b.
ﬁ‘lfdemgnant par b= pp +¢ I’équation de la droite M M, et par ®22(p)
onction rationnelle @,,(p, pp + ¢) et si, pour fixer les idées, po < P+
alors g,,(p) est une fonction continue dans Iintervalle [y, p..] de la varia-
e p, parce que lorsque p parcourt cet intervalle, le point de coordonnées
gi pe + o) parcourt le segment MM, qui ne coupe pas la branche (By)
de Iéaf conséquent le polynome en p au dénominateur de 'expression (38
1r ne s’annule pas dans cet intervalle. Or, ©22(po) = Z1s(Por PP T
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<1 et oy

+ o) = 210 Do)

une valeur p de p, avec po
le point (g, b) étant situé sur
compris dans (Ay,), il s’ensuit que
des points dans
< 1 est dong, dans
llele & laxe 0b, donc po = £+ = 7,
en considérant la fonction @i
ble b pour b € [bo b.] (si, P
est donc exclue au cas ot 1a lign
part #.(por bo) # 1, la branche

Par conséquent @i (po, bo) > 1.

. Nous retiendrons de la
suivante, obtenue en remplagant les points M. et M, respectivement par

les points M et M, de coordonnées respectives (ps, by) et (py, By):

la relation @i,(po, 0y) <1 s’exclut

(B,) de (41) n’ayant aucun point en (A, )

Si o lppbs) > 1 e st le segment MM, est situé

ri(ms (Ay,,) e me coupe pas la branche (k,), alors

a1,(par ba) > 1.

Au cas ot laligne (L) est constituée des segments M M, et M M, respective
ment MM, et M,M,, la relation a(pa. b,) < 1, s’exclut en appliguant

(78)

la proposition (78) & chacun des segments qui la constituent. Par consé- -

quent

Pour tout point My de coordonnées (p,, bo) de (is+)

(79)
nous avons oy,(pe bo) > 1.

Sile point M ;
S (eApomt)]l;'(;, etst dans (A,,-), alors en tenant compte que les régions (Ai,-)
1r.+) sont symétriques par rapport a lorigine, (38) et (79) d0111;g;1-t

E1.'(9!.‘?: 0) = —El,f(_POr "'bo) < =1
En posant b = ps (75) donne
' (80
o — \/ —1+4 8 _
(1+ 8s)(1 + % 0=ps
7y - P,
P (S) e (1 ) -rp(s) g bl(s) soa Pﬂ,b(s)
+ 8521 4 st -\/(1 +—; + 38s (1 4 8531 = —__TI_S?__
9+ 59 L+ 9\ arsa+s
avec
81 P =
(B1)  Poyfs) = 8 + 54 852 — 8%, Pyyfs) = —1 4 s + 8% + ¢

30 |

= @y pes b4) >1. Par suite, il ayj
pour liquelle ©1s(p) = an,r’(é,IIB)e)iStle
le segment MM .. Or, ce se =z
: » €¢ segment i

. A Ila branche (B)), définie par (4e{c)ant |
(A1), ce que est infirmé par la fig. 6. La relation a;,(p,,b ). a |
I'hypothese faite, exclue. Si le segment m es‘;:'poar< !
a- |

(b) =.El’,(p, b)' qui est continue en la varia- |
our fixer les idées, b, << b.). Cette relatioa:; :'

e (L) se réduit au segment M ..M, D’autre "

démonstration de ce résultat la proposition

a
; SUR LA FONCTIONNELLE -;-((% 161
i dl
. : —1+3
' //___1_/,’1’————’ Il sensuit p?+ b® = PzslS) =T:-té_£’
— S
s |—%® T s 8 Lie auquel cas, selon le tableau 59, la
|  —— branche (k7) s’obtient pour le valeurs
i 1 1
g # O 2 s > -~ du paramétre. Or, pour ces

()| 1 7

e leun
valeurs, en (81)

Tableau 59
= (1—3)(1+ 33%) <0 et Pyi(s) = 8 + 28% + 38s2 >0,

P3 () )
1\ _1+¥590, P 00:_001_-,(_1_)=1+8= 0
Pz.p(s‘— 5 > Y, 2,6( ) » Pop| 5 > 0,
ab __ Pl a1 4 ab _ (A + 8% [1 + 28s(1 + 5% + 8]
Jo | Prols) det @) s e 0'(s) P2,0(p)
T
2 g -
s s 3
P .. SN
p’s() + 0 —
pls) 10~ elsa) N 0 |
\.
b(s) 4
- p
os) |0 o bls) A 1
2= 1
dp |8 o - 3
d_p:
aw |t I
Tableau 60

, . —
1110 tsaiinsmt le tableau 69 qui donme la branche OP,B, [(designée par la
oot 011‘; ,branche (k;7)” de la branche (k) (fig. 11). Sur la fig. 11, le
Panele g. est fourni par la valeur s, (du tableau 60) du parameétre et
g s par la fig. 7. La branche (&;) est constituée par la branche

(k:— ) et par A1 J : . .
T par sa s’yn}e“cnque OP_B_ (désignée par le terme ,,branche (7))
pport A lorigine. Dans la région (Aazy,+) de (Byy) (marquée sur la

fig. 11 p .

par des signes ) en ( b i
(m : gues ), 38) wz,p, b) > 0 et dans la région (Azs,-)
arquée par des signes —), en (38) az,(p, b)) <0. De plus, le point Q4

11 - .
Mathematica, vol. 22 (45) — fascicola 1/1980
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de cette branche. En effet, en portant les expressions (80) de o et 4 :,;
— 7 UE p et de
dans I’équation (71) de {Ka, +), il vient =hs\/— &
, 14 8s (1+ 85)(1 + o €e quj,

1 —1+ 8s ot )
i (1 + 852 Nt a4+ Costadire a gope
—(14+Bst—1=0.Le pomt.Q,_ est donc donné par (80) pour

= [§s®

NPT
pour s > g équivaut 2

1 J1+s¥+\/1+a=+34
) 14+ 4T+ 8
(avec la valeur {27) de Z,). Or, (81) donne

82622

. ‘ ’ _
®2) Puolod = sy m[32+(1+82)dl+82+¢ﬁm_
—(—1+.‘/I+82+84 -\/"/1'}'82'*"\/1-{'82-{-8‘

) 1+ Tt & > 0.
En effet,

P+ (1+ )14 1+ 8 5> 8 4 58—
1
ST THVTEFF8)(1 4 YT 55 59)

du fait que (14 &) \/T+ &> B et JTF S F 57> § — 52
Il en résulte en (82)

| M1+ VT ) Puglor) > (—1 + T F 57 4 31) x
X [%(1 +TF®F5) ﬁ\/«/l—TeFJr\/l-—es"WJ

1+ {1 + &

==

= S VTR 24 24 )y T2

L+ VT 5) JIT 81 5 + 821 4 51— JTT 78
L+ 4yl 15 -+ VT )

l .
[E“+4L+F+vh- >

Par conséquent (80) donne ay

Q4 est situé sur I'arc 0P, 4 'tab]eau 606, < s,, par suite le soint
lo(2"(‘)-’ b) > 1 pour tout + de la fig. 11. La démonstration de l'inégalité

se fait donc en remp] point M de coordonnées (p, B) situé d gA
le point N+ par un Plagant, dans celle de l’inép,a]'t' AlE dans ( 1,'%
et assez proche de]’ogm-nt M_ de coordonnées (o bg ité |o,.(p, B)| >
du segment NT—W—EHE pour avoir etz (p_, & )I’> i) ?: ecogiziinoé_ bd_réte
méme segment d'é la 't,"r‘; o branche (A7) par la - t'p p
, nche (£7), le quadrilatire Cunlf)i(l)isé nlglb j %?ulc(]he 5

—4Y 44V L, —

|
i
]
i
|

| 33

ol la branche (k) coupe l'arc de cercle (Ka,+) est situé sur I’are 0P |

1
f

l
t

]

|

fin)

—_—

I'(z) L

SUR LA FONCTIONNELLE

adrilatere curviligne 04 N 1~V 40 12 position a droite du segment
Bg_rl‘f-_ﬂ?__ de 1a branche (k7) par la position a gauche du méme segment
e, blr';i;‘:he (kz) et la position a gauche des branches (kl_ )- et (kl‘").et
e & ent N1, _Ni,+, des points M,, M, et M,par la position & droite
g::%‘i;‘;ches ('k;? ) et (ki) et du segment N.,_Ni,+ des points M -, M,

et M,

§ 9. Démonstration pé la propositoin (44,)
Les courbes (K,) et (K,) données par (74) et (75) se remplacent
par les courbes (K9) et (KS), obtenues en y remplacant & par 3.

a forme des courbes (K,) et (K,), le {
la construction de ces derniéres. Le point Q%

cercle (Kjs—) de la fig. 8 est situé sur l'arc PO
est le point obtenu en remplagant dans les coor-
de la fig. 10, & par 8,. En effet, en portant les
remplacé par 3,) de p et de b dans I’équation

(82,)

le fait que 8 < 1 n’in-

rbes ont 1
Ces cou ot la branche

tervient pas dans

(K3:—) coupe I'arc de
de cette branche. P?
données du point P_
expressions (76) (ot 3 est

ot 4 b — 2 — 1 =0,

(83) L L
(18 = 8, + /T + 8, Ay = —8 + T+ B)?)

de (Kas,-) déduite de (29) et des notations 5, il vient

+zgs'\/

ce qui pour s < —38, équivaut a (I3)%s* — (1 + (/3)?)¥%s* — 8} = 0. Le point
Q% est donc donné par (76) (ot & est remplgcé 0];)am.r 80)0 pour P
8o /T + 83 + +/1 + 88 + 8¢

s=0a= — \/ ==
! . 8 + A1+ 8
(avec la valeur (83) de ). Or, (77) doonne

(8o (1 + SYVTF 5 + 8oy TF 5 + 5 —

8
8 — s

S+ s —
(=80 + (1 + 9

8o

8, + /1 + 3

Pl.a( 32) —

~ (R TER T |3, TR HRE |

8 + 4T+ 8
5o+ 1+ ) VI +8 + 3o 4/T + 5 + 5 >
> (14 8) = (=85 + T+ 5 + 88 (83 + /T + 53 + 2),
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. par suite
_ Bo( =% + V1 + 8 +
Pl > (32+J1 FTETE_
\/8 80J1+85+J1+83+8:) |
i 0 e —— =
3 + /1 + 88

84(— 80_1_\/1_?;_—3:?_87)[8 (1 4 85 + 283) + (1 +283)\/T-|':¥3+
+ 8o(—1 + 28 4/T + 83 + 289 VT + 53 ¢

(8°+J1+83)‘((53+‘\/1+8§+ 83+\/8° %41 + SHW
8 + T+ 5

expression évidemment positive pour 8o > 1. En ce cas (76) et le tableay

58 placent le point Q° sur l'arc OP> de la branche (£)-). Le point Q2

oli la branche (k) (située au—dessus du diametre A_A,) de (k) co

Parc de cercle (k) de la fig. 8 est situé sur I'arc O P, de cette brancglpe
P% est le point obtenu en remplagant dans les coordouneees du oinet'
P de la fig. 11, 8 par §,. En effet, en portant dans I'équation de (11(),\; 4)

2 b2 0 B a—

B =38 +T+ 8 A= —1 + T+ @)

déduite de (29) et des motations 5, les expressions (80) de o et b (o &

est remplacé par §,), il vient = I3s —1 + 85
1+ 8s (1 85)(1 + 5%
—equlvaut a 8(1g)st — (1 + (1))s?

— 1 =0. Le point Q%
donne par (80) avec

==21
¥ oy 80V(‘—

(avec la valeur (84) de ). Or, (81)

est donc !

8o + VT + 8)(JT+ 82 + /1 + 28)

donne

Py (o) =L T oW
20(03) = o, ("0 + VT F28) VYT F ot + 4T + 25 X

X T—
VTR T3~ (a4 T35 V5, T VT >0

ce qui pour

TS

(1), 165

SUR LA FONCTIONNELLE 77y ()

a5
1
80) et le tableau 60 placent le point Q4% 45411;‘ ;eau'ftl lde_E nc(?l:e ez
auquel €8 0(+ La démonstration de la proposition ( LI gene
pranche (G d)ans la démonstration de la proposition (41,) 6 P 0

remplagaIzAl ,) par le domaine (A3,)-

Regu le, 20. TIT. 1977



