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1. Dans cc travail nous donnons une délimitation inférieure aux raci-
nes positives des solutions de 1'équation différentielle

(1) '+ Pax)y + pa(x)y =0

qui s’annulent pour x = 0. Nous supposons que les coefficients p (x)(s =
= |, 2) sont des fonctions continues dans un intervalle donné [0, /] (sl>0)*).
Nous présentons accessoirement un intervalle d’interpolation pour I'équa-
tion (1), ainsi que quelques informations sur la longueur de cet intervalle
et un procédé qui donne des equations (1) interpolatoires dans un inter-
valle donné.

Nous nous servons pour la commodité des notations suivantes:

1°. E — une déquation (1) déterminée par ses coefficients py(x)(s =1, 2).
2°. H = H(l) — I’ensemble des équations (1) qui ont la propriété que leurs
solutions qui s’annulent pour x = 0 possedent dans l'intervalle [0, {] au
moins une racine positive. . .
3°. hy — la plus petite racine positive des solutions de E(E € H; qui

s'annulent pour x =

4°. (2)F,, o (k) = ap max |pal) | 1?4+ &1 1:1[%}(“”’1(37) | h—1,

[0, 4]
avec a,, a, constantes et i variable > 0 (et < 1) -
5°. & — l’ensemble des paires ordonnées de deux nombres positils (a,,
%) qui ont la propriété qu'en (2)
(3) Fﬂh “:(hf) g 0

pour chaque équation E de H. ‘
Bien que le lemme qui suit presemte . =2
¢t [4]) et sans rapport immédiat avec Tobjet
Présentons avec une démonstration immédiate.
S T
*) Nous supposons p,(x) e

nte un résultat bien connu ([1]
e ce travail, nous le

.t p,(x) non jdentiquement nulles dans [0, I].
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96 vend parmi ses éléments la pgaq,
1 L' ensemble a comprend P Paire ) = 1,
J,emmeé ;

1
a =7

bien connu de DE LA VALLEE. pq

_ Le théoreme et a lintervalle [0, %z] nous git USsy
3

1’équation (1) qQue g

2 .
Démonsiration 1
B=—17+ mih A Ma g et 7, = max |p(x)|(s = 12

liqué 2
([ID appi %< (0, hyg]

< 0’ Oﬂ P( % 1 »
P(hg) 0. hy] est un intervalle dlnterpola‘ﬁon pour lequatmu
alors Pintervalle ch'te Esolution non identiquement nulle de 1efluation
E. En ce Cai‘intEr\ral]e [0, hz] a0 plus une r]acnie d(?nlioi‘l ‘t VALLEEPOUSSIN
osséde dain sontredit Ja définition du nciml?cree égzuz s démon 32 q}_}e i(hE) o
17), cequ ,} > (O pour tou e 20,
cE’e]s)t—é-dire en (2) F:,%(hE) z0p 0

est ainsi démontré. .
9 Te théoreme ¢l

au §. L.
THEOREM

hE B (D(j)): ou

_dessous donne la délimitation inférieure Spécifige

g 1.1. Pour chague bquation E de H a lieu la relgpy,

p =M, M, = max |p(x)l(s = 1, 2) et
M7 xepn
5 iogzi.b(l—2[)+\/l — 4p) . ,
= si 0 < p < —
(4) M, 1 — Ap 4
O(p) =< (1
arc cos ——1)
2 . 1 *
= — 5l 2
\ M, Jip — 1 P> 4

(dans les expressions ci-dessus, la notation log désigne le logarithme népérien
et la notation arc cos Uarc d'origine O et d'extrématé < ).

2. La fonction ®(p) est une fonction continue de la variabile indépenden-

te p dans Vintervalle (0, o) et lorque p croit de 0 a oo, D(p) décroil de
maniére monotone de oo a 0.

Démonsiration. Silon écrit, comme dans la démonstration du lemmel

(5) my = max |p ()| (s =1, 2),

x<[0, )cE]

alors la relation (3) s'éerit

Ay | by +- 2

TG+ \/“m]( E ay my + +Jal mi + 4ay M
-

w
=

4
-“W’)=Esip=%.
1

h

. | :
UR L'EQUATION Y tpux)y Fps(x)y=p

quivaut a i\
" 2 ) -

(6),,__,&]1'5 Z a, my +,,w/a_fm.

or (4) et (?) donnent m =M (s =

_ 1, 2) (& cause que hg £ 1),

de sorte que

9

ce qui 2

. P
T, 2 .
aymy + ..\/a1 mi + 4da, m,

2
=G1M1+‘\/’;§_H§+4‘72M2 0
ﬂl
auquel cas (6) donne Fig 1.,
hg z H(a,, a,), ot H(g,, 6,) = £ _
(7) M, o, + {12 o} + 4 My

(51, o, variables indépendentes & valeurs positives),
ce qui fait que

8 si 0 <oy <ol ct0<o3<al, alors Hiof, o5) > H(sl, o).

Nous allons nous servir du résultat suivant ([2]), p. 91, th. 2): Le
point P de coordonnces (a,, a,) par rapport & un systéme d’axes rectan-
gulaires Oa,a, couvre, lorsque la paire (a,, a,) parcourt 'ensemble & défini
aux notations du §. 1 (point 5°), un domaine infini (D), marqué en poin-
tillé dans la fig. 1 et situé au-dessus de la (et sur la) frontiére (C) définie

Y . 1 v‘ s 3 1
de la maniére suivante. Pour 0 < a; < T (C) est constituée par l'arc de

courbe (C,) d’équations paramétriques

1—s 200—s) +(1+s)logs
a1=€l1($)=—-——210gs ]__SB.*.(I-*—SE)}OES

(1—3)2 ]—55+2$10g5
- 4slog?s il —s*+ (1 +s)logs

ol le paramétre s parcourt Pintervalle (0,-1) et logs désigne le loga-

i ‘ 1 i int A de coor-
Othme népérien de s. Pour 4, = s’ le point (C) est le pon

7 ~ Mathematica, Tome 19 (42), No. 1
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2 1stituée par l'arc
donndes [_‘_, 2 _Pour—;- << (C) est cor P de cour,
s 8 g

(C;) d’équations paramétriques

: (1 — cos s)(s — sj
9(1 —coss) = $SiBS g — g,(s) = — 2 " Sing)
— ________——-———'__- ’ 2{gi
(10) (C-_;)a.l = al(s) = 2s(ein 5 — s c0S 9 2 2 2s%(sin s — s cos s)

3 2
(0, =). Enfin, pour a, 2 =, (€)

C,) d'origine B et paralléle a I'axe

est constituée par la demi-droite ( Lo ;
(_- s —]. La frontiére (C) appartie.

. -
ol le parametre s parcourt Pintervalle

Oa,, le point B ayant les coordonnées 5

nt, comme spécifié ci-dessus, au domaine (D). ) -
De ce résultat et de (8) il résulte sur la fig. 1 ot le point P’ est syp
(C), que en (7) H(aj, a,) 2 Hlay, a,), ce qui signifie que en (7)

(10,) ] — max H(a, @) = max Ha,, a,)
o Playa,) = (D) Play,a,) € (C)

oit il est entendu par la notation P(a;, @) € (D) (ou (C)) que le point
P de coordonnées (a;, a,), appartient & (D) (ou a (C)).
Nous écrivons le long de (C)

max H(a;, @)

{ay,a5) & aa*

ay = ay(s), ay = ay(s)

de sorte que

(s) = H(a,(s), ass =2 -
b (ax(s), ax(s)) My ays) + al (s) + 4p aqls)

(11) a,(s) a3(s) -+ 2p ajls)

e
Pl = s S T + e
M, [ay(s) + +fal(s) + 4p ay(s}]?

f(s) = fu(s) le long de L'arc (C,)(« = T,3).

1 — 52

Or, le long de 'arc (C))aj(s) > 0 et aj(s) =
—93), de sorte que (11) donne

fi(s)

2s log s as) ([2], pages 92—
2p ai(s)

| [0ls) + VAIO) T p @)
) Pl — 592 4 2 a,(s) {1 — s¥slogs —4 a,(s) st log? s

My Vafls) + 1p ay(s)

’
1 — 52

stogt s [VETT T 172 - 09— 5
par suite, sgfi(s) = 5g0,(s), avec
C,est_é‘di:(si;cpl(els—'s”)z -i— 2a1(s)(1 — s log s — 4a,(s)s? log? s,

s Expressions (9) g,(s) = (1 — s2)20,(s), avec
(12) Oufs) =p —

——
’

(1 4 52

slog s

y - -

SUR L'EQUATION Y tpix)y +pz(x)y=0 99
. E)' s 1+s b .
ce qui donne ®j(s) Ty A T'aide des valeurs sliror:_ ay(s) =0,
Tableau 1 Tableau 2
s l 0 5 ! s 0 1
fi(s) + U = Si(s) +
A8) 10 7 fils) N A | Als) |0 7 R()
Hm ay(s) = o8, = ay(l) = a,(1) = L !
s—04 8 i
I
il en résulte les tableaux 1 ou 2, selon que p <—1— oup 2 i3 . Le long i
. 4 T4
de Vare (Cy), ai(s) > 0 et aj(s) = — = aj(s) ([2], pages 92 —93), de sorte
S
que (11) donne. ' |
) |
f4(9 = |

T Male) £ 45 a) axls) + Va6 4P GET

P sin? s — sa,(s) sin s — sa,(s)

S e — sin s
s [x/a!(S) + 4p ayls) — aals) + 20 ——
Par conséquent sg fi(s) = sg @q(s), avec

0(s) = p sin? s — sa,(s) sin s — s%ay(s),
c’est-a-dire avec les expressions (10) * -
Pa(s) = sin® s D,(s), avec

1

Dy(s) = p — ——————
+(s) p 2(1 4 cos s)

(13)

sin §

N 2(1 + coss)?
1

ce qui donne dy(s) =

1 2
’é‘ ’ ”1(“') = ';2» H2(7‘:) 2’

. A Yaide des valeurs a,(0) = a,(0) =

il en résulte les tableaux 3 ou 4, selon que

P> % ou que p £ —;—et auxquels f1(1) = /2(0).
Tableau 3 | Tableau 4
s 0 S, T & 0 n |
fa(s) ~+ 0 = 2(s) -
7a8) | £0) A false) ™ falm) ) A0 N falw)
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S : admet, par exemple, la reprgg
la demi-droite ((‘ls), qul 2dme I L Presen-

Enfin, le long de sz =)

tation paramétrique d; = By =S =
(11) donne fy(s) = e _ L . cequ donnz le tableau 3, auquel
onne f3(s) = —
/ M, g 5 \/_f: bt

7 {2) = fa(=), Or, lorsque le parametre $ croit de 0 2 1, respectivement de
3 ; = Ja\®h » ) d 'CS ar (9) . .
3 7 i coordonnées (a,(s), al(s))J onnées P , Tespecti-
(]_ a :‘t l{ei 5))011;§C511(3§11arc (G4} respectivement] arc (C_:.) dans le sens donng
vemen P par la fleche de la fig. 1 ([2], pag. 93).%)
En ce cas, les tableaux 1—5 donnent les
tableaux 6—8, qui décrivent le comporte-
2 ment de la fonction f(s) de (11} alors que

3 e e le point P de coordonndes (a;, @) par-
court la frontiere (C) dans le sens donng

2] N 0 ' sur la fig. 1 par la fleche et ot fi(1) =

fa(s) fa (:_ﬂ =/f,(0) =H (% i éJ ([2], p. 93).%)

Tableau 5

T'ableau 6 (75 < %)

’2
s |0 8 1|s |0 TS o o
A(S)| 0 A filss) N A | fols) ﬁm=4unxﬁw>ﬁm)ﬁf£]41ﬂ\0
1 /
Tableau 7 (j) = :)
s 0 . 1]s 0 w|s 3"2 =
fils) | 0 w A6 | 3 N 1) | ls) | (5] =/atm) 50
T L]
abelau 8 (f) > )
S 0 1]s 0 S, 7wl s E oo
/1(5) 0 fl(l) fz(s) f2(0)=f1(1)/f2(32)\f2(7t) fa(S) f3 (-32) =f2(“') N0

*) Sens de A vers B,

E=

SUR L'EQUATION Yy .
P1(x)Y" +p2(x)y=0
101

1 #
Pour p < o le nombre s, du tableau 6 est la racine (
tervalle (0, 1)) de la fonction ®,(s) de (12), c’est-a-dire
1
= (1—2p —T—4p),
En remplagant s par cette valeur en (9), il vient donc
T —4p

1 T
?082—}')(1 —2p — T —4p)

fll:a?:-—l
2

N 1
241 —4p+log—2—P(l ~ 2p — JT—4p)

e 1 i
JT=dp+ (1 — Zp)logég(l —2p— JT —4p)

1 —4p

(12 = ag = — 1
4 2 — 4

1 e~
VI~ + Spleg o Ul = 28— ofT= )

R 1 S
T = A 4 (1 —2p) log2~—P~ (1 —2p — VT —4p)
ce qui donne

(”lq:’)2 -+ 4f) (fl-? = (1 — 4p)®

4 [x/l —4p 4 (I — 2p) log # (1—2p— m]’
Si Yon derit 0,(p) = Vl‘ ‘2;” +: Iog;;(l —2p — /T — 4p), il vient 8](p) =
:._‘_[I.;"f_\_, 0 5 o L (),<9_1_=
bl — 2p” 0, done pour 0 < p = e P £ 6 (4) 0, de sorte gue

Vm=— (1—4P)«/ll—4p .
2[\/1 — 4p 4 (1 — 2p) log ;P(l — 2 — JWI

En portant I'expression obtenue et celle de al de (14) en (11), il vient

| 1 T
log (0 =2 + T —4p)

‘15) _ fi(s1) = @4(p) =1T’;| ' JT— dp

Pour p > 3 . le nombre "s, .du tableau 8 est. la racine (comprise dans
(948 4 ‘ L

comprise dans l'in-

1
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3) c'est-a-dire s =ar-ccos(_. — 1) .
Jintervalle (0, =)) de la fonction @,(s) de (13), c'est-a dld . o
| " jent -donc
En remplagant s par cette valeur en (10) il vien
( 2J4j7 — 1 — arccos [—- - 1)
o__ V-l . 1
hTET x iy (1-— 2p) arccos(—- — 1)
2 arccos (-—- = 1) \/4!, - 5
2P I i
(16) | '2p arccos (i — 1)
—Jip—1+2s 5

4p —1
@=___P__————-'

a, = @ : 7 l B )
2 4 4p[arcc05(;;"'l)1 Jip — 1 — (1 — 2p) arccos (2P 1

ce qui donne
(4p = 1P

1 ]
4'[J4p 1 — (1 — 2p) arccos (é} — 1)\

(@) + 4p af =

. =1 1 4 vient 8(p) — Y21
Si Pon écrit 8,(p) =.l{_i_z? — arccos (2—1-) — 1), il vient 05(p) PTNETY

=0, donc pour L] SPp< = ‘Bz(ﬁ)g'ﬂz(i—'} =0, de sorte que (ce qui
S 1 - 2

1 g2

— est évident).
pour p;zes évident)

J(a@P+4p a@ = (p— 1) Nap— 1

1 i
2| Nip — 1+ (2p = 1) arccos(z-; — l)]

En portant l'expression obtenue et celle de a2 de (16) en (11) il vient

(-]
arccos |[— — 1
2

2 1
17 S,) = @ e o [ e sl
(17) Sa(s2) 2($) 7 T
D’ailleurs (15) -do Migrp) — Al
(15) -donne 2 1(2) TR avec

(18) e 4—‘:4_1’ +2l0g 2 (1 =2 + [T= %),

Jl 1 1
de sorte que 4;(p) = pe >0 etpour0<p§:,41(p)§‘41 (_).-:

donc ®($) < 0. Quand $ croit de 0 é. —, O,(p), décroit donc de oo 2 =

M,

pecd]

SUR L'EQUATION Y tP1x) Y +pe(x)y=0

103
Enfin (17) donne

(19) M1 AP
9 2(P) 4p — 1) '__4P =y avec

Az(?) _aH~T 2 arc cos (l — 1],
‘ ? 2p

l —

de sorte que A;(p) = — ﬁ-‘f’;—— < 0 et pour p 2

écroit donc de £ 3 0.
1

oo~

donc ®y(p) < 0. Quand p croit de : a o0, O,(p)

Par conséquent
Lorsque # croit de 0 a4 oo, la fonction
®,(p) pour 0<p < %

(20) D(p) =45

0i(p)  pour p>

est une fonction continue, qui décroit de maniére monotone de oo 2 0.

La relation (7) donne

(21) hg 2 max H(a,, a,).
(¢|,G.)Ea

Or, le maximum de H(a,, a,) étant atteint sur la frontiére (C) (cf.

(10,)), (11) donne

max Ha,, a;) = max[ max fi(s), max f,(s), max fys),
(s, 02) <@ se(0, 1) =(, el
“.

auquel cas les tableaux 6—8 donnent
filss) pour 0 < p <+
max H(a, @) =] % u s 2
(ana)edq ( ' . ; Ml Po T p 1
fals2) pour p > re

Si I'on tient compte des expressions (15) et (17), (21) donne
ke 2 O(p)

avec P(p) définie - en (20) (ou en (4)), c’est-a-dire le point 1, et (20) le

point 2 du théoréme.

, Ax(p) S Az(ﬂ =0,




DUMITRU RIPEANU

104
atervalle d’interpolation pour

mbre positif arbitraire N, o peul

on donme un HO . i |
e dans umn sndervalle d origine O et

(1), interpolator

N, de la manitére suwanie!

3. Le théoréme ci-dessous donne un 1
THEOREME = o Péguation :
de I'équation E pour laquelle
=0, alors,
[0, ®(p)) est (p)) de méme que d ossede la seule racine
de I’éguation
inéal indé te
donc linéairement indépende? i arceque au cas contraire,
selon le theoreme redit la
t nulle) de l'équation
E possede dans l'intervalle [0, ®(p)) comme dans
1, I'équation E est interpola-
toire dans lintervalle [0, ®(p)), comme dans 1n
(1), interpolatoires dans un intervalle
construire une cquation
(N, l), My > 0ect M, >0, pour

6 i , comme S écifié au  §- *- . .y
’équation (1) 4 L’intar:'wllﬂ [0, O(p)), avee ?(P) dfg;m'f[ en (4) est un
5 ; ‘ensemoie L.
intervalle d’interpolatron po lutifndg
; : i : ne so C i
Démonsiration. > yol®) ;jt ;lait que selon le théoreme 1 lintervalle
J’O(O) =:_\’0(IZ'E) (?(_)lu’pris dans l'illtervalfe [O, ]I'E)’ 11 Iesulte que danS l,in-
tervalle [0, @ ans [0, hE.) y“g) p laquell o)
# = 0, Bi P (x) est une solution C pour laguelie ¥1(0) = D,
e iy S1e de la solution Yol%) alors y,(¥) posséde
4 r h.) au lus une racine, P 1 .
dans lintervalle [anLE%TURE\)'L Vo(%) aurait au moins une racine dans
Pintervalle (ouvert) (0, hg), ce qui co_d ;! définition du nombre /.
g olution (non 1den iquement
Par conséquent, toute S ( e ells [0, 3. =m
plus une racine. Selon un résu VALLEE-POUSSIN ([1]), utilisé
"ai i 4 la démonstration du lemme
d’ailleurs ausst 4 tervalle [0, %), ¢c qui
démontre le théoreme. — ) o
I.e théoréme suivant donne un procédé pour construire des dquations
de longueur supérieure a un nombre
donné d’avance.
THEOREME 3. STV
de longueur plus grande que
1. On choisit quatre nombres L, n =1

Lesquels

(22) I> N, p="1tsy N<O) <!
1

avec O(p) définie en (4), ot on remplace p par 0.
o On choisit un nombre L pour lequel

N <L <o)
3. On choisit les coefficients py(x)(s = 1, 2) de (1) tels que max | ps(2) |
: . xre[0,1]

= M/(s =1, 2)(cf. (4)).

Dans ces conditions, l'équal
[0, L]. ‘
Démonstration. Si I'équation E construite de la sorte appartient a
lensemble H(l), alors (22), (23) et le théoréme 1 donnent N<L<omn:s
< _q>(;>) < hg S I: Conformément au théoréme 2, I"équation E est interpola-
toire dans lintervalle [0, ®(p)), donc dans son sous-intervalle [0, L] com-
pris, comme Vintervalle [0, ®(p)), dans lintervalle [0, 1]. Si I’équation
E n'appartient pas 4 la classe H(l), alors si y, est une de ses solutions
pour laguelle yo(0) =0, il résulte que yo(x) posséde dans I'intervalle [0, 41

(23)

ion (1) est interpolatoire dans I'intervalle

SUR L'EQUATION y"'+pi(x)y* +ps(x)y=0 105

1a seule racine x =0 et si
= si y,(x) est une d i

0 5y V1 ne de ses solutions
{)g(sos)é; d:emdsoll’li(r:x tg;l‘ffaﬁlll'e&g(l)en}] mdé;l)endente de y,(x), il résuﬁzuilulsq;f(%

> . , L] au ine .
conformément au théoréme de STIIJJIIJ;;R}miraClm’ BT A G e B
(ouvert) (0, J) au moi 2 Vs, 3 o(%) posséderait dans l'intervalle
n’appartien,t o B 1 11&‘.1 une racine, contre I’hypothése que I'équation E
e et malis adg als,zg 1:’;’ t(fg) P};u' conséquent, aucune solution (non

| ] ) n ne posséde «dans l'intervalle

p]ust tlllet_rle_lc%ne, ce qui conformément 4 un résultat de DE LA VAII[:,(;,‘]?,]?
(1;21[;E :rmo 1u tl' 1s¢ auparavant signifie que l'intervalle [0, I] est un iutervallé
! (()3)punas1oot:1 _pgllr luequatESnlE. I’intervalle [0, L] étant, selon (22)
t (23) s intervalle de [0, /] il est un intervalle d'inter Slati o
lequ?txon E, ce qui démontre le théoréme. A

Remarque 1. L'intervalle [0, &) est i j i

’ sagae valle [0, 7 un intervalle maximal d’interpo-

1;’1.11?11 (3 l'origine dans l'origine des axes) de I’équation E, parceque dsus
limtcr\-'alle ) [0, %ig], toute solution de l'équation E qui s’annule pour
x == 0 posséde les racines x = 0 et x = hy D’autre part, lintervalle
[0, hg), est un \Intervalle dllnterpolation pour l'équation E (cf. démonstra-
tion du théoreme 2). L’intervalle [0, %z] n'ayant pas cette propriété
I'aifirmation de la remarque est prouvée. ’

[\ic'm‘(u‘z]m: 2. Toute solution de I'équation (1) construite par le procédé
du théoreme 3 posséde au plus une racine dans l'intervalle [0, N].

4. Dans la littérature de spécialité sont indiquées différentes paires

(¢,, ay), appartenant a I'ensemble &. Ainsi, sans parler de la paire(l, —1-),
2

donnde par DE LA VALLEE-POUSSIN (cf. lemme 1), HARTMAN et WINTNER

ont donné la paire ‘—;-, %) ([3)) et orran la paire {E‘: —I—) ([4]). Pour
ﬁﬂ TI=

de telles paires (@, a.) de a, (7) donne

2
(24 © hg 2 ——
= E= My ey + Vai + 4ayp)

marque 1, donne le
tervalle [0, F(p)), avee

ce qui avec la re
THEOREME 4. L'in

; 2
25 E(p) = -
i (P) = 30, + Vet + daad)
el (ay, @) € a est un inlervalle d'interpolation pour I'équation E de H.
Dans cet ordre d’idées, nous présentons en conclusion de ce travail
s intervalles d’interpola-

le théoréme suivant, qui compare les longueurs de '
p)) donnés pour ’équation E de H respectivement

tion [0, @ et [0, F(
on | (7)) { t 4. Ce théoreme évalue la différence

par les théoremes 2e
26) G(p) = D(p) — F(P)
THEOREME 5. St la de @ remplit la condilion

(27)

paire (a1, as)
a, Z 2a,

_______-—-/
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N ui est une fonction contw?ueadans Vintey. '
alors la fonciion G(p) de (26), 4 1o théoréme 1 ¢t (25)), décroit de maniéy,
vaile (0, o) de la variable P (Sgloﬂ,tg 10 & 00 ]
monotone de © & 0, lorsque £ O 4)
Démonstraiion. Selon (26) et ( 1 ~
G;(ﬁ) _ @,(p) — F(p) pour 0<p <
2 (g _ _,1_,,_:) pour 2 —%
(28) G(p) = 11}',( a, +al + 4 ' -
G.(p) = Da(p) —F(B) PO g
avec O,(p) et @:(P) données respectivement par (15) et (17). S1 0 < p <
1 2
< L) , (18) et (25) donnent
4
M T —45GHp) =
(29) B, (p) =2 (1 — 9T — G
1= 4p 1—2p+ AT—4P 2 (1—4;:)\/1-@ y
- 'J'l‘},‘@ +21og 2 T 7o VAt ap WA+ A+
ol il a été écrit pour la commodité
: s :
(30) =
Par conséquent
_PHIUP)
s e Y V4 S 1 E_A1+A(6—A)p+e(1—mp=)
- 2ya, = 24a\ P pid + 4P A+ 4P
donc
32 L) =#K) =
= =_l:[_ﬁ'+ﬂ‘+ 104% + 304p® + 12(1 ——A)p’],
242, . A +4ppA + 4p
de sorte que | !,
oy _ 8 e —AER+34) 4201 — A)p |
33 e p)=—=p*- -
(33) Lifp) = o - LA

Si F'on désigne par (C,), respectivement (Cs), la branche (située dans lze

premier quadrant des axes Oa,a,) de la parabole d’équation @z = 7V

respectivement de la droite d’équation a, =% alors I'on déduit sur 12
2
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fig. 2 que les points P(a,, a,) de %
(D) qui remplissent la condition
(27), donc .situés sous (ou sur)
(Cs) sont situés sous (C,), donc
a, < 6aj. En effet, au cas con-

traire nous aurions a, £ i eta, <

1 :
< 51 Or, de tels points n’appar-

tiennent pas au domaine parce

que si (a;, a;) € (D) et a; £ Sy (-L-
TR 12

. 11 .
alors a, B B La relation .

ci-dessus @, < 64 donne en (30)
(34) A i e
6
SioA4 z 1 (33) donne Li(p) £ 0 et si A <1 alors sgLi(p) = sg(p — Po)s

dAvee

. 2
(35) po=pold) = 4 -
Oor, p—po < % — Py = %g—)?ﬁ, donc dans ce cas aussi L; (p) =0.
Par conséquent, Ly(p) £ L,(0) = 0, Ki(p) S0 eten (31)

- 1 3
(36) K\(p) 2 K, (;4—) =1 — =Mi(A).

1 1

8 N(A) = ) , te que (34) donne K (— z
ot N,(4) Jl+A(JA+J1+A)’ de sorte que (34) nne K; 4]

> 1 ——ESNI(%)=1—4‘“/7“\/—3-;1-%(4—J7) \/134 (du fait

4\/5., 2 14 a,
2 1 : ™ _ E ~
que si (ay, @) € @, alors a, 2 :’l Mais 1 — & (4 J_ﬂ v“> 0 par

2 /5 /& :
ceque linégalité s'écrit == 3, 14..< (74/6 +44/82) =319 ...

Par conséquent
(37)

auquel cas (36) donne K,(p) >0 et (31)
H,(p) < Hl(%) —0 et en (28)

cup <0p<73)° | |

K, [%) >0

Hi(p) >0, de sorte que en (29)

(38)

“_/___———';
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Si ﬁ$ L (19) et (25) donnent
4 o
(39) Hyp) =2 (4p — DI — | Gilp) =
Jip— 1 1 24p — 1) Aap — 1
=__"11"—'1 — 2 arccos ‘Q-P—l)-{_ ‘JET»JA—__—_+4P(»JZ+ME
?

— — K,(p) avec K,(p) donnde par (31).

de sorte que Ki(p) = T—'ﬁ:—_l Hy(p) i
i crivons Ly(p) = p*Ka(p), alors
(S41O)donc o e}fr(l;;)= _L(p) et Lip) = —Lip)-

Par conséquent, si 4 2 1 (33) donne Ly(p) > 0 d01_1c
1 1 _ 3+24A+16A2]=
(#1) La(ﬁ)>£2(7]=2,/glﬁ 1601 + A) N1+ 4

1 — 941124 4 964° .
= 2z, 16(1 + 4) N1+ A [3 + 244 + 1642 + 16(1 + 4) JA( + 4)]

Conformément 4 (34), Lo(p) > 0, de sorte que Ky(p) > 0, cc qui au cas
ot en (27) a, > 2a, donne le tableau 10.

Tableau 10

1 )
2 i P 00
1
Ky(p) Kg{I,<0 s 0 Ky(0) > 0
Hy(p) T
Hy(p) | 0 N Hi(p) =2 m— ] SO0,
ot Kol ] <0 (cf (37) et Kyfw) = —1+ 2‘/‘?_ =—1+2>0 si
en (27) &, = 2a,, alors Ky(p) < K,(w) =0, donc Hi(p) < 0 -y |
(41, Hip) < Ha[1] =0,
4
@ . gy b B gt
Pol(A) 201 —ap > Q.

II reste & examiner le cas 4 < 1. En ce cas (35)

donne la relatién
42), de sort - s 1.
(42), de sorte que si A croit de S a1, po(d)

croit de L 3 o0," ce qui
4 .

O
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((1;91;112 ’l(e];):azlt?)auC ellt.liLes tableaux, 10, 11 et la relation (41;) donnent en
5 8 dze s q d, avec (3,8) eAt le théoréme 1, atteste qu’alors que p

ELELES . (172. qeu e(2t8) décroit de oo 4 0 et démontre le théoréme. *
R 3 stion suivante présenterait peut-&t i
intérét : le théoréme 5 est-il valab] iction (27)7 Lo tentiin
; ke me 5 : ¢ sans la restriction (27)? La restric-
t101} respective a été fa}te pour la simplicité de la de’monstgati)ou. L‘alg:e;lc?e
de la restriction entraine de sérieuses difficultés techniques dans I'étude

Tableau 11
tr b b oo
| La(p) + 0 -
L.(p) I(l, >0 & Lty & -0 N — o0
| RKitp) & 0o —
LKA | —E, (;)\O ¥ 0 7 Kilp)) N =1+ 220
Hi(p) - 0+
| #atp) [0 \ H,y(p,) ~ ~2(= —JL_) <0

de l'allure de la fonction G(p) de (26), tout au moins avec la méthode
emp.ovée pour démontrer le théoréme 5. Nous mentionnons, pour spéci-
ficr, trois des difficultés, surgies au cas a, < 2a,.

1°. Sien (30) 4 < —_-I—‘I-i%ﬂ < é— , alors en (33) p, < :]l- (tableau 14),
de sorte qu'au cas p <§ la relation Li(p) £ 0 est remplacée par le tab-

leau 12, ot (4)) et (41) donnent L, [H > 0. Il en résulte le tableau 13, qui

LS
4
parceque la démonstration de la relation (37) atteste que si 4 = 0 et

au cas ou K, ( ) > 0 (ce qui paut avoir lieu si 4 > 0 est assez proche de 0,

a, assez grand, alors K,(% > 0), exige I'édtudes du signe du nombre

K,(p,), ot p, est la racine positive de la fonction L,(p), c'est-a-dire du

* Si I'"équation E € H(l) alors les théorémes 1 et 5 donment [0, F(p)) < [0. ®(p)) &
C[0.'hg) C [0, 1]. Si E & H(), alors E est interp. dans [0, /] (dém. du th. 3).
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110 | Tableau 13
Tableau 12
- 1 P 0 P 1
p 0 o P 4 :
L | — ol (1] K@) | — 0 +
L,(p0) 7 an
M_’_/j,, Kilp) [LSEalpa) 7~ K[ 4]

s _ 44(19 + 454) p* — SA7 4 124) p —
=36(1 — A)?P )< OE le tableau 13 donne le tableaupls,

po]ynome P(ﬁ)
ot p; est la plus petite

C948(2 + 34). Au cas ot Ky(p:
quiQem:(geT’étuc)ie du signe du nombre Hy(p).

Tableau 15
Tableau 14 5 0 5 2 by %
A g L 4 [l ( ==
a K@) |1 N 0 NK(p)” O /1\1(7)
1
po(d) |0 7 o 7 RN hr(p) + 0 - 0 -
| Hy(p) |[—o0 7 Ha(p) X H,(pg) 70

racine positive de la fonction K,(p) de (31). Si Hy(p,) > 0, alors le théc-
réme 5 n'a pas leu. La situation ci-dessus se présente, comme spécifid,
dans I'hypothése

4 <=M Kipy <0, Ki[{) >0 et Hilp) > 0.

Ceci exige d’examiner si cette hypothése est ou non possible 2°. Toujours

, i — 1445410 .
dans ’hypothése A <—;ﬂ, mais en supposant au tableau 13 K, H <0,

ce tableau donne le tableau 16, qui infirme le théoréme 5. Ceei exige
d’éxaminer si I'hypothése

— 1445410 1
est ou non possible pour (a,, a,) € @
3°. Dans I'hypothe ! )
ypothese 4 > = et K,(p,)

. , ») > 0, la section du tableau 11

con '

4 ;Eim;?jg gflz,(ept)édﬂz((iﬁ) et Hy(p) avec p > p, se remplace par le tableat
¢ du signe du nombre H,y(p,), o p, est la racine de 12

W
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Tableau 16
Ib 0 . Pd ]51 ]52 i
4
Ky(p) LN 0N Kip) 7~ K () <0
Hi(p) o 0 _
H,(p) — o A0 4 Hy(p) N 0
Tableau 17
___,‘ﬁ 752 1)1 o0
K.(p) Ko(pa) N 0 N -1+ -;—l'— < )
Hi(p) + 0 —
H,(p) Hy(p) A Hy(p1) N\ —2 (‘ﬂ? —:/'Iz) £0.

fonction K, (p). Si Hy(p,) > 0, alors le théoréme 5 n'a pas lieu. Cesi
exige d’examiner si I'hypothése A4 > =Y Ko(ps) >0 et Hy(p,) > 0 est
ou non possible. °

Remarque 4. Ia remarque 3 ne présente qu’un intérét concernant
Pallure de la fonction G(p) de (26), parceque toutes les paires de la lit-

té_r_ature de spécialité citées dans la remarque 2 remplissent la condition
(27), de sorte que pour elles le théoréme 5 est valable.
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