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UN SCHEMA UNITAIRE POUR LE TRAITEMENT
DE DIVERS OPERATEURS REMARQUABLES DE I’ANALYSE

par
PAUL, NEY
A Cluj

1. Introduetion

Le présent article comprend les résultats de 'auteur concernant ses
recherches! portant sur la formalisation et la généralisation de quelques
aspects de la théorie de Iintégrale.

1. Fonctionnelles classiques. Soit S un ensemble quelconque X et Y
deux groupes topologiques (éventuellement deux éspaces vectoriels topolo-
giques), £ C X5 et I une application de € dans Y. Un grand nombre de
fonctionnelles classiques — en particulier, d'intégrales — peuvent étre
exprimées a l'aide des éléments suivants:

— des fonctions f; e & (i=12 ..., m),

— des sous-familles =, C &(s) (j=1,2, ..., n), on considére

— umne relation m-aire, &, dans £

— une relation n-aire, II, dans &(S);

on introduit une fonction ® qui applique le produit cartésien § x II
dans Y, et on définit un passage a la limite, dans I1. Ce passage a la limite
— que I'on désignera par lim peut étre congu de différentes maniéres (soit

I

en définissant des suites convergentes, soit en organisant Il comme un
ensemble dirigé, etc.). On écrira ensuite

(1) I{fy .o ) = 1m O(fy oovvs for Tap oenes ).
n .
—— ;
! Ces recherches sont comprises — en essence — dans le travail de diplome de l'auteur,

et partiellement elles ont été communiquées & des sessions scientifiques, notamment & Cluj
(1968, 1969) Timisoara (1969) Bucuresti (1971).
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s des intégrales, on prend, d’habitude, pour I . 2

S, et le passage, a la limite est concu a I’aj de,d'n s

1. Cette formulation, d’un caractire X R

¢ des aspects, de la théorie de l’in‘cégrsaslez arge
3 o e

Ainsi, dans le dca
de partitions d€ P
nage indéfin de la partitio
nous permettra le traitemen
facon bien générale, et axiomatique. '

nples de fonctionnelles clggg; u

Tout d’abord, on donne des’cxei o
ormemént & (1),enchoisissant convenabley,,’, 94
ent

cuvent éire exprimées 'con;f ‘ hoisiss:
ensembles & et II ainsi que le passage & la limite lim. Dans ce 1 Teg
II but on in.

troduira quelques notations. Soit [#, v] CR et considérons Fisizge b
mbla

S={SIS=(xi)’l’» ¥ = [, v], %1 < % =2 ...,m);2 <€ nes N

°puis on désigne par
|s|, le maximum de I'ensemble {(x; — Zio1) Fi=n

s, le nombre des points de s
[s], I'intervalle fermé [, %]
A(s), la longueur %, — %, de [s].

Considérons un ensemble dénombrable de suites (s,)® (= S avec s
= n pour chaque % € N, donc s, = (#{¥)_, pour % < N. Nous pos on
encore s = (%) et nous désignerons par s, s le fait que pour Ch‘f:ons
i=1,....,n on a liew 2% - #,(k » ). On va considérer aussi ?1:2

suites (5,)% tel les qu'on ait A(s;) = 0, on bien |s;] - 0, si § -

Exemple A. La somme-intégrale ,,Ri EPTINT
détails, voir [4].) On prendra & =é{7(f, g)lnf,zzm;nﬁ-[\[sufﬁitjgi‘. (Pour des

H = —_ m
{50, 82, 85) = ((=)1, (v:)2, (2)9) | sy, 84, 58, 5, =m=2

=[] s=8%+ 1Ly, <z <pali=1 ..., n— 1))

On définit :
it sur & X II la fonctionnelle S, de la facon suivante:

S(fus fas S11 Sa, §p) = ’_;_lfI(Z,-) [fz(y.-+1) — f(¥)]1,

S ét e-inté
ant g somme-intégrale ,,Riemann—Stieltjes”

Moyennant ce
tés classiques de l'illi%gia?: )Er'ésentaﬁ"lb on peut obtenir maintes proprie-
Sommes-intégrales. Ains;: lemann-Stieltjes, en partant directement des
fu est (RS) —

T niégrabl
S'il oxiste un nomp gradie par rapport & f, sur Vintervalle compact [$1]

re véel T : P
» (qui sera desxgne par la suite par (fl(t) afy(t),
(s.]
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de lelle fagon que pour chaque suite de I Sorme

: sy, S gk
|s®] = 0 on ait (51, s, sf N2, CO et avec

S(f1, fa, 51, sV, sy o 1.

A chaque intervalle com

. 14 paeL (5

mite on utilisant i 1 C [, 2] on associ

1i les suites du type (s,, st s{*()))ae u:vgfsTawg)f: ala
L k=1 S, i 0-

Ces passages & la limite pouvent &
. . o - étre idéré
du passage & la limite général, détermi;fgri)s;félr:: (s:,ﬁl'?e des cas particuliers
ites

(s, sk n, slr, n)
’ ke
) Ie:( IT

olt sP) =51 (I~ o) et sk 20 (ko o0 } fix¢)

En cffet, donnons a I'un
.2 e valeur fixe que

dzgsigf: zreltI:l]:tS (::éPEIldante de £ et |, prengrallca? ?3;1;1 : lus si

P On peat (I:]:):idge kd— utilisée ci-dessus pour arfixlr)e;ls‘m]m p]l.e — de-
Ter dans & des converge a la limite I,

, : nce

fl},fﬁ?;: 2 lae c}onI\:ergence ponctuelle, Ia con\%erger?c: SEEIiIfeS' e par

: ypes). Pour le cas de la convergence unif niforme (on bien

a 1Iorme nous énoncerons

o, la suite précé-

p . .

ropriété 1. Soit (f, g) e5§, (f, Eminen C & et (s0, sthd

shh) tel que s{' = sy, |sPA - 0 (I fixé). Si ey v
1° existe I = S 1) dg(t)

[s1]
g’: .fn :’:f; Em =3 g
g est monotone sur [u, v] et contin ;
4° f est bornée sur [u, v]] ue au points de s,

alors
lim S o olk, 1
n,m k= (fm Emr S1s S; il Sgk' “) = I,
St sth = s i
tion 3° 1 pour chaque l, alors la propriété est valable aussi sans la condi-

(Pour la démonstration voir [4]).

Exemple B. La diffé ! dtai
Voirg[S],) s = ;arszerencc divisée de l'ordre n. (Pour des détails,
Pour c? {(/, &) f, g € R%"), g ayant une inverse}

aque ¢ € [u, v] on congoit un ensemble du type II, notamment

Mi={s=(x)lss8et [s]st;t#% =0 ...., 0}

On définit sur ’ensemble
U (FxII)

te (g, v]
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la fonctionnelle D, par induction

D(f, & (#)7) — D(f, & (x;)p-1)

D(f, (%)) = slea) — 8lx)
oll
o) =T =SB gy e [, ).
D(f, & (5 3) = e ( [, v])

Si pour chague suite (s¥)?, pour laquelle on & A(s¥)y = 0 (k o) (oo

lim D(f, g, s¥),

k=@

alors cette limite sera uommée; la n-téme 'dém'-uée directe généralisé, de Ig
fonction f par rapport & la fonction g, au pornt t, et elle pourra étre désignée
par 9(fJg)(t). On met en évidence la

Propriété 2. Si (f, g_,)‘e,\\cff et f,:f g,::g ot (f' &) €§
s
et st pour la suite (sW)P on a As®) -0 (B - o), alors

lim D(f,, g;, s®) = 9™(flg)(t)

1, 5, ka0

si le membre droit de la dernidre égalité existe.
(Pour la démonstration voir [57])

2. Le schéma-opérateur. On introduit des espaces désignés par
(2) (S, &7, I)

ot § est un ensemble quelconque, ¥V un groupe topologique, X égalment
:.‘lélllti%m‘ilpe gtiopologlque, a I'aide duquel on obtieI;t e PC f’,qet T uneg appli-
tionsnone euzlants b 4 Soumet'tant I'éspace (S, ¢, Y, 1) A certaines condi-
d'eSp’a = lt)iu : re er0121ver des résultats de Ia théorie de I'intégrale. Un ex.emple
troduit par PZﬁau( ) 'GISt ~ par exemple — Uespace Daniell généralisé, in-
ensemble quelcon :fle[G’ 7], de la facon suivante : on prend pour S ul
et complet, et anim’poser}el:' Y un groupe topologique abélien séparable

conditions
Les2=(frg), (f—g <¢
g =1() - 1(g)
Ll 0=1(f) 50

(3)
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Toute fois le cadre des espaces du type (2) n’est pas .

traitment de certains problémes de la théorie classigue I:ir: pllefn&ogl;lie
comme par exgmple, . approximation de la valeur 7 (f) pour f « €, ou bien
pelques problemes de passage 4 Ia limite concernant les sommes intégrales
Nous montrerons comment concevoir un cadre plus large, approprié i
traitment de tels problémes, et dont on peut obtenjy aussi les espaces du
type (2). Adnsi, étant donné un espace du type (2), (S, &, V. 1) jeninrs
de certaines propriétés, on cherche un espace d'un nouvean type

(4) (S, & 1, Y, 0)

oit: ECF C X_’: I = {o} étal_lt un ensemble de paramétres doné d'un
passage a la limite désigné par 11I§n, et @ une application de §X II dans Y.

On demande, que par le passage 2 Ia limite portant sur @, I’espace désigné par

(S, dom lim @, Y, lim D)
I n

soit identique & T'espace (S, £, Y, I), du type (2) — (on mentionue que
dom lim @ signifie '’ensamble des fonctions tellesque f< &, pour lesquelles

n
existe lim @(f, «)).
I

D’ailleurs, le systéme (S, &, I, Y, @) doit étre regardé comme un sché-
ma-opératenr, qui permet la construction de divers opérateurs, en particu-
larisant ses €léments. Dans ce qui suit, on présente un certain schéma — opé-
rateur, en étudiant celles de ses propriétés, qui peuvent étre transmises A
I'espace (S, dom I, Y, I).

§2. Un schéma-opérateur

1. Forme générale. Soit § un ensemble arbitraire (pas nécessairement
un ensemble de fonctions), puis (Y, +, <) un groupe totalement ordouné
et ¢ — réticulé, II un ensemble quelconque?,et % -un ensemble totalement
ordonné ayant 6 comme élément minimal. Tou_s ces ensembles seront
postulés infinis. On considére encore deux applications:

O:F xII Y, et o:I1 - % (p étant une surjection).
A Tensemble IT*,

o

(5) M*< 0 = {(a,)|e, € I (» =N), ¢(,) > 6}

&= oo
ble II. On

sur l'ensem -
! Dans notre travail, on ne fera aucune hypothése de structure e edeial

uentionnera que dans [2] C. IONESCU-TULCEA suppose que Il est un groupo
Soumis 4 des conditions de structure.
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o la convergence au sens de I'ordre), on peut att
notamment

Irp: dom Il'I‘ -»Y

(ot 5 symbolis

ac
her un
opérateur, Jm,

ot '
dom Ine = {fIf €& et ¥(w) € II% 3y €Y (uniquey)

tel que O(f, «,) _o_w}
la valeﬁr de Iye sur f € dom Iy est ”1_1’1:: D(f, o)

(6)

. rticuliers. Nous présentons des exemples_, pour g
1101:;11‘:.2 .afgﬁ'infgon, selon laquelle le schém'a — opérateur, 111tf0,duit Eﬁl 1;)‘;3;?
vant, contient des intégrales ainsi que d autres concepts de lanalyse, e
exemple des procédés de quadra'ture, des dérivées, etc. Dans ce but "oy
particularise les éléments du schéme

(7 (F, II, Y, ®)
en précisant aussi la fonction ¢ et 'ensemble % mis en évidence ay cadre
du point 1 du § 2.

Exemple 1. Une intégrale Lebesque rapportée a (S, om, ©) of
&l est un ,,c-anneau’ de parties de l'ensemble S, et p une mesure positive
définie sur . Soit & C RS I'ensemble des fonctions mesurables, ¥ = R,
Z=R_U{0}, puis désignant par o et £ des divisions habituelles sur R,
(séquences de noeuds), on pose

T={lo.8)o=(a), E=(b) et aiy< b, <a i =Z) g

et ?(G’ £) = |o] = sup (a; — 2.y), enfin O(f, o, £) sera la somme-inté-
grale

. 4 'gf(bg) p{Slﬂi_l < f(s) < a"_})-

On choisit II* =< ff . alors, dans Tespace (S, dom 7, R, I)

1(f) = lim @, o, &)

lo|—=0

Teprésente Iintégrale de Lebesgue

) { fx)u(a).

S

—
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Exemple 2. L'intégrale Riemann-St*ielz.‘jes. Soit [a,.3] CR,
5=ﬂﬁ@fﬁgeﬂmmz=n+uw,y=n
H — {(G, E)E Cc = (x.-)g, E == (i')’l‘l Xi—1 € E,‘ S[x. (‘i= 1, ey ﬂr);

Xg=a, %, € b, (nEN)}

max (¥ — %), et O(f, & o, &) signifie la somme-inté-

o(o, g) = L =,'.=1,

grale Riemann-Stieltjes
‘__21 J(E)) (g(x;) — 2w )]

On choisit II* = I alors, dans léspace ([a, 4], dom I, R, 1)

I = lim ®(f, g o, &)

la|—=co

représente l'intégrale de Riemann-Stieltjes

b

{ fix)dg(x)

Exemple 3. L'intégrale de Burkill. Soit I[a, b] l'ensemble des
sous-intervalles de [a, 8] C R, § = Rl&?, Y = R,

= falo = (x)on = = [5.5]; 3= a; %, =0 (n € N},

¢(o) = || = max (x; — x,-,), II* =TI enfin O(f, o) sera la somme

i=1, ...,

> Aliess ).

Dans I'espace (I[a, 8], dom I, R, I), I'ensemble dom I[lsée]ra e‘éel‘}l S‘:fi
fonctions d’intervalle intégrables au sens de BURKILL, .

intégrale de Burkill de la fonction f,

1=§f@ﬂ-
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138 4. Une formule de quadrature (Simpson), Sojt [a, & ]
Exemple %

b—a b—a

}f=B,§=R["b],Z={O,b—_aJ 2 3 e, 2;' )-..}

b—a (1=0, 1,'

coey R, n=2’=) -
M={co= (%) u=01*"— ) 0.1,...

n

b

b=¢ qix=1i et alors ®(f, o) sera la somme
q)(ﬁ) = |6I = 25 ’

E= 42"3 [f(wa) + 4 (%) + f(%,)]

61

i fi uadrature de Simpson. Dans I'espace ([a, 8,
c(lim fl%u rf{de_lrl)ls é?)lf;: r}n:g:adﬁe?lsemble des fonctions pour lesquelles ce pro-
om [, ] ] .
cédé de quadrature converge.

4 le schéma (7) peuvent étre incluses aussi d’autres
‘ ‘Racflmarq?;i. e]:::):;llsp le celle de RUSSEL [12], de RADON []’3], celle ctudiée
u;treir RE:S{DII)ILESCU [10], etc., ainsi que des procédés d'intégration numeérj.
gue hiasds sgr les dormuies di trapése, de Newton, de Cotes, etc.,

ime dérivie directe. Soit [a, 5] UR, ¥ =R,

E le 5. La n-iéme dérivée directe. Soit [a, | !
P glT g = R g wivintl, 2,71, U0}, T~ (ol 2 o
% € [a, b], ¢ € ]x,, x,] mais £ %} ¢(o) = %, — #x,. Si on prend II* =

= I, alors O(f, g, o) signifie Iz différence divisée de la fo’ngtim’z [ par rapport

é la fonction g sur les poinis o. Alars, dans I’espace désigné par ([a, b),

dom I, R, 1), Tensemble dom I contiendra les c0up1es.( f, &) pour !esquels

existe la n-idme dérivée directe de f parrapport a g, au point ¢, et I = (h)mo O(f,
Qia)—+

& o) sera cette dérivée, ‘

§3. Quelques propriétés du schéma-opérateur

Dans ce Paragrphe on restreindra 1
Dropriétés concernant I'intégrale, laissant

Prietés qui visent Jeg autres concepts inel

1. Soit J I'opérateur tt
le domaine de Ip( ' attaché 3 13 {4

étude du schéma-opérateur aux
de cété-pour le moment les pro-
us dans ce schéma.

! mille II* de suites et soit dom [
voir le point 1 gy § 2).

UN SCHEMA UNITAIRE POUR LE TRAITEMENT pp DIVERS OPERATEURS
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a) Fe dom [
b) pour chaque (o) < IT*, O( f, &;) est une suite Cauchy.
smonstration. On entend par OPération dintercaly tion”, celle qu
ttacphz";u couple de suites («;) et (8;) Ia suite 4
a

%1, ) 2 1 e ). S -
f € dom I; puisque lim O(f, «) = I f)( v By, o, By ). Suppo

» il résulte que O(f, @) est
e suite Cauchy. Inversement, supposons qu’il
un

) existe deux suites (ezy),
() € I1* telles, qu'on ait

lim O(f, &) # lim O(f, B,)

hypothése la suite (T;) = (a4, By, %, Ba, ...) € I1* dopc lim (I)(f, Yi)
Pail;te contrairement au fait que @(f, Y:) @ deux suites Partielles 3 limites
existe,
distinctes.

Note. Dans ce qui suit, on utilisera seulement des ensembles IT*,
ui sont fermés par rapport 4 l'opération de I'intercalation définie plus
q
haut.

Proposition 2. Soit (F, 4+, < ) un groupe partiellement.ordonné,
et O:F X Il =Y tel que pour chaque o < II (mais fixée) on ait

{f.gEF—><I’(f+g. «) = O(f, «) + O(g, o)

() S 2g=0(f )< Vg, o)

Dans ces condilions et si I(f), I(g) existent, on aura:

a)  I(f+g =If)+ I
) { b)  fse=1I(f)=s Ig)

Démonstration. La démonstration res;ﬂ’ée c(l; fait que le pasage 4 la
ala limite n'altére pas les propriétés (8) de . o
Dans ce qui suit on introduira pour I des opérateurs qui jouent le

g iemann.
méme role que les intégrales de Darboux, pour I'intégrale de Rie
Soit

) B(f, o) = sup {D(f, B)le(e) = o(B)}
O(f, @) = inf {O(f, B)| ole) = 9(8}

On écrira

(1) I(f) =Tm &, o) et I(f) =lim O(f, o).

olas ?la)—~8
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osition 8. Dans les notations (10) et (11), o, =
Prop
) IN<I)  (¥f=¥)
(12

b) If)=1(f) = fsdom I et I(f) = I(f) = I(f).

Démonstration. (12-a) résulte du fait gue @( fi &)< P(f, %), quel "
it ] ¢ . T < qui comeme (123), égaie 1) = 7 ol

lim [®(f, «) — @(/, «)] = 0

@la)0

donc lim ®(f, a) = I(f) car O(f, a) < O(f, &) < Eﬁ(f: a). Illversemeﬂt "

(a)ﬂa X . - .
fe d;m 1, on_peut montrer que lmégahté I(f) # I(f) nous méne 3 yp,
contradiction. En effet, considérons, d’abord,

[I(f) + 1))l < I(f) < T(y)

2
2
et écrivons y = _( f) — I(f), puis prenons e € ¥ avec O < ¢ < . Consi-
dérons encore la suite () & II*, Conformément 3 la définition de (f, a),
pour chaque «; il existe B; tel que ¢(8;) = ¢(e;) et qu’on ait
1B/, o) — (f, B)] <.

D’autre part, lim o(B,) = 0, done il existe lim @(f, B;) et on a

lm j0(f, B) —T(f) < &

Ainsi on a montré que Lim &(f, g,) % 1 (f)
-

f € dom I, Yeg cas I(f) < I(f) <% I(f) + f(f)] se traite bienfait que
d’une fagon similaire, g B

(ce qui est en contradiction avec

2 Iac ; s 5 , .
deus ensemgﬁfaggzsoq des sckemas-opemteurs. En général, si M et N sont

: n-vides quelconques et 4, 4 deux applications de
» 00 dit que 4, o Plus générale que ziz Si on a

(13) [d°m 41D dom 4,, et
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On écrit dans ce cas 4
52'0” de A2'

Considérons I'ensemble J — Urell* < [y ges 05
Ine qu’on obtient respectivement 3 partir
chaque IT*< II, cqnforme’ment 4u point 1 du g, Nous allons ¢tydjer
'ensemble J, du Pomt de Vl,le de I'ordre (partiel) >, que nous venons d'in-
troduite. (Les axiomes de I’ordre Partiel se verifient facilement),

Propositio 2 4. Soient T} o I3} des Sous-ensembles de Tl o T
Iny les opérateurs qu'on leur attache respectivement. Alors, on a les impz;'i
calions :

1> 4, et on git aussi que Ay est une exten-

Pérateurs dy type
de la famille de suites IT*

{ H; (= H;ﬁ* dom IH;S dom In-
f < dom Iy, = rpf) — Iny(f)

c I3 signifie que Ity doit satisfaj
que Iy ne remplit pas, notammen
de II3 \ IIY . .

Proposition 35, Restreindre Jes ensembles 11 ef Z qui figurent
dans le schéma-op érateur (définie an point 1 du § 2) cest-d-diye ; considerer

ILWCletz Cz équivant & considérey un I1* particulier, en conservant
toutefois 11 et Z. L’ensemble I1* s donné par I* = T’ Ccnh

ot "=\ Ufe-1(e) |z = INZ,}

Démonstration. On vérifie facilement que IT* ajnsi construite est I’en-
semble particulier dont il est question dans I'énoncé. g

Proposition 6. Dans Pensemble  partiellement ordonné (J, >)
ont lew les propriélés :

a) Uopérateur I ii attaché & 11 est I'élément minimal de ,

b) chague opératenr de la forme I (x,), @taché & (a,) = 0 est un dlément
l maximal dans {Iy.|lI* e (o)}

Démonstration. On constate que pour chaque IT* C M, a lieu Iy > I3,
¢ méme Liay > In. pour chaque II*, tel que (o) < II*. |
Corollaire. S5 on se place dans le cadre de Iexemple 2 _dtf §2
e si IT* parcourt Uensemble EI:(IT), alors l'z’négmﬁe de Riemann-Stietjes est
Pélémens minimal de I'ensemble J — {In.|TI* < II}.
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