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SUR UNE CONFIGURATION DE SIX POINTS
ATTACHEE A UN TETRAEDRE COUPE PAR TROIS
PLANS PARALLELES A UNE FACEL.

PAR

D. V. IONESCU

(3 TIMISOARA)

Requ le 8 Oct. 1941,

1. Considérons le tétraédre SABC et les sections A B,C,,
A,B;C,, A;B;C, paralléles a la base ABC. Une droite quelconque
menée par S, rencontre les plans ABC, A,B,C;, A;B,C,, A;B,C;,
en P, P,,P;,P;. '

Démontrons d’abord que les plans menés par P,, P,, P, parallé-
lement aux plans SBC, SCA, SAB se coupent en un point Q.
situé dans le plan A,B,C,. .

Pour faire la démonstation de ce théoréme nous allons employer
les méthodes simples du calcul vectoriel. Posons

— e A e S -
() SA=u, 5B=v, SC=w
- - —> —> -> =>
» SA,=£kSA, SA,=FkSA, SA;=#k,SA
»> - ->
(1) S—?)=lu+.uv-|—a:w
Atutw

P étant le barycentre des masses A, 1, v placées en A, B, C.
Le vecteur SQ, est donné par une des formules
> 5>
>, Audpuvtorw = >
SQ, =k, l-}-,u.—f—w +ﬁ1v+71w

_>-—)_*
SQp=k Aeturtow ;s

A—-}—y,_*_,y +72W+a2

= ->
SES:k;%M+a—;+ﬂ+
+ et T Ry
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olt les constantes 8, y,, s, @, @, #; sont choisies de maniére que ces
trois formules soient identiques. Nous avons donc les équations

kot . kot
A4 u-t» = Atut»

kv o e kv
A+t h= Atun+v’
qui donnent les valeurs de /3, et ¥,. ‘
Il résulte alors la formule

- - -
> kludkypvthivw

3 = e e

qu’on peut écrire sous la forme

— -~ ~r
S_)é — ASA, 4+ uSB,4+7SCy ,
: Adu+w»
et qui prouve que le point Q, est le barycentre des masses A,pu, v,
placées en A,,B,, C;. Le point Q, se trouve donc dans le plan
A B Gy
Le théoreme est ainsi démontré.

2. Désignons par Q; Pintersection des plans menés par P, P,, P,
parallélement aux plans SBC, SAB, SCA. Le point Q; se trouve
plan A, B, C,.

De la méme maniére, désignons par Q, Dintersection des plans
menés par P,, Py, Py parallélement aux plans SCA, SAB, SBC et
par Qg Vintersection des plans menés par P,, P,, P, parallélement aux
plans SAB, SBC, SCA.

Enfin désignons par Q;, Q; les analogues du point Q’,.

Dans cet article nous allons étudier la configuration des six

points Q;, Quy Qsy Qiy Qzy Qs

Nous avons
- - -
(2) S_(B’— kl’lu_'_ka/-“"*'kz"’w
i A+ u+v
et
= 2 =¥ - - —
56 _kAetbipvthovw S—a _ hkedutkuvkyvw
. 3 Atpu+v A At+u+tw»
2 L AT Bt L
56=k23"+k3!"’+kﬂ’w ; S‘anzlzalu+k2pv+klww )
: Atu+v : Adu+o
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Pour faciliter les interprétations, désignons par A’, B/ C’ les points
o1 les plans menés par P parallelement aux plans SBC, SCA, SAB
rencontrent les droites SA, SB, SC. Nous avons

— —P ,Qu

SAl=dl=5F——+—
=TFutr

N -

-

3 I — p! —= — rYy
(3) SB'=v itaty

- - g

Y w

SC'=w =

Atu+v

et par suite nons pouvons écrire
— - - - -, — —> -
SQ =ku kv fhyw; SQ=rk e Fkyv'+ by
4 > -5 — - -, - - -
(4) SQu =kt +h V4 how'; SQu=rhott! F R v + kyw!
> - - — -, - - —>
SQp=ryu' + &Vt kb w; SQ=lyu'+kyv/ + &, w.
3. Nons déduisons de ces formules les relations suivantes
-, = e ——
Q) Q1= (ks — ko) (W — V) = (ks — kB Cf
5 ' - - > —
(5) Q.Qi=(ky— k)| — /)= ky — k,) A" B’

—>, ) > > —
, Qs Q1 = (b, — ko) (il — w!) = [k, — k) C! A’
€

__>’ —> =y e
Q Q:=lk;- BJA'B';  Q Qi=(ks—£k)CA

—>

(5) Qz Qz =
-, . —_— —>, .l
Qi Qe=1[ks — £)B'C";  QyQs=|ky — ks A’ B’

qui montrent que les points Qi Qs Qi Q',, Q'z, Q; sont situés dans

un méme plan paralléle au plan A'B'C'.

, dLes droites Q, Ql. Q. Qs, Q, Q, sont paralleles au coté B'C';
:rs roites Q, Qs, QzQz, Qs Q. sont paralltles au c6té CrA’ et les
oites Q,Qz, Q,Qi, Q, Q: sont paralléles au coté A’BY.
Désignons par A" B” C” le trian
gle formé par les droites Qi Qs
Q Qs QQ,. ¥
. Les milieux des segments Q, Q;, Q, Qs, Q, Q: se trouvent sur 12
médiane du triangle A” B” C", d’oii résulte que les six points Q,, Qur Qs>

—— ——>, —
(ks — &)C'AT;  QyQa= |k, — k) B' C

R .
et M
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Qi, Qz, Qs sont situés sur une conique (E) qui a pour centre le centre
de gravité du triangle A" B" C”.

En effet dans la conique qui passe par les pomts Qs Q2r Quy Q1 Qs
la droite qui joint les milieux de QlQl et Qg Q; est un diamétre, et

comme elle passe aussi par le milieu de Q, Qs, le point Q; se trouve
également sur la conique.

Les triangles Q; Q, Qq, Q, Q2 Q3 ont le méme centre de gravité,
le centre de la conique (E).

En effet, la médiane du triangle Q, Q, Q; partant de Q,, passe

par le milieu de B” st, est une médiane dans le triangle B” Q, Qs et
passe par suite par le centre de gravité du triangle A" B” C".

Il résulte de cette remarque que la conique (E) est une ellipse,

et que les triangles Q, Q, Qs, Q, Qz Q3 jouissent des propriétés com-
munes des triangles inscrits dans une ellipse et qui ont leur centre de
gravilé dans le centre de Pellipse.

Les aires des triangles Q, Q, Q;, Ql Qz Q;, sont égales, ainsi que
la somme des carrés de leurs cotés.

4. Il y a un cas intéressant, lorsque le triangle A"B" C" se réduit
a un point.

Calculons les cotés du triangle A” B” C”.

Nous avons

—e ¥ /+ =
B"C'=Q:Q; —2Q, Qi
et en tenant compte des formules (5), nous aurons
—> ——>
B"C" =k, — 2k, + k) B’ C’
et, d’une manidre analogue, on trouve
—— ——
C"A" =k, —2ky+ k) C' A/
——> —>
A" B =ky— 2k, k) A'B’ .
Le triangle A” B” C" se réduit a un point si
ky— 2kt k;=0.

Nous avons donc le résultat suivant: lorsque les sections A B, Cy,
A, Bs C, sont egalemer:t distantes de la section A, B, C,, les droites

Q, Qs Qs Qi, Q,Q» sont concourentes dans le cenire de Pellipse qui
passe par les six points Qi, Qs Qs Q1 Q2 Q.
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5. Nous allons faire maintenant des calculs permettant de déter-

miner les axes de Pellipse (E).
a) Calculons d’abord Vaire du triangle Q, Q; Qs.

— ——
Le produit vectoriel des vecteurs Q; Q:, Q;Qy est
—> — —>, == —— -]
Q; Q: X Q1 Q= [Ql Q2+ Q: Qz] X (Ql Qr + QIQs]'-
Cest-a-dire
_;.+ — ’ —— i —'—F
Q;QzXQ Q; Q Q2XQ1Q1+Q2QZXQI Q1+ Q1 Q: X Q1 Q,

En utilisant les formules (5) et en faisant les calculs, nous aurons

= — % v 53 3 48 s .

QlQ:XQ1Q3=lkl+k2+k3— klkz_'kaka i kskl)AlBIXAIC’
Cette formule montre que /les friangles Q,Q:Q, A’B' C/ ont la
méme orientation, et que leurs aires ¥ et &/, sont liées par la relation

6) Y=t B — bk —hy kg — R k)S .

On démontre de la méme maniére que

_F-+I T)f 2 2 —)’ -+
QUXQQ=(8+ k- E—k ks —kyks— ks k) A'B' X A’ C,
ce qui prouve que les ftriangles Q', Q'z Q'3, A'B'C!' ont aussi la méme
orientation et que leurs aires ¥’ et S/ sont liées par la relation
(6) V= (ki kst 5 — kg ky— ko ey — kg k) S

Les formules (6) et (6') montrent que ¥ =3/, résultat que nous
avons déja enoncé a la fin du No. 3.

b) Calculons maintenant la somme des carrés des c6tés du triangle

QI QlQ!'

Nous avons
—> -, o o
Q: Qi =0Q: Q3+ Qs Q; = (&, —»k»)B’C’+(k — ky) A’ B/
C’est-a-dire
Qng—(k — k) A’B’—l—(lc —k,)A-’C’
En é€levant au carré, nous aurons
—_
Q@ = by — £ ATB” -, — £ ATC + 2 by — oy — o) AT B'. A’C,
et en remplacant
20 B ATC =W A’B” 4 ATC? — B/ C",
il résulte que
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Q. Q3 =k~ ks) oy —hg) BIC™ - (fg—tog)ley — fey CTAT" - (fog— ey )y —s) ATB"”.

Si nons posons

B'C'=da, C' A= ¥ A'B' =/,
nous aurons

(1) QS = by — k) (y— k) @2 - (ko — hog) (feg — 1) 678 + (kg — ;) (g — eg) "
et d’une maniere analoque
Qu Q7 = by — k) (ly — feg) @' - thy — ko) ey — leg) 't - (ly—hy) (ky— R ) €'
Qu Q2 = (ks — hg) Uy — oy) @73 - (o — oy ey —es) B7% - [y — o) (fey— ) €2,
En ajoutant les formules (7), on obtient |
(8) 02 4 QuQ: + QoS =l + 15 + Fa—hey kg — ks ey — s k) (@24 D" ")
on démontre de la méme manieére que »
QuQy. = thy — hey) (fy— ) @'* = hg—r ) (ky— o) 672 + oy — k) (Ro— R ) €
(9) QLQY = (hy—ty) lles— k) a'* - (b, — ko) ey —leg) 't - Ly — k) (ks — ) €
QUL = iky— o)y — ks) ' (kg—rey) (k) 67* + [, — ) (fy— feg) "2

En ajoutant ces formules on obtient aussi

(7)

(10) Qo2 Qs Qus A =l Btk oy oy oy by ey B @2 -84 "2),
Les formules {8) et (10} montrent que

Q. Qi+ Q, Ql+ W Qz QzQJ + Qan + Qle .

résultat que nous avons déja enoncé a la fin du No. 3.

6. Soient « et 8 les demi-axes de Pellipse (E). On sait que

G+ GL A= @+

Vet

¥ o=
Il résulte d’aprés les formules (6) et (8) que les valeurs de a et 8
seront données par le systeme d’équations
as+ﬁ=:%m§+fa§+k§—klk, g oy — by by} {21 b2 )

(11)
0= B Bk — ko kg — ey k) S
V 27 -
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Désignons par a', #' les demi-axes de lellipse (E’) circonscrite ay
triangle A’B’'C’ et qui a le centre dans le centre de gravité de ce triangle,

Nous avons
at*+- b4t = _g_ (a2 4 f'2)
Vm

Si i ‘81

et si nous remplagons a”+b’=+C""' et S’ dans les formules (11), nous
aurons

at =ik B kS — ks — ko kg — kg lcl) (a2 4 p')
=(k1 +k2+k3—'k1k2— kgks—ka l)a ﬂ’.
Ces formules montrent que les deux ellipses (E) et (E/) sont homo-
thétiques, le rapport d’homothétie étant

(12)

a
(13) PR

B 5 _
—p_’= ka—f_kihl—kg_klk;'—kgks—ks kl

Nous avons donc le résultat suivant:

L’ellipse (E) qui passe par les points Q,, Qg, Qs, Q1, Q2. Q3 est
homothétique & Pellipse circonscrite au triangle A'B'C' et qui a pour
centre le centre de gravité du triangle A'B' C'.

En particulier Pellipse (E) est un cercle lorsque le triangle A’B’C’
est équilatéral.

7. Les produits
ey —ho) (b — k), (ky— k) (ks — k), (kg — k) (g — ha)

qui entrent dans les formules (7) et (9), ont encore une signification inté-
ressante.

-
Eliminons les vecteurs w, v’ w’ entre quatre des formules (4).
Nous aurons par exemple I’équation

SQ & ky

—_—

S Ql kl kg kﬂ
—_

SQ: ks k, k,

—>
S Qs ky ks k,

Si nous supposons £, 4 &, + k, 0, on peut écrire cette équation
sous la forme

e s

T
-

SUR UNE CONFIGURATION DE SIX POINTS 11

_)’

S Q] /l’.l ka 1

—

SQ k, kg 1 4

—_—— - 2

S Qg /I’a k] 1

—

SQ. k, ky 1

ou bien

— —> —
a) SQ +(k2—k3) (ks "k1) S Qz‘_"(kx—kl' (ks_kz’ S Qs.
Bl ks — bk — sy — by &
Cette formule montre que Q, est le barycentre des masses
(ky — ko) lky —hy)y (kg — k) (ks — k,), . (g —k,) (ky— ko) placées en

Q. Qi Qs
On obtient de la méme facon la formule

g*). _ky =k ey —F

(Ll'—

T e i -,
-S—g — (e, —Phy) (b, —Ry) S Q. ‘,— (kg —k,) (kg —4()S Q2 -+ (hy—h,) ky—+s) § Q3
= ke ki b — ky by — ko kg — Ry ke,
qui montre que Q, est le barycentre des masses (laz1 — k) |k, — Ias] :
by — ko) ithy — R,), (ke — k) (ks — ky) placées en Qla Qz. Q3




