
ANALELE
ACADEMTEI REPUBLICII POPLILARE ROMÃ.NE
SERIA: MATEMATI-CÄ, FTZICÄ, CHIMIE

TOMAL III MEMORIAL 1

ASUPRA FUNCTIILOR DE O VARIABILÄ
RËALÄ A CÀ.ROR MULTIME DE DEFINITIE
ESTE REUNIREA A DOUÄ SUBMULTIMI

DE MONOTONIE OPUS.Ä.

DE

PRo¡.. TIBERIU POPOVICIU
MEMBRU CORESPONDENT AL ACADEMIEI R,P.R

EDIlURA, Ac.¡{,DEMIE-I REPuBLIcII, PoPu¿ARE RoMÂNE



ASUPRA T'UNCTIILOR DE O VAIìIAI"II.Ä REALÀ, A
CAROR MULTil\4E DE DEF'INI'|IE ESTbt RETJNTREA
A DOUA SUBMULTIMT DE N4ONOTONIE OÌ'USA

D.O

Prol. T'IBIIRIU POPO\/I(llU
MììMRIìU COR]ISPONDENT AI- ACADJJNIIEI Iì.P.R.

Contunicare prezerúatã la 25 Octontut'ie 1949 în Seclitla ltílíaLci Cluj
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l. Vom considera funcl,ii f (r), r'eale, linite, uniforme si deÏi-
nite pe o mulçime liniar'ä oalccaì'è -fr-. Vom rìoLa cu M (l; B) rnar'-
ginea supcrioar'ä çi cu m (l ; 11) malginea infcrioarä a aceslei
funcÇii. ln finc vorn Íace uz de notalia

lrr, *r; l)'=' I @ò--l @,)
ixz -- rt

Oonclilia ncccsarä çi suficicnl,ìi ca I (r) sä lie monoLon pc .E
esl,c ca sá avem l*r, *r; ll lrr, rrl I)7_{), penf,r'u orice grup cle 3
puncl,c s:r, L2, r, ale lui .8. Rezull,ä cir clacä funclia nu cste mono-
l,onä sc poL gäsi puncLcle rt1 rz{ zr, ale luj IJ, asl,fel ca sä avert
lrr, *r; Il lnr, ur; l) < 0 t).

Fie ø un numär real çi sä ¡runcni2).
E": Il ^ (--æ, a), E; -fJ ., (tt, I *).

Sä nol,ãrm cu E), "8,* mullirntle Eo, fì" acläog-âncl, dacä a €, E,
punctul ¿ la una oat'ecare clin accsbe rnulþimi. Vom trvea atunci

II: : 8,, E;" : Eo dacá ø nu erpar!,ine lui E,

.E; -= E"- lol, E"* ._ E. sau E;:. I!", fI;. : E"- lal tlacáaQE.
1) I)enLlu urai mulLc dcLaìii a sc r.eclca:'li b ct i u lr o p o vi oi u, No¿¿s su/.

Ies loncLions cotu)efles d'ordre su¡térieal'(VII). l3ulì. Acncl. lìoumaine, 22,29-33,1939.
2) Irrtelvalele (-*, o), (ct, j- -) sutrL deschisc. Ul inter.r,al închis ¡,,a fi notat

cu [4, 1.t], chial clac¿î unà sàu ¿Lmltcle cxtlctniLåfi suuL )ìurnoto impropr.ii + ø sau

- 
ø. Cout'enlic analoágä ¡renLlu intelr'¿rlele scrniînr:hise sau scmicleschise.

t Atalele Açad.e¡¡tiei R.P.R., Seria: Matennticd, Fizicà, Clúnie, To¡n. lIL Men. t
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Avem totdeauna E: Ei- E"', Ei ^ E"- :g çi zicem cá

,E este descompus în reunirea a douä submultimi consccutiue.

Punctul ø este punctul de separalie a acestei descompuneri.

Existä o singur-ä descompunere de punct de separalie ø, dacá

acest punct nu aparline lui E çi douá astfel de descompuneri

dacä a ( B.
Vom zice cä I (æ) este o funclie (.) (p. E) dacä exisbä o des-

compunere E : E; - E;* a lui E în douä submullimi consecu-

tive astfel ca funclia sä fie monotonä pe fiecare din multimile
E;, E;., monotonia fiind de sens opus pe aceste douä submul-

liriri ale lui .8. Mai precis vom zice câ | (æ) este atunci o func,tie

(m+) respectiv o funclie (m-) dupá cum ea este necrescätoare

respectiv ned,escrescätoare pe B] (deci nedescrescätoare lespectiv
necrescätoare pe E)*).

E clar cä orice func,tie monotonä este în acelaçi timp o functie
(^n) çi o funclie (nr-). Reciproc, orice functie care este În acelaçi

timp o funclie (-n) çi o funclie (m-) este o funclie monotonä'
Dacä I (r) este o funclie (ru+) respectiv o functie (m-), functia

--Í (*) este o funclie (m-) respectiv o funclie (m+). In fine, orice

funclie (-*) p. -E este o funclie (-*) p" orice submullime a lui E-

2. Pentru a simplilica expunerea vom face câteva conventii.
I-iniaritatea çi creçterea (descreçterea) sunt cazuri particulare ale

nedescreçterii (necreçterii), Convenim de asemenea ca orice functie
definit,ä pe cel mult un punct sä fie consideratä ca monotonä

çi anume indiferent crescätoare sau descrescätoare.
Cu aceste convenlii una din submullimile de descompunere

Eä, E"^, corespunzätoare unei funclii (m), poate sä se reducä

la mullimea vidä. Acest lucru are loc de altfel dacä çi numai

dacä funclia este monotonä. Punctul de separalie ø poate sá

fie unul din punctele improprii - oo sau * oo, ceea ce iaräçi
are loc dacä çi numai dacä funclia este monotonä.

Orice funclie definitä pe cel mult 2 puncte este monotonä
gi orice funclie definitä pe cel mult, 3 puncte este o functie (m).

Calculele cu numerele proprii çi improprii se fac dupá regulile
obignuite.

3. Pentru ca | (r) sä fie o funclie (m*) pe punctele ïL < ïz < üB

este necesar çi suficient ca sä avem
(1) Í (*,) l max (l @,), Í (*,)).

In cazul unei mullimi E având cel pulin B puncte, avern:
Teorema \. Penlru cø f (x) sd fíe o ¡u"i¡;i (-*) p, E e,ste nçee-

sar çi suficienl ca sd fie o funclie (-+) p, liecare din grupelc de
côte trei puncte ale lui E.

Aceastä propriel,ate se poate enunla çi sub forma urmätoare:
Teorema l'. Pentru cø f (x) sd. fie o funclíe (mn) pu F,este nece-

sar çi suficient ca ínegalítctlect (l) sd fie uerilicatd pentru' orice
grup de 3 puncte Xr ( xz 1xs ale lui E.

In cazul functiilor (m-) avem proprietäli analoage, inegali-
tatea (1) fiind lnlocuitä pr.in

I @r)> min (l @r), I @,)), ,, 1rz 1 rs.
Rezultä cä dacä o funclie I (ø) nu este o funclie (m) putem

gäsi punctele ø, < ïz < r", ri < æâ < æi ale lui E' astfel ca

I @ù > max (l @,), I @,)), Í (râ) < min ff @0, I þil).
Un rationament simplu ne aratä cä putem atunci gäsi 4 puncte

rt 4 rz < tra < rn ale lui .E astfel ca çirul

(2) l*r, *r; Í), lær, æsi Í1, lær, æn, Íl
sã aibe 2 variatii de semn r).

Insä pe punctele frt { rz < .h < rn proprietatea de a fi o
funclie (m) se exprimä tocmai prin faptur ca çirur (2) sä aibä
cel mult, I variatie de semn. Pentru funcliire definite pe'cel pufin
4 puncte deducem deci:

Teorema 2. Pentru ca f (x) sd lie o funclie (^) p" E este necesar
çi sulícient ca sd lie o funclie (^) pt oríce grup de 4 puncte ale
lui E.

Aceastä proprietate se poate enunla çi sub forma:
Teorema 2'. Pentru cø f (x)'sd fie o funclie (^) p, ß este neee_

sar çi sufici,ent ca çirul (2) sd aibd cel mutt I uariai,íi d,e.semn, ori.
cere ar li punclele xr ( X¿ < xs < xn ale lui E.

4. Demonstratia teoremei I am dat-o in altä parte 2). Inega_
litälile (1) sunt evident necesare. vom da o nouä demonsúra-|i.e

r) Termeuii çirului su't deci tofi # 0 li arternativ pozitivi çi negativi.
s) Ti b e ri u P o p o v i ci t, Deuæ rcmarques sur les lonctions con¿¿c¿s. BuI.

Sc. Acad. Roumaine, 20, 45_.49, lggg,

ll
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tatea cä l(æ) .esl.e monoton pe E; pentru orice øÞb'çi nu est'e

monoton pe E; clacä ø < b'. Avem inegalitatea b'<b cäci, în

cazrll contrar, funclia nu ar fi monotonä pe niciuna din mulli-
mile E+u, E't+.t' ceea ce e în contradiclie cu lema 1'

Lema 2 va fi satisfäcutä dacã luirm c Çlb', bl. Funclia este

monotonä pc fiecare din mullimile 8", -o" çi r'ämâne sä dernon-

s{,rärh cá ea este efectiv necrescätoar.e pc -8" çi nedescrescátoare

pe 8,". Pentru fixarea ideilor sä arätäm cä funclitt este necrêscä-

toare pe 8,. In cazul contlat'am putea gäsi punctele rt, r, QE",

rt 1 r.z astfel ca sá avem Í (*t) < f (*r). Insä, functia nefiind

monotoná pe E, se poL gäsi punctele nl, æ't € E, æi < t', asL'fel

ca sä avem f (ri) > I @Ð. Ar trebui sä avem atunci r, 1 uL'

Dacä I @L) < I (zr) inegalitatea (1) nu esl,e verificatá pe punc-

Lele ær, (xz, u'2. Dacä I @í)>f (ær) ar tlebui sä avern çi rr,.< r'1

çi inegalital,ea (1) nu ar'Îi verificatã pe punclele ær, ri, r!). Se

demonstreazãl la fel cá f (n) este nedesclescätol pe El.

5. Teorema I rezultãr acum usor'. Fie c un puncl, care satisface

lema 2. Dacä c ntr altar'line lui B descompuncrea cäutatä este

E: Ei - E'i. Dacä c e,E,pe una cel putin din rnullimile E"- lcl,
E'" - lcl funclia este monotonä. Intr'adevär, În cazul contrar, am

pubea gäsi punctele æ, ( 8", tz € Ei astfel ca I (rr) < Í(r), Í (*r)<
< f (t) gi inegalil.atea (1) nu ar fi velifical,ä pe punctele rþ c' æz'

Teorema 1 rezultä încä, adäugând punctul c la una din mullimile
8", E'. gi descompunerea lui E este Încä cle forma E : E: - E':;

Rezultate analoage subsistä penl,ru funcliile (m-)'

Dacä I (c) estc o funclie (m) puncl,cle c de separalie ale des-

conrpunerilor B : Ei - E'i în clouä subrnullimi consecutive de

monotonie opusä formcazä un inbcl'val lb', ttl, linit sau infinit'
putând sä se reducä Ia un singur punct. Acest inteÌval este tot-
deauna lnchis cu conclilia cle a considera çi numelelc improprii

- @, f oo. Dacä | (r) nrt este monotor', b', ú' sunt tocmai nume-

rele finite deberminate mai sus. In acest caz Ö"'b brebue sá apar-

linä oricärui intcrval lnchis cat'e conþine l,rei prrncLe r, 1c'2 14
ale lui E astfel ca sä avem l*r, *r; Íl lrr, r", Íl < 0' Dacä I (r)
este monoton, intervalul lö', å] este inlinit sau sc leduce la unul

din punct,ele impropqii * oo, - oo. Intr'adevãr', tlacir ¡rrivinr
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a suficienlei acestot' inegalitáli. çi vom preciza apoi pulin struc-

tura funcliilor (,t")'

Eo, E.L'

Pentru demonstraÇie sä presupunem contrariul' Putem atunci

gäsi punctele

r11 t2t rs e,Eoi r+, rt, fre €'E'"i h 1fr2 1rz < n4'< rs 1ro

astfel ca sä avem

, l*r,'rr) fl l*r, ,r; l] < 0, læo, ns; il l*u, *u; l] < 0

çi se verificä uçor cä pe unul'cel pulin din grupele de 3' puncte

x)t, rz, ïzi frq,, lsr lLai {xz, ls, frq,, rz, frq, lsinegalitatea (1) nu este

t

r¡ Vezi mai jos cazul câncl I (ø) este monoton'
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O proprietal,e analoagä ale loc penlru funcliile (m-), inegali-
tatea din ipoteza lemei 3 fiind atunci y 2 XtI (l; E).

7. Ne propunem sä generalizäm teorema 2 suprimând res-
l,r'ictia ca submullimile considerate ale lui E sä fie consecubive.

Vom zice cá | (æ) este o functie (.11,1) (p. B) dacä ,E se poate
descornpune în reunirea a douä submullimi (vide sau nu), pe"

fiecare funcJ,ia fiind monotonä çi monotonia fiincl de sens opus
pe cele clouä submultimi. B clar cä orice funclie (m) este o

funclie (M). In parl,icular deci orice functie clefinitä pe cel mult
3 puncte este o funcþie (M). In fine e evident cä orice functie
(M) p" .E este o functie (M) p" orice submultime a lui .8.

Sä examinäm întâi funcþiile definite pe 4 puncte distincte
frr 1 nz 1 ra < ra. Sä consideräm çirul
(3) Í (*,), Í (rr), f @o), Í(r').

, llacä functia I (ø) nu este univalenbä, ea este evident o lunclie
(M). In cazul contrar (deci dacä funclia e univalentä) clouä cazuri
trebue distinse.:

1". Çirul (3) nu este strict monoton.
2". Çirul (3) este strict monoton (clescátor sau clesclescätor).
In cazul 1" avem

l*r, *r; Íl lnr, rai ïl< 0 sau l*r, *n; Íl ln", ra; l)< 0

çi examinând toate cazurile posibile se vede cá I @) esl.e o
funcJ,ie (X[), descompunerea multimei de cle{inifie fiind, cle

exemplu:

l*rì - l*r, rg, rn\, (rò - l*r, {a, rn\, {rr} - lrro rr, æol,

{rn} - lær,, tr, ns\ salr lrr, frnl - l{xr, rnrl .

In cazul 2' este suficient a examina l,oate descompunerile
mullimei dc dcfinitie în r-eunirea a douä submr.rllimi penttu a

vedea cä funclia nu cste o functie (M).
Avem deci:
Teorema 3. Pentrçt ca lunclia f @), delinilå pe punctcle xt 1

< x2< X¡( X¿, sd lie o funclie (M), este necesar Si suficient ca;irul
(3) sd nu f ie strict monoton.'

B. Sä consideräm acum o funclie I (æ) definitä pe 5 puncte
distincte rt 1 rz < rB < ra. < 15. Penl,ru ca f (n) Sá fie o functie

{1Ø) este necesaìr ca ea sä fie o func}ie (M) pe orice grup de 4

l
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funclia ca o funclie (m+) avem b' = - oo dacä ea este nedes-

crescätoare çi ò : f oo dacä ea este necrescäl,oare.
Dacä mullimea E ^ (b', b) nu este vidä, funclia se retluce

la o constantä pe aceastä multime. Intr'adevär-, dacä I (æ) este

o funclie (-*) çi dacä no e, E ^ (b' , b), el este necrescätor'

pe E*" - læol çi neclescrescätor pe E;" - {ro}. Se deduce cä

t @o) : m (Í; E). La fel se vecle cä dacä I (r) este o functie
(m-) avem I @ò : m (Í; E)'

Din cele ce preced rezultä cä, pentru o funclie (m), descom-

punerea lui B în douä submullimi consecul,ive de monotonie
opusä se poate face, în general, în mai multe çi chiar lntr'o
infinitate dc feluri. Este uçor de vázut care sunt cazurile În care

aceastä descompunere este unicä. Presupunând cä Í (*) este

o funclrie (nz+), pen{,ru unicitabe este necesar ca multimea
E ^ ,tb' , ó) sá fie viclä çi în plus e necesar çi sulicient ca sä avem:
b', b eE çi f (b) > *(l; Eo,) sau I (ó') > ^(Í; Eá), dacä b' : b;

cel mult unul clin punctele b', b sá. apartinä lui E çi f (b') >
> m(Í;,Ei) respectivl (ó) > m ('l; B¿.) clupä cumb' ( E respectiv b ç E,

dacä ó' < b.

6. Inainte de a merge mai departe vom face asupt'a functiilor
(m) o observalie care ne va fi utilä mai jos'

Fie I (r) o funclie (**), lb', b] intervalul punctelor de sepa-

ralie corespunzätoare iar I un interval oarecare (Închis sau nu)

carc nu are puncte comune cu E (deci E ^ I: O. In fine fie Bt
o submullirne oarecare a lui ,L In aceste condilii avem:

Lema 3. Dacd inlerualele [b', b] çi I au cel pulín un punct

comun çí d,crcd y esle o constanld aslf eI ca Y < m (f ; E), lunclía

Í'' 1Í(æ\' Pentru nÇ'E'
t\r) : il,p".rb' r€Et,

este o lunclíe (-*) p, E - Er.
Este suficient sä clemonsträm proprielatea pentlu Et : I.

Fie atunci c €lb', b) ^ I çLsä punem tt : E - 1. Iìunctia ft(r)
este necrescäl,oare. pe F", cäci, se vede uçor cä ea este necrescä-

toare pe E" u I iar i'" este o submullime a acestei mullimi. Se

vede la fel cä l, (r) este nedescrescätor pe -Fj. Lema 3 rezultä.
Se poate încä observa c'ä intervalul punctelor de separatie

a descompunerilor lui f' corespunzätoare functiei lt(q) contine
intervalul I, deci lb', bl contine de asemelnea intervalul 1.

6
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Fie acum cazul 2" dela lnceputul acestui numär. Vom aräta

câ în acest caz eæistd lunclíi care ntt sunt f unclii (M) p, cele 6 puncte,

dar sunt funclii (M) pt orice grup de 4 puncte alese díntre acestea'

O astfel de funclie nu poate sá fie monotonä pe punctele ær,

æ", rn si nu poate lua valoare a I @t) : I @,u) în niciunul din aceste

puncte. Dacä I @r), Í (r"), t (æo) sunt toti mai mari sau toti mai
mici decât I (ør) functia este ó funqlie'(M)' descompunerea fiind,
de exemplu:

(rr, rn\ u lür, .Ls, .x'l sau {ør, rn\ - lær, Øzt írrl.

Rämâne sä examinäm funcliile pentru care unul din çilu-

max (l @), Í @n)), Í ("') : Í @u), f (*')

I @"), Í (r,) = Í @u), min (l @), Í @n))

este crescäLol'.
Se verìficä uçor cä o astfel de funclie este o funclie (M) p,

orice grup de 4 puncte alese dintre 'punctele t'!-, rz, rs, !r4, t5,
rlar cä ea nu este o funclie (M) p, boate aceste puncte'

In definitiv avem:
Teorema 4. Pentru ca func!ía f (x), def initd pe punctele x, 1

< x2 < Xs < x4 ( xu, sd lie o funcli, (M), esle necesar çi suficient
ca sd lie o lunclie (M) p, orice grup de 4 puncte qlese d'intre punc-

tele xr, X2, Xe, X4, X5, çi ca sd nu f ie de forma f ("J : f (x), unul
din çirurile $) fiind crescdtor.

In felul acesta structura funcliilor (M) definite pe cel mult
5 puncte este precizatä.

9. In cele ce urmeazä ne vom folosi de urmátoarea:
Lema 4. Fie E: G- H, G ^ FI :0 ¡l f (x) o funclie def,i-

nitd pe E cq,re uerífícd urmd,toarele proprietdli:
1'. f (x) este o lunclíe (m+) pe G çi este o fu,nclie (m-) pe H,
2". m(Í; Q>m (i; u), /

3". Ihterualele lb', b] ç; fbi, brl ale punctelor de separalie ale

descompunerilor corespunzdtoarc luncliei f (x) pe G ¡i H, au cel

pulín un punct comun.
Ätunci f (x) este o funclie (X{) pe E.
Fie c elb', bl ^lbí, örl çi' G:Gi- G'"., H: Hiu 'Hl*

descompunerile corespunzätoare ale lui G, 1{ pentru punctul
de. separaþie a. Så considerãm multimile Et : Gf; u H'"*, Ez -"

sI I|IBERIU POPOVICIU I

puncte alese printre punctele r!, rz, xh, (Í1, øu. Insä, aceastd con'
dilie nu este s.u'ficíentd.

Sã cãutäm sä ctcLerminäm funcÇiile care se bucurä de proprie-
tatea cá ele nu sunt func!1i (M) dar cä ele sunl, funclii (M) p*
orice grup de 4 puncte alese dintre cele|5 puncte considerate'
Vom distinge þentru aceasta douä cazuri:

1'. I(',) ll@u).
2". l@'):f@u)'
Vom a¡äba cä în cazul 1" nu existä funclii de forma cerutä-

Pentnr demonsbralie putem \presupune Í (*r) < l-@u). Atunci'
funclia nu poabe Ii neclescätoare pe punctele (xz, ts, cn.çi trebue
deci sä avem f (rr) < I (ør) sau Í (*") < Í @ò.

Sä presupunem f (tr) < Í (*u), Í (*r) < t'@t). Func,tia poate
avea una din urmãtoarelc I0 forme 1) :

, t". Í(*,).< l @,,) < I @u) < Í!*n),

rile

(4)

2. l@ò<Í(*,)<Í@n)<
3"'Í@n) <Í@u) <l@,) <

r @ò,
f (,'),
Í (*'),

€l

4".l(, 6".f (

6".1(
7".Í(
B'.1(

Í (*') <
f @n) < Í@u),
t @ò 1f (ru),

Í @") 3Í ('n),
Í @u), Í (nn) 1Í (*',),

e". Í (r,) <t @ù 1Í(*u), Í @n) 1f (*),
10'. I @r) 1l @,) < Í (*'), Í@u) 1f (*^).

In cazurile 1", 2,3" respectiv 4' funclia nú estè o functie'(M)
pe grupele de 4 puncte æb rb rL, r,i frt, rz, í[¡, fr+i,íL2r.t", tL, fis

respectiv fir, ï2, rs, frs. In cazurile 5", 6" respectiv 7' funclia este
o funclie (M), fiirid monotonä pe grupele de 4 punctØ 12, ts, t4,
rsi rt, fr2, rB, øu respectiv rr, rz, frt, rq. In cazurile 8", 9" respectiv
10' funclia este o functie (M), descompunerea în douä submul-

timi de rnonotonie opusä fiind, de exemplu, l*r., *nl u lnr,:I:s,r:sl,
l*", rnl u lfrt, tú2, r5l respectiv læn, rsl u læt, .xz, frsl .

Prin simetrie se ,vede cä aceeaçi proprietaLe are loc. dacä

t @r) < Í @u), f (ør) < Í @n). In fine proprietatea rezultä la fel

çi pentru Í (*r) > Í l,*u).

t) Cele 10 posibilitáli nu se exclud mutual.

ær) 1
u') 4
rr) 1
nr) 1
rr) 1

nr) <l
ær) <l
ær) 1Í
r,1) 1f
4) <Í



10 :UBERIU POPOVICIU 10

: Gl* u /1|. Atunci E : Er - Ez. Dar funclia este necrescätoare
pe G; çi'pe f/j.. Dacä z, eGi, ær,(-ÉIj* avem rt 1nz çi I (rr) à>* (Í; c) > tw (t ; n)21 @,), adicä I @r)>Í (ø,). Aceastä inega-
litate aratä cä functia I (r) este necrescätoare pe mullimea ,Er.
La fel se vede cä ea este nedescrescätoare Fe Er. Lema 4 este
demonstratä.

10. Rämâne sä examinäm funcliile definite pe o mullime -E
având cel pulin 5 puncte distincte. Pentru aceste funclii avem:
. Teorema 5. Pentru ca funclia f (x) srí f ie o lunclie (M) pe E,

este necesar Si suficient ca ea sd fie o lunclíe (M) pe orice grup d.e

5 puncte øle lui E.
Condilia este evident necesarä. Rämâne sä arätäm cä ea este

çi suficientä.
Dacä I (r) este o funclie (M) pe or.ice grup de 5 puncte ale

lui .B el este, a fortiori, o funclie (M) p" orice grup de 4 puncte
ale lui .8. .

11. Pentru a ajunge Ia demonsl.ralia cerutä vom stabili intâi
câteva proprietäli ajutätoare,

Fie ø un numär real çi sä notäm cu E$) mullimea punctelor
z(B pentru care I@) < ø çi cu,E,(") mullimea punctelor æÇE
pentru care Í (*) > ". Avem evident E@) ^ E,@) :0 çi de-
ducem:

Lema 6. Dacã f @) este o lunclie (M) pt orice grup de 4 puncte
ale lui E çi dacd a este un numdr real oarecare, cel pulin una d,in
proprield{íIe urmdtoare esle satísfdcutd:

f (x) esle o funclie (m-) pe Eta).
1 (x) este o lunclíe (m'r-) pe E'{ø).

Intr'adevär, în cazul contrar, am putea gási punctele nr, íLr,
axseE(cL), fi'u, fr'r, r'rçE'{Ð, frr < rz <,r8, fr,r 1fr,2 1fr,", astfel
ca sä avem:

Í(*,) < min (l @,.), Í (*¡)), Í (*i) > max (l @1, f (æi)).

Este uçor de väzub atunci cä dacä rz 1 æÅ, I (r) nu esbe o
functie (M) p" punctele nr, nz, r[, r[ iar dacä r, ] rf, I (r)
nu este o functie (M) p" punctele æí, ni, tz, ts.

Sä presupunem acum cár f (r) este o funclie (M) dar. cá nu se
reduce la o functie (^). Se vede, ca çi la,demonstralia lemei 2,
cä existä un numär p, unic çi bine determinat, care se bucurä de

I
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proprietatea cä I (æ) este o functie (--) p. ¿(ø) pentru orice ø ( p

dar nu este o functie (--) p" .E(d) dacä a) p. La fel. existä un
numär unic çi bine determinat p' care se bucurä de proprie-
tatea cä I (æ) este o functie (-n) p" E'(0() pentru orice æà p' dar
nueste o functie (m+) pe -E'(ø) dacä n < þ'. Numerele p', B sunt
cuprinse în intervalul închis :

fmin (l @r), Í (*,), Í (rr), Í (rn)), max (Í ("r), f @,), Í (""), Í (rn}]
pentru orice grup de 4 puncte 11 1 nz 1 rs ( zo ale lui .E pentru
care çirul (2) prezintä 2 varialii de semn. Avem de asemenea
p'< p.

Dóclucem de aici:
Lema 6. Dacd 1(x) este o lunclíe (1\{) pe orice grup de 4 puncte

ale lui 8., se poate gdsí un numdr y aslfel cø f (x) sd lie o funclie
(^-) pn StYr pi o lunclie (m+) pe E'(Y).

Este destul sä luäm y€ [p', p]. Penl,ru ca proprietatea sä fie
generalä trebue sä admitem cä P', 9, y pot lua çi valori improprii.
Numerele y care satisfac lema 6 formeazä un interval lnchis
IP', p], finil, sau nu, Acest interval este finit dacä çi numai dacä
functia nu se recluce Ia o funcfi" (*).Atunci p', p sunb tocmai
numerele determinat,e mai sus. Dacä I (ø) esbe o func[ie (m+)
avem p : + oo iar dacä I (r) este o funclie (m-) avem 9' : -.oo.Se poate încä observa cä pe mullimea punctelor u astfel ca

P'' <"Í (") < p, functia esl,e monotonä.
Lemele ó, 6 sunt satisfäcute, a fortiori, de orice functie care

este o funclie (M) p, orice grup cle 5 purrcbe ale lui "8.

12. Putem acum deduce:

Lema 7. Dacd I (x) este o funclíe (M) p, orice grup de 4 puncte
ale Lui E çi dacd numdrul y uerifícd condilíile lemei 6, I (x) este

o funclíe (i\A) pe mullimea E(Ð v E'(Y).

Intr'adevär, dacä G - E'g), H: EØ toate ipotezele lemei 4
sunt satisfácute. l, 2 sunt verificaLe conform definitiei ûulli-
-i¡o¡ [(Y), ¿'tY) çi conform lemei 6. lpobeza 3" este de asemenea
satisfäcutä. In cazul contrar, sä presupunem, de exemplu, br. 1b'-
Fie atunci bt 1 c < ó'. Funclia nu este nedescrescätoare pe H"

çi pe Gá. Putem deci gäsi punctele:

Í1, tz€,H", rz, nEÇ,G'", rt 1rz l rz 1r+'
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astfel,ca f (r,) <Í(*,,) <l@n) <l("r) çi l(r) at ar fi o funclie
(M) pe puncbele 17, rz, ïs, .t+.

Lema 7 este satisfäcutä în particular d,c orice furrclie car-e
este o funclie (M) p" orice grup de b puncte ale lui ,8.

Fie 1 un numär care satisface condiliile lemei 6. putem pre_
supune cä y este un numär fini[. In cazul conlrar funclia /(æ)
este o funclie (nz). Am väzub cä intervalele lö,, bl, lbí, Arl àfå
punctelor de separatie corespunzätoare funcliei pe mullimile

, G : E'(), H : Eq), au cel pulin rrn punct, .o-.rrr, Avem deci
u' =br, bí<b.

'\/om avea ncvoie çi dq urmätoarea:
Lema 8. In ipolezele rJe mei srrs, dacd I ("0) - i¡, ,auent

xo € [b', b] - lbí, b1].
, Intr'aclevär, sä presupunem contrariul. l¡ic de exemplu ro1 b,,

ro1 bi.Atunci | (n) nv este necrescätor pe Gj" çi nu este nedes_
crescátor pe ÍI',". Putem deci gäsi punctele:

t!, rr€,G',", ï;, úç, H;", ír,o < írt < .rz, æo< æ1 <'æ2,

. asbfel ca l(ær)<Í(*,) (y: Í þo), Í(*í) >Í (*i)>y:l(no)
çi se vcde cä dacä rt 1æí,1(ø) nu este o funclie (M) p" punctele
*0, *r, ri, rá, iar dacä æ, ) ri,l (ø) nu este o funclie (M) p"
punctele ro, fr|, frr, fr2.

Tn line avcm çi
I-ema 9. In ipotezele de mai sus, dacd, fi(xo) : y çt d,acd Xo ( b,,

xo ) b, xo ( bí respectiu xo ) br euem IJ ^ (xo, b,) : 0,
H ^ (b, xo) :0, G ^ (xo, bí) :0 respecliu G ; (br, xo) : S.

E destul sã demonstrám proprietat,ea ln cazul ro <b,. Dacá
am avea LI ^ 1no, b') + 0, ar exista un puncb c al lui IJ astfel
ca ro < c < b'. Am avea atunci I @o) > I (r). Insä rlin clefinilia
lui ó'rezultä cä putem gäsi punctele ær, nrale lui G astfel ca c <íxr( æ, gi ca f (rr) > I @r). Ar r.ezulta deci cä funclia nu este
o funclie (llí) pe puncLele to, ct nt, rr. La fel se face demonstralia
Ìn celclalLe Lrci cazuri.

13. så revenim acum la demonstrarea teoremei ó, rnai precis
la demonstrarea suficientei condiliei exprimaûä de aceasl,ä tco-
remä.

Sä presupunem cä / (r) nu se reduce la o,funclic (nr) (cäci
În cazul contrar nu este nimic de demonstrat) çi fie .¡, un numät
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iti"lt¡ car-e satisface condiliile lemei 6. Sä pästräm notaliile dela

Nr. 12 çi Sä notäm cu K mullimea punctelor lui ,E în cale f (æ)

ia valoarea y. Atunci mullimile G, H, K sunt douä câle douä
disjuncte çi reunirea lott este egalä cu ,E.

Pentr-u demonstralie distingem 3 cazuri:
CøzuI I. I( eshe vid. Teolema rezultä atunci din lema 7.

Cuzul II. K are un singur punct æ0, Aici vom distinge 2 sub-
cazuri:

Subcazul IIr. ro€,lb', bl ^lbí, bl. Atúnci func,tia (**) Í (*)
de pe G se poate prelungi pe punctul øo în condiliile lemei 3.

Adäugând deci pe æola G l,eorema rezull,ä din lema 4, l,oate ipote-
zele acestei leme fiind satisfäcute.

Subcazul IIr. rco nu aparline ambelor intervale lb', bf, lbi, br).

Pentru fixalea ideilor sä presupunem cä iú0 nu, aparline interva-
lului [b{, ór] çi cä, de exemplu, ro 1bí. Pe baza lemei 8, avem

æo€lb', ó]. Putem prelungi funclia | (n) d'e pe G pe punctul ro

çi atunci, pe baza lemei gr,intervalul punctelol de separalie cores-

punzäloat-e funcliei Í (*) p" mullimea G - lro\ are cel pulin
un punct comun cu [å', ó]. Adäugând deci Pe ro la G l,eorema

rezultä din lema 4, toate ipotezele acestei leme fiind satisfäcute.
Demonstralia se face la fel dacä no ) bt sau dacä ír0 nu apar-

line inl,ervalului lb', bl.
Cazul III. I{ are cel putin douä puncte. Fie aLunci ld', d'l

cel mai mic inl,erval care conline pe I{. Avem d' <d' Aici dis-
tingem iaräçi douä subcazuri:

Subcuzul 111r. Inter:valul deschis (d', d) nu are niciun punct
comun cu cel pulin una din mullimile G, H' Pentru fixarea ideilor
fie G ^ (d', d) :0.

Dacá, ld', d) ^lb', b,l:0, avem ld', dltlbí, Ör], Pe baza
'lemei 8. Pe baza lemei 3, I (ø) este o funclie (nz-) pe /J - K çi,
pe baza lemei g, inl,ervalul punctclor de separalie corespunzä-
toare acestei funclii are cel pu,tin un punct comuR at lb', bf.
Adäugând deci pe K la I-I teorema rezultä încä aplicând lema 4.

Dacä ld', cI) ^lb', bl/O,i (æ) este o funclie (nr+) pe G u K,
pe baza lemei 3. Pe baza lemei S, intervalul punctelor de sepa-

ratie corespunzätoare acestei lunclii are cel puþin un punct comun
cu [ó'r, br] çi teorema lezultä ca mai sus.

La fel se face demonsl,ralia dacä H ^ (d', d):0.
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S,bcazul IIIr. InLervalul (d,, d) are punct,e comlrne cu ambele

care conline punctele lui fJ ^ (d,, d). Atunci r, 1e, e'{ ør. Nu
putem avea e' ) e. In cazul contrar, pe baza crefiniliei puncteior d,
d', e, e', am putea gãsi punct,ele:

fra, fr+€K, æs€,G, æa€,H, r, < x:z < rs { fra 1rt 1æs

çi atunci pe fiecare din grupele de 5 puncte ts) tz) frs, tè, tq,i rs,
15, üß, tL, rE suntem ln contradicfie cu teorema 4. Avem deci

cä intervalele le', el çi lbi, br] au cel pulin un punct comun.
In cazul contrar am cädea peste o contradiclie cu ãefinifia punc-
tului ¿.

Dar, pe baza unei pr-oprietäli bine cunoscute, dacä mai multe
intervale au douä câte douä cel pulin un punct comun, atunci
ele au cel putin.u¡r punct comun. Rezultä cä intervalele lb,, bf,
fbí, br), lt', tf au cel pulin un punct comun.

lncä demonstratä. )

La fel se face demor¡stralia çi în cazul când frz ) æt.
Teoremà 6 esle deci complet demonstratä.

I n s t it ut u I 

oY'* "#Å" 
"""u 

n i u e t s it ãl i i'

O Õ y'HH ql4fl X PEÁ,JTbH OI4 IIEPEME ITHOi,i NNN¿qI4HbI,

MHO}I|]ìCTBO OIIPIIÄEJIIIHI4ÍI fi OT,OPbIX ECTL C OE.4I4HEHIIE

ÄByx IrOÄMHOII{ECTB IIPOTI4BOIIOJIOfr{HOI{ MOHOTOHI4I',J

(EP-À'-|Þ[OE COÄEP]I{AHI4E )

flaerca BHaqaJIe HoBoe Ãoraoarenr,crBo cneÃyrcu{ero cnoñcrea:
ueoóxo¡ør'toe I{ Ãocraroquoe yc¡oBl4e BoBMoxHocrI{ pagnoxurb pgÃ,

onpe¡,erreul,In E peatswoit, o4uopo¡uofi Opynruuu I (ø) pealrnofi
nepemeuuofi fr HaÃBa nocJIeÃoBareJlbnblx noÄMHoxecrBa c olquoodpaa-

nofi {ynrqøefi Ha raN¡om I{B HIdx npu oguoo6paaHocrl4, HaxoÄau¡efica

e o6parnom HarIpaBneHIII,f B ÐTHx AByx rloqmHoxecrBax' ecrb' r{To-

õu cnoficreo 6stro repnblm ÃJIfl ecqrofi rpyrrbl ua 3 ro'{ex E.
Sare¡rr paccmarpl,IBaerct ra xe aagav.a, 6ee orpaHurlenut, tro

Koropomy ynomtrHyrble noÃMHoxecrsa 6¡l¡Lr óst nocle4oBareJIbHbIMI{'

B ero¡vr cnyqae, {yHrquø, onpe¡,eneHnaÃ Ha 4 tovxax, Moxer He

[oJIbsOBarbCtI l,IsyqeHH¡l¡tr csoficrno¡rt. Ho AoKaSbIBaercfl cneÄyouÌee

csoficreo: ueo6xogøMo I4. ,qocraror{Ho, ,qnfl Toro qrodsl MuoxecrBo
onpeÄ,eneHl{a -E (lrmeroqee no ¡¡eu¡urefi rrrepe 5 rover) | (n) 6uno
ósr oõre¡uHeHrrem ÄByx no.qMno)I(ec-rB, npIzToM vro {ynrqufl o,qHo-

o6paaua Ha l<axÄom u nporl¿Bono¡oxuofi o¡uooópaanocru Ha

ÄByx [o.qmno]r(ecrBax, qrodu csoficteo 6rtlo nepnblm Ãnfl scgrofi
rpyrrrbr ua 5 roqer E.
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(RÉSUMÉ)

L'auteur clonne cl'aborcl une nouvelle démonstration cle la
propriété suivante: La condition nécessaire et suflisante pour
qu'on puisse décomposer l'enéemble de définil,ion ,E de la fonc-
tion / (r), réelle, uniformc, cle la variable réelle Ø, en deux sous-

ensembles conséculíÍs, sur chacun la fonction étant monotone et

la monotonie étant de sens opposé sur les deux sous-ensembles,

esb que la propriété soit vraie slrr l,out groupe de 3 froints cle -8.

Ensuil,e on examine le même pl'oblème en levant la restric-
tion que lcs sotts-ensembles en question soient consécubifs. Dans

ce cas, une loncl,ion définie sur 4 points peut ne pas jouir de la
propriété é[ucliée. N{ais on démontre la propriété suivante: La
conclition nécessaire ct suffisante pour quo l'ensemble de déÍini-
tion ,E (ayant au moins 5 points) de t' @), soit la réunion de cleux

sous-ensembles, sur chacun la fonction étant monotone 'et de

monotonie opposée sulr les deux sous-ensembles, est que la pro-
priété soit vlaie sul toub groupe de 5 points de .E'
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