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I. Vom considera funclii f (z), reale, finite, uniforme si defi-
nite pe o mulfime liniard oarecare E. Vom nota cu M (f; E) mar-
ginea superioard si cu m (f; K) marginea inferioard a acestei
functii. In fine vom face uz de notafia

[ () = (23)

TLogr—= 1]

(21, @5 ] =

Conditia necesard si suficienti ca f(x) sd [ie monoton pe E
este ca s avem [z, 255 [] [@,, @3; f] =0, pentru orice grup de 3
puncte a,, z,, xz ale lui [£, Rezultd ¢d dacid functia nu este mono-~
tond se pol gdsi punctlele z; < @, < @, ale lui I, astfel ca si avem
[y, o5 [] [0, 255 [] < O1).

Fie a un numdr real si s& punem ?).

E, =FE ~(—o0, a), E;, =E ~ (a, + c0).

54 notdm cu I, E."multimile E,, E, adiogind, daci a € E,

punctul a la una carvecare din aceste mullimi. Vom avea atunci

E,=E, E = E, dacd « nu aparfine lui E,

L= E,v {a}, E} = E.sau E, = E,, ;' = E, v {a} dacd «€ E.
. a ) a «a a 3 a

Yy Pentru mai mulle detalii a se vedea: Tiberiu Popoviciu, Noles sur
les fonclions convexes d’ordre supérieur (VII). Bull. Acad. Roumaine, 22, 29—33, 1939.
2
2) Intervalele (-— o, @), (a4, 4+ ) sunl deschise. Un interval inchis va fi notat
cu [a, 0], chiar dacd una sau ambele extremititivsunt numere improprii 4 e sau
— . Conventic analoagd pentru intervalele semiinchise sau semideschise.

I Analele Agademiei R.P.R., Seria: Matematicd, Fizicd, Chimie. Tom. 1II. Mem. I,
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Avem totdeauna E = E'v E;', E; ~E; =0 §i zicem .cﬁ
E este descompus in reunirea a doud submulfimi consecutw(?.
Punctul a este punctul de separafie a acestei desc‘ompunerlv.
Existd o singuri descompunere de punct de separatie q, daca}
acest punct nu apartine lui E si doud astfel de descompuneri
dacd a€ E. N

Vom zice ci f(z) este o functie (m) (pe E) dacé-ex.lsta o des-
compunere E = E.v E.* a lui E in doud submuli;n_nl consecu-
tive astfel ca functia s¥ fie monotond pe fiecare dlIlV multimile
E: E.*, monotonia fiind de sens opus pe aceste doua} submu}—
timi ale lui E. Mai precis vom zice ¢ f (x) este atunci o ftmc’gle
(m+) respectiv o functie (m~) dupd cum ea estve necrescatoa.re
respectiv nedescresciitoare pe Ej (deci nedescrescdtoare respectiv
necrescitoare pe E.*). :

E clar c# orice functie monotond este in acelagi timp o func’g_lej
(m*) si o functie (m—). Reciproc, orice functie care e_ste in acelav§1
timp o functie (m*) si o functie (m—) este o fu.nci;le monotonfm
Daci f (z) este o functie (m*) respectiv o f.unc’gle (m*)3 fupc!;,la
— f (z) este o funclie (m~) respectiv o functie (m*). I.n fine, orice
functie (m*) pe E este o functie (mt) pe orice submultime a lu1 E

2. Pentru a simplifica expunerea vom face citeva convenfil.
Liniaritatea si cresterea (descregterea) sunt cazuri part.iculare a?e
nedescresterii (necresterii). Convenim de asemenea ca orice funcf,l?
definitd pe cel mult un punct si fie consideratd ca monotona
si anume indiferent crescdtoare sau descrescitoare.
" Cu aceste conventii una din submultimile de descompunere
E:, E.*, corespunzitoare unei funclii (m), poate sa se. reducé
la multimea vidd. Acest lucru are loc de altfel dacd s numai
daci funclia este momnotond. Punctul de separatie a poai_:e i
fie unul din punctele improprii ~— oo sau 4 oo, ceea ce 1arasl
are loc dach si numai dacd funclia este monotona. 1

Orice funclie definitd pe cel mult 2 puncte este monotond

si orice functie delinitd pe cel mult 3 puncte este o functie (m).

Calculele cu numerele proprii si improprii se fac dupd regulile
obignuite.

3. Pentru ca f () sa fie o functie (m*) pe punctele z; < z, < @3
este necesar gi suficient ca sd avem

(1) f (%) = max (f (z,), f(xs)).
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In cazul unei multimi E avand cel pufin 3 puncte, avem:

Teorema 1. Peniru ca f (x) sd fie o funciie (m*) pe E esle nece-
sar gi suficienl ca sd fie o funcfie (m*) pe fiecare din grupele de
cdte trei puncle ale lui E.

Aceastd proprietate se poate enunfa si sub forma urmitoare:

Teorema 1'. Penlru ca f (x) sd fie o funcfie (m*) pe E esie nece-
sar si_suficient ca inegalilalea (1) sd fie ‘werificald peniru orice
grup de 3 puncle x; < x, < X, ale {ui E.

In cazul functiilor (m~) avem proprietdti analoage, inegali-
tatea (1) fiind inlocuitd prin : ;

(@) = min (f (), [ (25)), 23 < @ < 5.

Rezultd c& dacd o functie f(z) nu este o functie (m) putem
glst punctele o, < x, <z, 21 < 22 < 23 ale lui E astfel ca

f (@) > max (f (z,), f(x)), f(x3) < min (f (@i), [ (a3)).

Un rationament simplu ne aratd ¢ putem atunci gisi 4 puncte
&y <y < a3 < xy ale lui K astfel ca sirul

(2) [mla La 5 f]; [032, L3 ﬂ’ [.’133, Lq ;5 f]
8 aibe 2 variafii de semn 1)

Ins& pe ‘punctele x;, < @, < z, < x, proprietatea de a fi o
functie (m) se exprimi tocmai prin faptul ca sirul () sii aibi
cel mult 1 variatie de semn. Pentru functiile definite pe cel putin
4 puncte deducem deci:

Teorema 2. Peniru ca f (x) sd fie o funcjie (m) pe E esle necesar
st suficienl ca sd fie o funcfie (m) pe orice grup de 4 puncle ale
lui E. :

Aceastd proprietate se poate enunta si sub forma:

Teorema 2. Peniru ca t (x) sd fie o funcfie (m) pe E este nece-
sar si suficient ca girul (2) sd aibd cel mult 1 variafie de semn, ori-
care ar fi punclele x; < x, < X3 < x, ale lui E.

4. Demonstratia teoremei 1 am dat-o in alt¥ parte 2). Inega-
litdtile (1) sunt evident necesare. Vom da o noui demonstratie

1) Termenii sirului sunt deci toti == 0 si alternativ pozitivi $i negativi.
?) Tiberiu Popoviciu, Deux remarques sur les fonctions convexes. Bull.
Sc. Acad. Roumaine, 20, 45—49, 1938,

IE
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a suficientel acestor inegalitdti si vom preciza apol putin struc-
tura functiilor (m). :

Avem intéi: _ |

Loma 1. Dacd inegalilalea (1) este verificald penlru orice grup
de 3 puncle X, < Xy < Xg ale lui E 5t dacd a este un numdr oare-
care, funcfia I (x) esle monolond pe una cel pufin din mulfimile
E,, E.. ‘ ] e

ie s pre i unct

Pentru demonstrafie sa presupunem contrariul. Putem a
"gisi punctele

- L " 5
Ty, Loy Tz € Ba; T4, T wg EEG; @ <y < Ty < Ty < x5 < T

astfel ca sd avem
["Ela i‘rz; ﬂ [m2, "53; ﬂ <0) '[$4, mS; ﬂ [.’IJ5, mﬁ; ﬂ <0

si se verificd ugor cd pe unul cel putin din grupele de 3. puncte
Ty, Ty, Ty} Lgy Ty Tg) Loy T3 Tas Loy Loy Lo inegalitatea (1) nu este
verificata. , 2

Se poate incd preciza lema 1, insfi enuntul de mai sus esle
suficient pentru ceea c¢e urmeaza. De exemplu se vede ugor c¢a
in enuny se poate inlocui K, FEa prin Hj, E; respectiv.

Deducem de aici:

Lema 2. Dacd inegalilalea (1) esle verificald peniru orice grup
de 3 puncle x; < Xy < Xy ale lui B, se poale gdsi un puncl ¢ asifel
¢a funcfia t (x) sd fie necrescdloare pe i, st nedescrescdloare pe B

Este destul si demonstrim proprietatea in cazul cénd f ()
nu este monolon pe L Y). _

Existd puncte a astfel ca f(z) sa fie monoton 'pe E,. Intr’a-
devir, dacd pentru punciele z; < @y < %3 ale lui E avem
[, @3 1] [@a, @35 ] <O atunci, in virtutea lemei 1, orice a4 < @
verificd proprietatea. Dacd apoi 4, < a §i [ (z) este monoton pe K,
el este de asemenea monoton pe E,. Fie b marginea superioara
a punctelor @ Punctul b este unicul punct care s¢ bucurd de
proprietatea c& f(z) este monoton pe E, pentru orice a =b $l
nu este monoton pe K, dacd ¢ >b. Avem b> — oo gl de ase-
meneca b < - oo deoarece este evident c¢d b = z,. La fel se vede
cd existd un punct unic §i propriu b’ care se bucurd de proprie-

1) Vezi mai jos cazul cand f (z) este monoton.
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tatea cii f («) este monoton pe F; pentru orice a = b’ si nu este
monoton pe E, dacd a <b'. Avem inegalitatea b’ =< b cici, in
cazul contrar, functia nu ar fi monotond pe niciuna din muli;,i-'
mile Ez,p  E'pyp  ceea ce e in contradiclie cu lema L.

a

bl 2
2

Lema 2 va fi satisficutd dacd ludim ¢ € [b', b]. Funclia este
monotond pe fiecare din multimile E,, E; si rdméne sd demon-
strim cd ea este efectiv necrescéitoare pe FE. si nedescrescatoare
pe E.. Pentru lixarea ideilor s& ardtim c& funclia este necresci-
toare pe E.. In cazul contrar am putea gisi punctele z, z, EE,,
x, < a, astfel ca si avem f(xy) < f(zp). Insd, funciia nefiind
monotond pe E, se pot gdsi punctele =i, x) € E, zf < x5 astfel
ca si avem f(xi) > f(xi). Ar trebui sd avem atunci @z, < 5.
Dacd f(a5) < f(x,) inegalitatea (1) nu este verificatd pe punc-
tele x,, @, z'y. Dacd f(axs) =[(a,) ar trebui sd avem g1 @, < xq
si inegalitatea (1) nu ar fi verificatd pe punclele z,, i, 5. Se
demonstreazd la fel ¢d f(x) este nedescrescitor pe K.

5. Teorema 1 rezultd acum usor. Fie ¢ un puncl care satisface
lema 2. Daci ¢ nu apartine lui E descompuncrea ciutatd este
E = E: v E’.. Daci c€ E, pe una cel putlin din multimile E, v {c},
E; o {c} funclia este monotond. Intr'adevir, in cazul contrar, am
putea giisi punctele x; € F,, a, € Ef astfel ca f(z,) < [ (c), (@) <
< f(c) si inegalitatea (1) nu ar fi verificata pe punctele i, ¢, .
Teorema 1 rezultd inc, adiugand punctul ¢ la una din mulfimile
E,, E{ si descompunerea lui E este inch de forma E = E; v BE’;.

Rezultate analoage subsistd pentru funcliile (m—).

Daci f (z) este o functie (m) punctele ¢ de separalie ale des-
cormupunerilor E = L7 « E” in doud submulfimi consecutive de
monotonie opusd formeazd un interval [0, b], finit sau infinit,
putdnd si se reducd la un singur punct. Acest interval este tot-
deauna inchis cu conditia de a considera si numerele improprii
— 00, 4+ 0o. Daci f (x) nu este monoton, b’, b sunt tocmai nume-
rele finite determinate mai sus. In acest caz ', b trebue sa apar-
tind oricédrui interval inchis care confine trei puncte z; < @, < 2,
ale lui E astfel ca si avem [z, @y; f] (@ @53 f] < 0. Dacd f ()
este monoton, intervalul [b’, b] este inlinit sau se reduce la unul
din punctele impropmi + oo, — co. Intr’adevir, daca privim
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functia ca o functie (m+) avem b’ = — oo dacd ea este nedes-
EresCétoare si b = + oo dacd ca este necrescétoare. ;
Dacid mul{imea E ~ (b', b) nu este vida, funciia se reduce
la o constantd pe aceastd mulfime. Intr’adevar, dacd f(z) este
o functie (m*) si dacd =z, €E ~ (b',b), el este necrescitor

pe E. v {x,) si nedescrescitor pe Ei v {z,}. Se deduce c8

f(zo) = m (f; E). La fel se vede ci dacd f(x) este o funciie
(m~) avem [ (2o) = M (; E).

Din cele ce preced rezultd ci, pentru o funclie (m), descom-
punerea lui E in doudl submul{imi consecutive de monotonie
opusi se poate face, in general, in mai multe si chiar intr'o
infinitate de feluri. Este usor de vizut care sunt cazurile in care
aceastd descompunere este unicd. Presupundnd c& f(z) este
o functie (m+*), pentru unicitate este necesar ca mulfimea
E ~ (b, b) s& fie vidd §i in plus e necesar si sulicient ca s& avem:
b, b €Esif(b)>m(f; Ey)sau f(b') > m(f; Ej), dacd b’ = b;
cel mult unul din punctele &’, & s& apartind lui E si f(b) >
>m(f ;E3) respectivf (b)> m (f; Es-) dupi cum b’ € E respectivb € E,
dacd b < b. i

6. Inainte de a merge mai departe vom face asupra funcfiilor
(m) o observatie care ne va fi utild mai jos.

Fie f(x) o functie (m*), [b’, b] intervalul punctelor de sepa-
ratie corespunzitoare iar I un interval oarecare (inchis sau nu)
carc nu are puncte comune cu E (deci E ~ I = 0. In fine fie E,
o submultime oarecare a lui I. In aceste conditll avem:

Lema 3. Dacd inlervalele [b’, b] si 1 au cel pujin un punct
comun §i dacd y esle o conslanld aslfel ca y<m (f; E), funclia

e f (x), pentru z € E,

v, pentru z € £,
este o funclie (mt) pe E v E,.

Este suficient si demonstrim proprietatea pentru E; = I.
Fie atunci ¢ € [0, b] ~ I §i sd punem F' = E o I. Funclia f, (z)
este necresciitoare. pe Fe, cici, se vede usor cé ea este necresci-
toare pe E,v I iar F. este o submultime a acestel multimi. Se
vede la fel ¢i f, (z) este nedescrescitor pe F7. Lema 3 rezultd.

Se poate incd observa c¢d intervalul punctelor de separafie
a descompunerilor, lui, ' corespunzitoare funcfiei f, (z) contine
intervalul I, deci [b', b] conline de asemenea intervalul I.

=2
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O proprietate analoagh are loc pentru functiile (m—), inegali-
tatea din ipoteza lemei 3 fiind atunci y= M (f; E).

7. Ne propunem sii generalizim teorema 2 supriménd res-
irictiaca submultimile considerate ale lui £ sd fie consecutive.

Vom zice cd f(x) este o functie (M) (pe E) dacd E se poale
descompune in reunirea a doud submultimi (vide sau nu), pe-
tiecare functia fiind monotond si monotonia fiind de sens opus
pe cele doudi submul{imi. E clar c¢8 orice functie (m) este o
functie (M). In particular deci orice funciie definitd pe cel mult
3 puncte este o functie (M). In fine e evident c@ orice funciie
(M) pe E este o functie (M) pe orice submultime a lui E.

S48 examindm intdi funcliile definite pe 4 puncte distincte
Ly < Xy < 'Ty < x4, S8 considerdm sirul

(3) [ (o), [(21), [(%a)s [ (a)-

. Daca functia f (z) nu este univalenta, ¢a este evident o funclie
(M). In cazul contrar (deci daci functia e univalent3) doud cazuri.
trebue distinse: -

1°. Sirul (3) nu este strict monoton.
2°. Sirul (3) este strict monoton (crescdtor sau descrescitor).
In cazul 1° avem: \ '
[Z, Zo5 f] [21, 205 f] < 0 sau [@y, 245 [] [@, 245 f]< 0
si examindnd toate cazurile posibile se vede c& f(x) esle o

funciie (M), descompunerea multimei de definifie fiind, de
exemplu:

{z,} v {2, Tz}, () v {zy, T3 xy), (%) v {1, T, T4,

et s sau {2} {3, @)

In cazul 2° este suficient a examina loate descompunerile
multimei de definifie in reunirea a doud submulfimi pentru a
vedea cd functia nu este o funclie (M).

Avem deci:

Teorema 8. Peniru ca funcfia f(x), definild pe punclele x; <
< X, << X3 < Xg, $d fie o funclie (M), esle necesar si suficient ca sirul
(3) sd nu fie strict monolon. ] _

8. 84 considerdam acum o funclie f(z) definitd pe 5 puncte
distincte z; < @, < @3 < 24 < 5. Pentru ca f (z) & fie o functie
(M) este necesar ca ea si fie o funcfie (M) pe orice grup de 4
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puncte alese printre punctele z;, x,, @3, &4, 5. Insd, aceastd con-
difie nu esle suficienld. ?

Sa ciutim sa determindm functiile care se bucurd de proprie-
tatea ci ele nu sunt functii (M) dar cd ele sunt funciii (M) pe
orice grup de 4 puncte alese dintre cele(d puncte 00n51derate
Vom distinge pentru aceasta doud cazuri: -

1%, 7 (1) 2= f (5).

2% [ (=) = f (x5). :

Vom ardta ¢a in cazul 1° nu existd funclii de forma ceruta.
Pentru demonstratie putem prestpune f(z,) < f(z;). Atunci
functia nu poate [i necresciitoare pe punctele x,, g, x, i trebue
deci sd avem f (&) < f (2;) sau f(xs) < f (a,).

Sa presupunem f (@) < f(x5), f (@) < [(zs). Functia poate
avea una din urmitoarele 10 forme 1):

L0 () < f (1) < [ (25) <[ (),

R f(mg) <[ (m) <[ (wa) <[ (),

3% [ () <[ (@) <[(2) <[ (),

4°. f (@) <[ (1) <f(5) <T (),

5% [ (o) < f(m) =[(x) =/ (),

8% [ (z) = [ (22) <[ (2s) =T (),

70 f () =1 () <[ (%) =[(24),

8°. f (w) < [(wms) =f (), [ () =] (@1),
9. f (@) =1 (@) = [ (5), [(za) =1 (@),
10°. f (1) =< [ (25) <1 (), [(25) = [ (24)
In cazurile 1°, 2°, 3° respectiv 4° functia nu este o functie (M)

pe grupele de 4 puncle @, x,, x,, 5; &, Ty, T3, Ty; To, Tz, Lg, Tp
respectiv @y, @, &5, ;. In cazurile 5°, 6° respectiv 7¢ functia este
o functie (M), fiind monotond pe grupele de 4 puncte z;, x5, z,,
Ty} Xy, Lo, L3, L5 TesSpectiv ay, ,, ¥, ;. In cazurile 8°, 9° respectiv
10° functia este o functie (M), descompunerea in doud submul-
{imi de monotonie opusd fiind, de exemplu, {z;, z,,} O {ity, g%},
{s, T4} v {@y, @5, 25} TESPECHIV {Ty, a5} v {2y, X9, X5}

Prin simetrie se vede cd aceeasi proprietate are 'loc dacd
fz) < [f(xs), f(x5) <f(z4). In fine proprietatea rezultd la fel

si pentru f (z) > f ().

1) Cele 10 posibilitdfi nu se exclud mutual.

&
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Fie acum cazul 2° dela inceputul acestui numdr. Vom arita
c3 in acesl caz exisld funcfii care nu suni funcfii (M) pe cele 5 puncle,
dar sunt funcfii (M) pe orice grup de 4 puncle alese dintre acestea.

O astfel de functie nu poate s& fie monotond pe. punctele z,
s, x, si nu poate lua valoarea f (a;) = f (z;) in niciunul din aceste
puncte. Dacd f (z,), f (xs), f (x,) sunt toti mai mari sau toll mai
mici decat f (x;) funclia este 6 funclie’ (M), descompunerea fiind,
de exemplu:

(21, @3} v (@, sy @5} sAU {T5, Ty} v {2y, T, T5)

Riémane si examindm functiile pentru care unul din siru-
rile:

max (f (x,), f(x4)), | (wl) =
), min (f (z,), f( ,))

f(x5), [ (1) =7 (s
este crescator.

Se verificd usor c¢i o astfel de functie este o functie (M) pe
orice grup de 4 puncte alese dintre punctele TR 5y | Bigh ms,
dar c& ea nu este o functie (M) pe toale aceste puncte.

In definitiv avem:

Teorema #. Penlru ca funcjia f(x), definild pe punclele x; <
<X, < X3 < X, < X, 8d fie o funcjie (M), esle necesar $i suficient
ca sd fie o funciie (M) pe orice grup de 4 puncle alese dinlre punc-:
lele Xy, X5, X3, X4, X5, $1 ca s& nu fie de forma f(xl) = f (x4), unul
din sirurile (4) fiind crescdlor.

In felul acesta structura functiilor (M) definite pe cel mult
5 puncte este precizata. ] '

9. In cele ce urmeazi ne vom folosi de urmitoarea:’

Lema 4. Fie E=Gov H, G~ H =0 si f(x) o funcfie defi-
nild pe E care verificd urmdioarele proprieidﬁ

1° f (x) esle o funcfie (m*) pe G si esle 0 ]‘uncﬁe (m~) pe H.

m(f; G) = M([f; H). ; :

3°. Infervalele [b’, b] si [bi, b;] ale puncielor de separafie ale
descompunerilor corespunzdloare funcfiei f(x) pe G si' H, au cel
pujin un punct comun.

Atunci f (x) esle o funcjie (M) pe E. Ko

Fie ¢ €[b), b] ~[bf, b)) si° G=G:iv G, H=H;vH’
descompunerile corespunzitoare ale lui G, H pentru punctul
de. separatie ¢. S# considerdm multimile E; = GZ v H., E; =
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=G{' v H;. Atunci E = E, v E,. Dar functia este necresciitoare
pe G; si pe H;*. Dacd z; €G:, x, € H avem z; < zy si f (z,) =
=m (f; G)=M(f; H)=/ (z), adich f(a;) =f (2,). Aceasti inega-
litate aratd cd funclia f(z) este necrescitoare pe multimea E,.
La fel se vede cd ea este nedescrescitoare pe E, Lema 4 este
demonstrata.

10. Réméne sf examindm funciiile definite pe o mullime E
avind cel pufin b puncte distincte. Pentru aceste functii avem:

Teorema 8. Peniru ca funclia f(x) sd fie o funcfie (M) pe E,
esle necesar si suficient ca ea sd fie o funcfie (M) pe orice grup de
5 puncle ale lui E.

Conditia este evident necesari. Rdméane si aritim cd ea este
si suficienta.

Dacd f(z) este o functie (M) pe orice grup de b puncte ale
lui E el este, a fortiori, o functie (M) pe orice grup de 4 puncte
ale lui E. «

11. Pentru a ajunge la demonstratia ceruti vom stabili intéi
citeva proprietiti ajutdtoare.

Fie « un numir real i si notdm cu E® mul{imea punctelor
x € E pentru care f(z) < a si cu E'™ mullimea punctelor z¢ E
pentru care f(z) >« Avem evident E® ~ E'® =0 si de-
ducem:

Lema 5. Dacd f (x) esle o funcfie (M) pe orice grup de 4 puncle
ale lut B i dacd « este un numdr real oarecare, cel pujin una din
proprieldfile urmdloare esle salisfdculd:

f (x) esle o funcjie (m—) pe E®,

f (x) este o funclic (m*) pe E'®,

Intr’adevér, in cazul contrar, am putea g#si punctele z,, z,,
T3 € B, 2y, aly, 23 € B'®, xp < a1y < @y, ') < @'y < x5, astfel
ca sa avem: ‘

[ (@) < min (f (z,), [ (25)), [ (28) > max (f (1), [ (5)).

Este ugor de vazub atunci c¢i dacd z, < 23, f () nu este o
functie (M) pe punctele z,, x, w5, 2 iar dacd w, > z3, f ()
nu este o funcfie (M) pe punctele z{, x5, x,, x,.

S& presupunem acum ca f (z) este o functie (M) dar ci nuse
reduce la o functie (m). Se vede, ca si la- demonstratia lemei 2,
¢d existd un numir B, unic si bine determinat, care se bucurd de
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proprietatea ca f (z) este o funclie (m—) pe E® pentru orice « < B
dar nu este o functie (m—) pe E® dacd a> B. La fel, existi un
numar unic $i bine determinat p’ care se bucurd de proprie-
tatea cd f (z) este o functie (mt) pe E'® pentru orice « = B’ dar
nu este o funclie (m*) pe E'™ dacd « < B'. Numerele p’, 8 sunt
cuprinse in intervalul inchis: :

[min (f (), f(22), f (@), f(24)), max (f (1), [ (23), f (), f(24))]

pentru orice grup de 4 puncte 2, < z, < z; < z, ale lui E pentru
care sirul (2) prezintd 2 variatii de semn. Avem de asemenea
pr=p. |

Deducem de aici:

Lema 6. Dacd f (x) esle o funcfie (M) pe orice grup de 4 puncte

“ale lui By se poale gdsi un numdr vy asifel ca f (x) sd fie o funcjie

(m~) pe EM si o funclie (m+) pe E'®,

Este destul s& ludm v €[p’, B]. Pentru ca proprietatea sa fie
generald trebue sd admitem cd g’, B, v pot lua gi valori improprii.
Numerele y care satisfac lema 6 formeazd un interval inchis
[8’, B], finit sau nu. Acest interval este finit daci sl numai daca
funcfia nu se reduce la o functie (m). Atunci g’, p sunt tocmai
numerele determinate mai sus. Dac#d f(z) este o funclie (m+)
avem B = - ooiar dacé f (z) este o funciie (m~) avem B’ = — oo.

Se poate incd observa cd pe mulfimea punctelor z astfel ca
B’ <f(x) < B, funclia este monotoni.

Lemele 5, 6 sunt satisfdcute, a fortiori, de orice funclie care
este o functie (M) pe orice grup de 5 puncte ale lui E.

12. Putem acum deduce:

Lema 7. Dacd [ (x) esle o funcjie (M) pe orice grup de 4 puncle
ale lui E si dacd numdrul y verificd condifiile lemei 6, f (x) este
o funcfie (M) pe mulfimea EM o E'),

Intr'adevir, dacd G = E'M, H = E® {oate ipotezele lemei 4
sunt satisficute. 1°, 2° sunt verificate conform definifiei mulfi-
milor EM, E'™ si conform lemei 6. Ipoteza 3° este de asemenea
satisfdcuta. In cazul contrar, si presupunem, de exemplu, b; < b'.
Fie atunci b, < ¢ < b’. Functia nu este nedescrescitoare pe H.
i pe G:. Putem deci gési punctele:

Ty, Ty € H,, Ty, TGl 2 < Ty, <y < Ty’
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astlel ca f(z,) < f (;) <[ () <f(a:3) si f(x) nu ar fi o funclie
(M) pe punctele z,, @, x;, x,.

Lema 7 este satisficutd in particular dc orice functie care

este o funclie (M) pe orice grup de b puncte ale lui E.

Fie vy un numir care satisface condifiile lemei 6. Putem pre-
supune cd y este un numir finit. In cazul contrar functia f (z)
este o funclie (m). Am vizub ci intervalele [b', b], [bi, b,] ale
punctelm de separatie corespunzatoale funci;lel pe multimile
G = E'®, H=FEY? au cel pufin un punct comun. Avem deci
b'<b, bi<b

-Vom avea nevoie si de urmitoarea:

Lema 8. [In' ipolezele de  mai sus, dacd [(xy) =y, ‘avem
Xo € [b’, b] v [bf, by]. '

- Intr’adevir, si presupunem contrariul. Fie de exemplu Zo<< b,
o< by. Atun(/l [ (z) nu este necrescator pe G, sinu este nedes—
crescitor pe Hj . Putem deci gdsi punctele:

’ lf I ’ v 3 ’
Ty, T, €GL, i, mEH,, 2y <2 <2 o< ai< L,

Castlel oa f(z) < f(2) <y =f (a0), f(ai) > (23) > = [ (a0)
$1 se vede cd dacd x; < af, f (z) nu este o functie (M) pe punctele
Lo, &y, @, T3, 1ar dacd x; > 2, [ (z) nu este o functie (M) pe
punctele z,, z{, #;, Z,.

In fine avem si

Lema 9. In ipolezele de mai sus, dacd § (x0) = vy i dacd x4, < b,
Xy > b, X, <b{ respectiv x,>b, avem H ~ (x5, b').= 0,
H ~ (b, xo) =0, G ~ (x,, bi) = 0 respecliv G ~ (b,, Xo) = 0.

E destul sd demonstrim proprietatea in cazul z, < b’. Daci
am avea H ~ (x4, b') 5£0, ar exista’ un punct ¢ al lui H. astfel
ca Ty < ¢ <b'. Am avea atunci f(z,) > f(c). Insd din definitia
lui b rezultd ¢ putem giisi punctele x,, x, ale lui G astfel ca ¢ Ty
< s1 ca f(xy) >f(x). Ar rezulta deci ci functia nu este
o tunclie (M) pe punclele x,, ¢, z;, z,. La fel se fdce demonstratia
in celelalte trei cazuri.

13. S& revenim acum la demonstrarea teoremei 5, mai precis
la demonstralea suficientei condifiei exprimatd de aceastd teo-
rema.

Sé presupunem cd f(x) nu se reduce la o' funclic (m) (céci
in cazul contrar nu este nimic de demonstrat) si fie y un numir

o R ——— -
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‘(finit) care satisface conditiile lemei 6. S3 pastrdm notafiile dela

Nr. 12 si §3 notdm cu K multimea punctelor lui E in care f ()
ia valoarea y. Atunci multimile G, H, K sunt dous cate doui
disjuncte si reunirea lor este egald cu E.

Pentru demonstratie distingem 3 cazuri:

Gazul I. K este vid. Teorema rezultd atunci din lema 7.

Cazul II. K are un singur punct z, Aici vom distinge 2 sub-
cazuri:

Subcazul II,. x4€[b', b] ~[bi, b]. Atunci functia (m+) f(x)
de pe G se poate prelungi pe punctul , in conditiile lemei 3.
Ad¥ugéand deci pe z,la G teorema rezultd din lema 4, toate ipote-
zele acestel leme fiind satisfacute.

Subcazul 11,. z, nu apariine ambelor intervale [b’, b], [bi, b;].
Pentru fixarea ideilor s presupunem cd &, nu aparline interva-
lului [bi, b,] si cd, de exemplu, @, < bi. Pe baza lemei 8, avem
x, € [b’, b]. Putem prelungt functia f () de pe G pe punctul z,
si atunci, pe baza lemei 9, intervalul punctelor de separafie cores-
punzitoare funcliei f(z) pe mulfimea G v {z,} are cel putin
un punct comun cu [b’, b]. Addugind deci pe z, la G leorema
rezultd din lema 4, toate ipotezele acestei leme fiind satisfdcute.

Demonstralia se face la fel dacd z, > b, sau dacid x, nu apar-
tine intervalului [b’, b].

Cazul I1I. K are cel pulin doud puncte. Fie atunci [d', d]
cel mai mic interval care confine pe K. Avem d' < d. Aici dis-
tingem iardsi doud subcazuri: :

Subcazul III,. Intervalul deschis (d’, d) nu are niciun punct
comun cu cel putin una din multimile G, H. Pentru fixarea ideilor
fie G ~ (d', d) = 0. £ g

Dach [d'; d] ~ [b, b] =0, avem [d', d] < [bi, b,], pe baza
lemei 8, Pe baza lemei 8, f {z) este o functie (m ) pe H v K si,
pe baza lemei 9, intervalul punctelor de separalie corespunzd-
toare acestei functii are cel putin un punct comun cu [b’, b].
Ad#ugind deci pe K la H teorema rezultd incd aplicind lema 4.

Daca [d'; d] ~ [b', b] 2 0, | (z) este o funclie (m+*) pe G v K,
pe baza lemei 3. Pe baza lemei 9, intervalul punctelor de sepa-
rafie corespunzitoare acestei funclii are cel putin un punct comun
cu [by, by) si teorema rezultd ca mai sus.

La fel se face demonstratia dacd H ~ (d’, d) = 0.
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Subcazul 111,. Intervalul (d’, d) are puncte comune cu ambele
submulfimi G, H. Fie atunci 2, €G ~ (d d), 2 € Hn (d',d) si,
pentru fixarea ideilor, fie 2, < &y, Avem d' <, < &< d §l, Ipé
baze teoremei 4, H ~ (z;, d) =0, G n (d, 2,) = 0. Fie atunci ¢
extremitatea stingd a ¢elui mai mic interyal care confine punctele
lui G ~ (d'; d) si e’ extremitatea dreaptii a celui mai mic interval
care confine punctele lui H ~(d', d). Atunci 2, <e, ¢’ < @,. Nu
putem avea e’ > e. In cazul contrar, pe baza definitiei punctelor d,
d’, e, e/, am putea gdsi punctele:

Ty, 2, € K, €6, 2 € H, 1y < 2, < x5 < 4 T = Ty

§1 atunci pe fiecare din grupele de 5 puncte Ly, Ly, Ty, Lg, Ly Ly,
X5, g 2y, &, suntem in contradiclie cu teorema 4, Avem deci
¢’ =e¢. Daci c€[¢’, ], avem G ~ (d, ¢) =0, H ~ (¢, d) =0,
Zic acum ca intervalele [e/, e] si [b’, b] au {,eI pufin un punct
comun. Intr’adevir, nu putun avea e << b’ clel atunci, pe baza
definifiei punctului d’si pe baza lemei 9, am avea H ~ (d/, ') = 0,
in contradicfie cu definifia punctului ¢/, Nu pulem avea nici
b <e' ciici, tot pe baza lemei 9, am avea H ~ (b, d) =0, care
lardgi contrazice dLIImLm punctului e¢’. La fel se dumonstreaza
(i2:1 1ntervalele [e’; e] si [bi, b} au cel putin un punct comun.
In cazul contrar am cidea peste o contradictie cu definifia punc-
tului e.

Dar, pe baza unei propriet&ti bine cunoscute, daci mai multe
intervale au dou# cite doud cel pulin un punct comun, atunci
ele au cel pulin-un punct comun. Rezultd c¢& intervalele (b, b]
[bi, b1, [¢/, €] au cel putin un punct comun. :

Fie eg [, b]  [b], bj] ~[e/, ¢]. Pe baza lemei 8, f(z) este
o funclie (m*) pe Gv K; si o funclie (m—) pe Hv K, unde,
in cazul ¢ ¢ K, este lndltFl‘Cl‘lt carel submultimi K., K/ addugim
acest punct ¢. Toate ipotezele lemei 4 sunt atunci satisfacule,
inlocuind pe G, H cu G« K;, H < K'; respectiv. Teorema e
incé demonstrata j

La fel se face demonstrafia si in cazul cénd z, > a,.

Teorema 5 este deci complet demonstrata.

b
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0 OYHEIUAX PEAIBLHOU IIEPEMEHHOI/I BEJWYNHEL,
MHOKECTBO ONPEIEIEHUS KOTOPLIX ECTL COEIVHEHUE
JABYX IIOAMHOMKECTB IIPOTUBOMOJOKHON MOHOTOHUI

(EPATKOE COIEPHKAHNIE)

JlaeTca BHAawane HOBOE JOKA3ATEJBbCTBO CJEMYIOUIEr0 CBOUCTBA :
HeoO0XO[MMOe M [OCTATOYHOE YCJIOBHE BO3MOXXHOCTH PABJIONKUTH DS
onpegenenuss F peanbHOH, OJHOPOAHON (yHKUMU f (Z) -peanbHOM
nepeMeHHoii # Ha JBa N0CJeL0BaTe bHBIX NOIMHONKECTBA C OAHO00PA3~
HOIT (pyHKUMEH Ha KDKIOM U3 HUX NIPU OJHOOOPABHOCTH, HaXOAsIEencs
B OOpaTHOM HampaBJIeHUM B STUX JBYX NOAMHOIKECTBAX, €CTh, YTO-
GBI\ CBOMCTBO OBLJIO BEPHBIM [JJIS  BCSAKOH rpymnel u3 3 Touex K.

BaTem paccmarpuBaeTcsd Ta JKe 3ajaya, 0es OrpaHuveHus, o
KOTOPOMY YIOMSHYTHIE IOJMHOXKECTBA GbLIY Obl 10C/€10BATENbHBIMH.
B arom cnyvae, (hyHKuus, OnpejeleHHas Ha 4 TOYKAX, MOXET He
10JIb30BATHCST M3Y4YeHHBIM CBOiicTBOM. Ho foxaseiBaeTcs ciegyrollee
CBOMCTBO: HEOOXOJMMO M. OCTATOYHO, AJSI TOrO 4TOOb MHOXXECTBO
onpenenenua E (umeroniee 1mo MeHbluleik Mepe 5 Touek) f(x) Gbuio
6bl OO'beJMHEHMEM JABYX IMOAMHOXKECTB, IPUTOM MTO (PYHKUUS OJHO-
ofpasHa Ha KaKIOM M INPOTUBONOJIOXHONH OZHOOOPABHOCTH HA
IBYX TOJMHOXECTBaX, 4TOOLl CBOHCTBO GHIMO BepHBIM [JI BCAKOW
rpynnsl u3 5 Touex E.



SUR LES b‘ONC’fIQNS D’'UNE VARIABLE REELLE DONT
I’ENSEMBLE DE DEFINITION EST LA REUNION DE DEUX
SOUS-ENSEMBLES DE MONOTONIE OPPOSKE.

(RESUM R

L’auteur donne d’abord une nouvelle démonstration de la
propriété suivante: La condition nécessaire et suffisante pour
qu’on puisse décomposer I’ensemble de définition E de la fonc-
tion [ (z), réelle, uniforme, de la variable réelle z, en deux sous-
ensembles conséculifs, sur chacun la fonction étant monotone et
la monotonie étant de sens opposé sur les deux sous-ensembles,
est que la propriété soit vraie sur tout groupe de 3 points de E.

Ensuile on examine le méme probléme en levant la restric-
tion que-les sous-ensembles en, question soient consécutifs. Dans
ce cas, une fonction définié sur 4 points peut ne pas jouir de la
propriété étudiée. Mais on démontre la propriété suivante: La
condition nécessaire et suffisante pour que I’ensemble de défini-
tion E (ayant au moins 5 points) de f(z), soit la réunion de deux
sous-ensembles, sur chacun la fonction étant monotone ‘et de
monotonie opposée sur les deux sous-ensembles, est que la pro-
priété soit vraie sur tout groupe de b points de K.
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