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‘DESPRE CEA MAI BUNA APROXIMATIE A FUNCTIILOR
| CONTINUE PRIN POLINOAME *

S —
A ——

LECTIA I,
‘Existenfa i unicitatea polinoamelor de cea mai buni aproximatie

1. — Functii mirginite. Oscilatia unei fanctii. In cele ce
'urmeazé vom considera funciii f(z) reale, de o variabild reals #, uni=
forme gi definite intr’un interval finit si inchis (a, b), a <b.

O functie fix) este mdrginiti superior dacd existi un numir A
~astfel ca toate valorile luate de funciie si fie mai mici decat A. In
~eazul contrar functia nu este mdrginitd superior.

S notdm cu M(f) marginea superioard sau mazximul funetiei
if(%). Si reamintim definifia acestui numir M(f):

Dacé f(x) nu e mirginitd superior M(f) este egal cu --os.

Daci f(x) este mérginity superior M(f) este definiti de proprie-
rtatea cd oricare ar fi numdirul pozitiv e, existy cel pulin un punct x
ipentru care

f@) > M(f) —

:gl oricare ar fi  avem

I(@) < M(f).

E clar acum ce trebue si infelegem prin o functie mdrginitd
“inferior si prin o funclie care nu este mdrginitd inferior. Definitia
-marginei inferioare sau a minimului m(f) al funcfiei f(x) este ana=
‘loagd cu a maximului M(f).

O funcfie care este mirginit atat superior cat si inferior, se zice
& este o functie mdrginitd, Diferenta M(f) — m(f) se numegte oscilafia
tHuncliei f(x) in intervalul (a, b).

2. — Fanegli continge. Se gtie ce se intelege prin o functie
~continud in intervalul (a,b). O functie continui este mirginits, O
‘funetie continud intr’un interval este uniform continud in acest inter-
~val. Acest lucru insemneazd ci fiind dat un numir pozitiv e putem
«determina un alt numir pozitiv & astfel ca si avem

[ F(2) — fa") [ <e
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oricare ar fi punctele z/, 2!! verificand conditia
p :
| z'— ! | <3.

O functie continud atinge maximul M(f) §i minimul m(f) al ei. Existd
prin urmare cel putin un punct x’ astfel ca f(x') = M(f) si cel putin.
un punet & astfel ca f(x')) = m(f). Mai mult, se poate afirma ci.
M(f) este totodati si limita superioard a funcfiei f(x). Cu alte cuvinte-
M(f) se bucuri de proprietatea c#, oricare ar fi numirul pozitiv e,
existdl o infinitate de puncte x astfel ca

flx) > M(f) —e

§i cel mult un numdr finit de puncte @ astfel ca

f@) > M(f)+e

La fel, minimul m(f} coincide cu limita inferioard a functiei f{z),.
aceastd limitd inferioard avand o definitie analoagd cu cea superioari, .
Toate cele spuse se extind imediat la funciiile de mai multe -
variabile independente definite intr'un domeniu mirginit i inchis.
~ In cursul acestor lectii vom avea nevoe si de alte proprietifi pe-
cari le vom reaminti la timpul lor.

3. — Distanta a doud functii. fi(2) si fa(#) fiind doui funetii,..
numirul M(|fi—f21) se poate numi distanfa lor. Dacd una din functii.
e mirginitd iar cealalty nu, distanta lor este infiniti. Daci nici una
din funetii nu este mirginitd distanta lor poate si fie finité. Daci una-
din functii e mérginiti si distanta lor e finitd cealaltd functie trebue-
si fie §i ea mdrginitd, Distanta se bucurd de urméitoarele proprietiti
ugor de demonstrat :

-

19, M(1fq — f21) este un numir pozitiv sau nul

20, M(Ift — f21)=0 numai dacd fi(@) = fy().

3% M(ICf1)=CM(If1), C fiind o constantd pozitivi.
B M1y —f21) = M(I fs — f31) + M(1 2 — f3])-

Problema de cea ‘mai buni aproximafie care va fi precizati sis

studiatd mai jos se referd la aceastdi definifie a distantei.

' 4. — Problema de cea mai buni aproximatie prin polinoame,.-
Se vedem acum cum se pune aceastd problemi. S# considerim fami--
lia sau mulfimea polinoamelor

P(z)=apa™+ a1z~ + . . .t a,
de gradul ». Un polinom al multimei este complet determinat de coe--
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ficientii @g, @ ,...,a. cari sunt niste numere negative, nule sau pozi-
tive. Rezultd ci orice polinom de gradul n este totodatd si de gradul
m>n. CGu alte cuvinte multimea polinoamelor de gradul » contme«
multimea polinoamelor de grad mai mic ca n,

Fiind dati o functie f(«) vom zice, prin definitie, c# distanta
M(1f—PI) dintre aceasti functie si un polinom P (z) este eroarea sau
aproximatia cu care P () reprezintd pe f(x).

Pentru toate polinoamele de gradul », M(|f—P|) are o margme
inferioard pn (f) sau mai simplu p, ., este, prin definifie, cea mai bundg
aproximafie a functiei f(x) prin polinoame de gradul =.

Problema celei mai bune aproximatii prin polinoame se pune in
felul urmétor : :

Fiind datd o funclie f (x), sd se determine polinoamele de gradu
n pentru cart M(1f—P1) atinge marginea sa inferioard . gt si
se studieze acest numdr pn.

Un polinom P(x) de gradul » pentru care p, este atins va fi
numit un polinom de cea mai bund aproxvimalie de gradul n al
functiei f(x). Mai scurt vom zice ci un astfel de polinom este un
polinom T, gi-l vom nota eu T (x; f), Tu(x) sau T,.

Problema polinoamelor de cea mai buni approximatie a fost pusé
pentru prima dati de matematicianul rus P. L. Tcresycrrr ('). Rezul-
tatele lui TcueBYcHEF au fost precizate si completate de citre D-nii
P. KircuBerGER (?), E. BoreL (3); L. ToneLLi (4), CH. de la VaLLre Poussin(®).

6. — Determinarea polinoamelor T, in eazuri simple. Problema
celei mai bune aproximatii nu se pune pentru o functie care nu,este
mérginitd, M (1f—P|) fiind atunci necontenit egal cu -+ oo, deosrece
un polinom e evident o functie marginitd (in intervalul (a, b)).

Dacé f() este un-polinom de gradul n, cea mai buni aproximatie
este egald cu zero céci functia insdisi este un polinom T.. Reciproca
este adevidratd, dupd cum rezulti din Nr. 8 de mai jos.

Dacé cunoagtem polinoamele T, pentru funefia f(x), cunoastem
i polinoamele T, corespunzitoare functiilor f(#)+Q(2) si Cfix), unde

(') P. L. TcuEBYCHEF, Oeuvres, t. I. p. 705.

(3 P. KiRCHBERGER, ,Ucber Tchebychefsche Anmdiherungsmethoden®
Mathematische Annalen Bd, 57 (1903) p. 609—540.

() K. Borgw, ,Legons sur les fonctions de variables réelles* Paris, 19085.

(4) L. ToneLut, I polinomi d’approssimazione di Tcheb_;r:kef“ ' Annali
di Matematica t. XV, (1908) p. 47—119.

(®) Cu. de la VaLtke Poussiv , Legons sur lapproazmatzow des foney
‘tions’ d’une variable réelle“, Paris, 1919



8 LECTIA 1

Q(x) este un polinom de gradul » iar C o constantd. In adevir, avem

MU f—P])=M(]f+Q — (P+Q)]) = pu(f)

si dacd R(z) este un polinom de gradul z,

MF+Q =RD=M(l/—B—Q)|)= ().

Rezultd cd P(2)+Q(#) este un polinom T, pentru functia
H#)+Q(z) si ci orice polinom T, corespunzitor acestei functii este
de forma P(z)4-Q(z). Avem

talf + Q) = pa(f).
Avem si relatiile
[CIM(]f-P)=M(] Cf—CP|)=]C|pdf),

MO C~RD =M (1 e/~Cg1)=1cim (17~ 1) 21 clmep.

Rezultd ci CP(x) este un polinom T, pentru functia Cflz) si ci
orice polinom T, corespunzitor acestei functii este de forma CP(x).

Avem -
P-n(Cf) = l C “Jvn(f) .

6. — Lemi preliminaca. Si presupunem cé pentru niste polinoame
P(x) de gradul n avem

¢y [P@)|<A in (a,b).

Voim si ardtim ci coaficienfii a, sunt wirginiti. Pentru aceasta
sé luim n+1 puncte fixe distincte =, Fzyerey ®yyy, situate in in-
tervalul (q, b), si si considerdm sistemul :

Q&+ a2y 4@ =P(xs), r=1,9, ... ,n+ 1.

Determinantul acestui sistem este diferit de zero, nefiind altceva
decat determinantul lui Van Der Monoe al numerilor By ) Xpyun oy Tyyy.
Scotand deci valorile lui @0y @1 5«5 @n cu ajutorul regulei lui Cramer
% finand seamd de (1) gisim urmiitoarea lem preliminard :

Dacd un polinom P(x) de gradul n ramdne mdrginit de un nu-
mdr A, tn intervalul (a,b), coeficientii ay, ayy ..., an rimdn MArgi=
nifi de un numdr A, unde A nu depinde decdt de n si de interva-
il (a,b).

Valoarea lui A se poate preciza. Ceeace este insé important pen-
tru noi este ci acest numir nu depinde de polinomul P(%) considerat.
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Proprietatea riimane bineinteles adeviirats $i pentru cazul cénd
polinoamele s’ar considera numai pe o mulfime liniard $i miérginits
woarecare avind cel pufin n+ 1 puncte distincte,

7. — Continuitatea lui M(|f — P}). Maximul M(|f — p [) nu e

~Cu siguranfi atins decat dacy functia f(2) este continua,

Fie & un numir pozitiv arbitrar $i s punem

A=M(lz|"+ |z 14 . -+ 1).
S& presupunem ci

Ia,-—a',J(%, r=0,1,...,n

Punénd ‘
P(#)=q¢ 2" + ayz”t +.. .4+ q,
Pia)=d'oz"+a' o1 +. . .+ g,
-avem

MIP —Pyl) <[max(lar — ' [)LM([z 1" + |z [ %1 +. . .+ 1)

aunde notim ca de o.iceiu eu max (C1yC2yeve, k) sau max (er), sau

r=1,2,..k
/mai simplu fned cu max(er), pe cel mai mare dintre numerele ¢, ¢ ..
-ee €z« Vom intrebuinga o notafie analoagi pentru indicarea celui mai
‘mic dintre numerile ¢, .
Putem deci scrie
M(IP—P1|)<S.

Deducem de aci e

M(lf——PI\)SM(lf—P,i)+M(|P—P,|)<M(1f—P4|)+e .
MOf—P) =M f - PI)+MOIP—Py]) <M(If—Pi)+e

/prin urmare
IM(I7—P1)—MUIF=Pi1) | <e
-ceeace araty cj :
F(%) fiind o funcfie mdrginitd, M(1 f —P|) este o functie continudg
-de coeficientis ag, ay, ... il y
Rezultd de aci ci marginea inferioard Bn coincide cu limita infe-

ioard & numerilor M(|f — Pi).

8. — Existenta polinoamelor de cea nai bunj aproximatie.
-Ne propunem acum si examinim problema existentei polinoamelor T,
Din cele ce precel rezulti ci existd un gir infinit de polinoame de
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gradul » '
(2) Pi(x)’ PZIx) Yooy me,(x), e dhe

astfel ca
M(lf_Panl)"—)l»ln,
om0

dar nu rezultd incd existenta unui polinom pentru care p, si fie atins,.
adici a unui polinom P(z) astfel ca M(1f — P|) = p,.

Acest fapt nu trebue s ne surprindi. E adevirat ci M(If —Ply
este o functie continudi in raport cu coeficientii polinomului P, insi
domeniul de variatie al acestor coeficient{i este ne¢mérginit si deschis.

Dacd M(|f|)=pn, polinomul identic nul este un polinom T . In:
acest caz existenfa a cel putin unui polinom de cea mai bund aproxi-
mafie e dovediti.,

S# presupunem cazul contrar, adici M(|f|)> pn. E destul atunci
st considerim numai polinoamele P astfel ca

MOf—PI<MC(IfI)

Stim, in virtutea ultimului rezultat din Nr. precedent cd ex'sti.
o infinitate de astfel de polinoame de gradul N,
Dar,

MUPHSMOf=Pi)+ M(if1).
deci .
3) MOIP) <2M(IfI).

Cu alte cuvinte, putem presupune ci polinoamele (2) sunt astfel:

alese incat sé verifice inegalitatea (3).
Dacéd punem

Pm=a(m) x”+a(m)m"_’+° ! '+a5,m)~, m=1,2,.

stim (Nr. 6) cd existi un numir B, care depinde numai de M(lf])
[B=2AM(If1)], astfel ca

1a™ | <B, #=0,1,...,n;m=12,...
Din $iru1
(l), 05)2),---; af,’”),
care este mirginit, putem extrage un: gir partial care si aib¥ o limiti.
finitd af
) a(')kl), agk”), a(()kla) e agklm) i aak 5
Considerdm atunci sirul

k k (k kim
a(l|)’a(|l2):a1[a) agm),_”

g e 0y
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Din acest gir putem extrage un $1r partlal cére si aiby o limith -
finitd af )
k 3
sk'), a(,kZ), a(,kza),..., a(l i yees > ay
Vom avea gi

\|
a((,k')_. ang), af,kzs » St af,k"") o dy
deoarece acest gir este extras din (4): AN
Repetand acest procedeu de n 4 1 ori vedem, in definitiv, ¢ din -
girul de polinoame (2) putem extrage un sir parfial
Pr s Phy ve-es Py gos
astfel ca

k, k k * -
a ),a£2),...,a£m) ULIRESSS Y, SlpELO I be Wiy

a, fiind nigte numere finite.
Dacd punem acum

* —1
P(.')c)=az)*:);3"+afe AR +a

vedem ci
(3) M ([ f=P*[)=pn. :

Polinomul P*(#) pentru care avem egalitatea () este deci un:
polinom de cea mai bund aproximatie de gradul n al functiei f(x).
Putem enunta prin urmare urmitoarea proprietate:

Orice functie mdrginitd f(x) admite cel pufin un polinom de
cea mai bund aproximatie de gradul .

Completand cele spuse la Nr. 5 putem spune ci:

Condifia necesard gi suficientd pentru ca pn sd fie nul este ca -
f(x) si fie un polinom de gradul n.

Am vizut ci aceastd conditie e suficientd. Necesitatea ei’ rezultd .
din faptul ci existdi un polinom P (x) astfel ca M (| f—P|)=0, de
unde f(x) =P(x). In cazul cand f(x) nu este un polinom de gradul n, .
P este un numdir pozitiv.

9. — Polinoamele lui TcHEBYCHEF pentru o funcfie continui. .
Vom presupune acum ci functia f(x) ®8ste continui si fie Ta(z) un
polinom de cea mai bund aproximatie de gradul n. Diferenta f(z)— Tn()
va atinge atunci neapirat cel putin una. din valorile & p». Ne propu- -
nem s# precizim numdirul punctelor in cari aceste valori sunt atinse. .
S# presupunem ci ; ‘

f(xa)_‘ n(xz)—"‘}ln. "'T‘—], 2,...,m
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~unde ¢, #,..., Zm sunt m puncte distincte si m =mn-+41. In toate
--celelalte puncte ale intervalului (a, b), avem |f — Tnl << o .
Fie Q(z) polinomul lui Lagranee determinat de conditiile

Q(xf') = f(xr) — Tn(xr), ”'=1, 2, te ey m.

Polinomul lui Lacrance, dat de formula de interpolare a lui
+LiAGRANGE, este polinomul de grad cel mai mic care ia valorile Ay, A, ...
-+.vy Ar In punctele #;,'%,,..., #r. Acest polinom este wnic si de grad
-cel mult egal cu & — 1.

Polinomul Q(x) este deci de gradul =.

Inchidem fiecare punct «, intr'un interval I, avand ca centru
i;punctul a, si ca lungime &, . ) -

Fiind dat un numir pozitiv e < p., putem alege un numéir pozi-
tiv & precum si lungimele 3, astfel ca: =

19, Luand &, = §, intervalele I; , I, ..., L, si nu aibj nici un

jpunct comun.

<0, QOscilatia functiilor f() — Tw(x) si Q(x) si fie mai mici decat
=g in orice interval de lungime == 8.

Rezultd imediat ci intr'un interval L. funetiile f — T, si Q nu se

pot anula, deci ele pistreazi un semn constant (si anume acelagi semn).

S& presupunem c# @, este un punct in care f(@,) — Ta(2r)= Q@) = ftn,,
-atunci in intervalul I. avem

b — e <f—=Ta=pn, pn—e <Q <pn+e
Sé alegem numirul pozitiv A astfel ca
(6) X< 2o
atunci in intervalul I. avem
0 <pn—e—Apn+e) < f—Tn—20 < pn— At — ¢).
Intr’'un punct z,. unde f(#,) — Tu(#r)=Q(#:),=— p., avem
i =f—Ta<—pnte, —pn—e<<Q <—ps+e
gl pe langd aceeasi condifie (6) deducem
— Pt A — &) <f— Ta — AQ <—p + €+ Apa + ) <O,
Rezultd cd in intervalele I.

If"' Tn_AQ'<P~n‘—X(Pn_5)<}Ln.

Din ipoteza noastrd inifiald mai rezulti c# in toate punctele
«domeniului inchis, care se obfine din intervalul (a, b) scotand interva-
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lele I.., avem :
‘f S Tn ' S l-!',< Iin )
unde p’ este un numir fix.

Dacd luim pe A destul de mic astfel ca

o — pf
@ A<amon

vom avea gi

;A.Q](L”___p'_,

2
If—Tn —-AQISIf—TaLI+I7LQI<p.'+&L;‘F #‘“@T"'W<un ’

in afard de intervalele I, si in extremititile acestor intervale,
Rezultd ci, in intreg intervalul (a, b),

‘f—Tn—‘)\Q'<l4n-

Deci daci 2 verificit inegalitatile (6) si (7) polinomul T+ XQ di-
0 aproximatie mai bund, ceeace .este contrar ipotezei. ‘Avem aga dar
p:oprietatea urmitoare :

Diferenta  f(2) — Tu(z) ldt{ngé, _valoﬁle + 1 in cel pufin n - 2-:
puncte. , '

10. — Completarea rezultatului precedent. Putem completa
rezultatul precedent. Diferenta f(x) — T.(#) trebue sk atingl, ambele.
valori +p,, gi — .. S presupunem de exemplu ¢ + p, nu ar fi°
atins, avem atunci peste tot

Sy 'J'MS f—TnSp"< p'n )
' fiind un numér fix. Luand o constanti pozitivii X vom avea
— Pt A=Sf—T, 4 A=p+
Dacd deci ludm X <., — p’, avem peste tot

Polinomul T, — X di o aproximatie mai bund ceeace este contrar -
ipotezei.

~ Mai mult, putem preciza numiirul punctelor unde g, si numiruk’

punctelor unde ~—p, este atins. S presupunem, de exemplu, ci
f[(xr)-_’l_‘Tn (x‘a-)=p.n, ‘7'=1, 2,..-’ m,

In"toate -celelalte puncte’avand

— P Sf—Tn <Pn.
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Fie incd intervalele I. avand centrul in . si o lungime &, sufi-
--cient de mic#, pentru ca intervalele-I,. si nu aib# nici un punect co-
»mun. Fie &', 2", extremititile intervalului I, si si formdm polinomul
Q (x)=(z—2") (—2"y) (B—'3) (t—2"3) . . . (2—&'m) (x=2"m) .

Avem Q () <O in intervalele deschise L. si Q(x)> 0 in afari

- de intervalele inchise I..
Putem lua un & destul de mic astfel ca, pentru 8.<3, si avem

" In intervalele I. y
WS f—Tn Sp)
- fiind un numir pozitiv < p, .
Dacé numdirul pozitiv A verifici inegalitatea

.‘: , p’
(8 N N0
® <mcen’
. avem in intervalele I,

0<P<'+)\QS/:'—Tn+)\QS}Ln'+"\'Q<P<n.I'

Ultima inegalitate e justificati deoarece nu am putea avea egali-

tate decat fntr'un punct unde avem in acelagi timp f—T=p, si Q=0,"

~Ori, prin constructie, nu existi astfel de puncte.
In tot domeniul inchis, care se obtine din (a, b) scofand inter-

- valele I, , avem
— i <f-T.<p" <u,,

- " fiind un numir fix.
Luand pe A astfel ca
p— "
{9 D il
& <2MqD

-avem in acest domeniu ’

Prima inegalitate se justifici exact ca mai sus. i
Daci deci A verificdi inegalititile (8), (9) avem in tot intervalul

‘Q(a’ b)
|f = T+ A0 | <

-$1 se vede cid polinomul T,, — A(Q) di o aproximafie mai buni dect pn,

Polinomul (z) este de gradul 2m, ajungem deci la o contradictie
- daci 2m < n. peharadd

Dacd x. ar fi puncte unde —p, este atins putem face conside-
- ratiuni absolut analoage, aga ci in definitiv putem enun{a urmitoarea
.proprietate :
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Dé/erefz;rx f(.x) — Tu(®) atinge in cel putin ln'; J puncte valoa-

' o £ ) 7 r2
vea Wn §i tn cel pufin ( ;_ j puncle valoarea —,. [«] tnsemneazd '
numdrul intregilor cupringi in .

- Proprietiile dela Nr. 9 si 10 au fost completate in mod foarte
.elggant de citre D-1 E. Bogrgw, dupd cum vom vedea mai jos, '

N 11. — I)espre multimea polinoamelor T,.. Si presﬁpunem cd func-
tia _f(x) admite dou# polinoame T, distincte. Daci P, P; sunt aceste
polinoame avem |

M(IF=P])=M(|f - Py]) = .
:Da_cﬁ «, B sunt doud numere pozilive avem

«f—P), Bif =P) )

10) pnsmu _aPEBPY

: f %inif3 ) " «+p ¥ B |)S
<oc\l(lf—P,|)+,8M(|f’_p1|)__ y
= «+p e

(] 5 #PHBR ||
ol / “+B ,)—P-n.

Rezultd - e polinomul %-%61;&. este §i el un polinom T,
prin urmare ; |
pacd 0 functie mdrginitd admite doud polinoani;Tn: d;stinété,
-atunc ea admite o infinitate (nenumdrabild) de astfel de poli'noame. s
Fiecirui polinom P@)=ayz"+ azn-14 . . .+ q, putem face si
corespundd punctul A de coordonate ay, ay, ..., a, in spatiul ordi-
nar cu n 4 1 dimensiuni., Se vede atunci, din cele ce preced, ci:
Puynctele A corespunzdtoare polinoamelor T, ale unei funcfis mdr~

ginite, formeazd un domeniu convex, tnehis §1 mdrginit,

§ Dacd polinomul T. este unic acest domeniu- se reduce la un
singur punct. ;

Daci intgrv_alul (a, ) este simetric fai de origine, a=—", si daci
f(@) e o fanctie pari, f(= x)=f(x), existy un polinom T, cire este si
el par. In adevir, se vede imediat cj Ta(—1x) este si el un polinom Th.

. Tu(@) + To(—
Tot astfel si ) .~) » care este un polinom par. In acest caz
Pan-1(F) = paa(f).

(. Daca ‘func.tia oste impard, fl—x)=— f(x), existd un polinom T,
care este §i el impar. In acest caz pan (f) = an-a(f). -
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12. — Unicitatea polinoamelor lui THEBYCHEF. In cazul functii--

lor continue cele ce preced ne permit si tragem o concluzie impor--

tanti. ‘

Daci P, P; sunt doui polinoame T, distincte, polinomuh

P= .+2m este si el un polinom T, Inegalitatea (10) ne arati ci.

intr'un punct %" unde avem f(x') — Py(x’) =+ ., trebue si avem sic

@) — Px") = f(x') = Pyar') =+ pa
.. (@) = Pyz)).

In virtutea proprietitilor de mai sus polinoamele P, Py coineid
in cel pufin #» 42 puncte, sunt deci identice. Rezultd dar proprietatea:

O functie continudg f(r) admite un singur polinom de cea mas.

bund aproximatie de gradul n. !
Dupéd cum se vede unicitatea rezulti din proprietatea demonstrati

a Nr. 9. Mai precis, aceasti unicitate  rezulti numai din faptul c#.

f—T.| atinge maximul ei in cel putin n--1 puncte. In adeviir,.
douéd polinoame de gradul » cari coinecid in n 41 puncte, coineid
peste tot,

Dacii intervalul (a, b) este simetric fatd de origine si f(2) e o
functie pardi, polinomul T,(x) este par si deci Toyy1 = Tap . Daci func-
fia este impard polinomul T.(x) este si el impar g Ty, =Thy, ;.

Dacéi funcfia nu este continui polinomul T, nu este in general.
unic, Patem face observatia ci T, este totdeauna unic si egal cw

Mm_';;’@_ Fie functia

fla) = b ol b v
1, I<z< 1

Se vede c# trebue si avem g, = 1. Dar polinom‘ul idept_ic nul.
di aproximatia 1 aga ¢ p,=1 oricare ar fi n. Toate polinoamele T, -
trebue sd se anuleze in origine. Polincamele Cx unde C este o con-

stantd sunt polinoame T. pentru 0 < C<2 si oricare ar fi n > 0.

LECTIA II

Rezultatele D-lni E. Borel

13. — Despre diferenta f(x) — P(x). Vom presupune ci f(x))

este o funcfie continui si vom lua un-polinom P(x) de gradul =,
S& consider#m funcfia é(x)= f(x) — P(x), care este continui.
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Vom zice c# un punct al intervalului (@, b) este un punct x”
daci $(x)=M(|¢|) si cit este un punct z” dacy $(x")=-M(]4]).

Fie acum ¢ << w un numér pozitiv $i 8’ > 0 un numir

aga ca oscilatia lui ¢(x), intr'un interval de lungime mai micd decatd’,
si fie mai mici decat e.

Impérfim intervalul (a, b) in r intervale egale
(11) IA’IZ)"-,L'

ale ciror lungime comuni & este mai mici decat . Un interval I
poate, sau nu, si contini puncte z’, 2"/, dar nu poate contine decat
puncte de acelagi fel.

Fie I, primul interval din sirul ‘(11) care confine un punct z*
sau ', Pentru fixarea ideilor si presupunem ci confine unul sau
mai multe puncte #’. Fie apoi I,, primul interval dupé I, care confine
puncte z”. Intre I, si I, existd cel pufin tret intervale consecutive
cari nu contin nici puncte ’, nici puncte z”. Daci notim cu ¢, mij~
locul intervalului I,—;, nu existd nici un punet 2’ sau «” intr’un inter-
val de lungime 85 si cu centrul in £ . Fie I, primul interval dupi I,
care confine puncte x’. Luim mijlocul & al lui T,-,. Panctul 2 se
bucurd de aceeasi proprietate ca si £, . Procedand mai departe la fel,
pind epuizim toate intervalele (11), gisim sirul de puncte a, £, &, ...
wy Em—1, b, care ne determini m intervale inchise succesive

(12) Ly, Layoony Lim.

Aceste intervale se bucuri de urmitoarele proprietifi:

19, Existd cel putin un interval L.

20, Punctele de diviziune & sunt la o distan{d cel putin egali cw
3 DRI
75 de punctele x* si z".

3°. Fiecare interval Ls contine puncte @’ sau puncte %". Dacid Ls
confine puncte x4, Ls—;, Lsy, con{in puncte z".

Intr'un interval Ls, care contine puncte ', m(¢) nu poate fi
egal cu —M(|¢]); iar intr’un interval, care contine puncte x", M(¢)
nu poate fi egal cu M(]¢[). Se deduce de aici imediat ci existi un
numdr pozitiv y astfel ca si avem in ‘fiecare interval Ls

> —M(l¢])+7, sau s <M(|$])—1

dupd cum Ls contine puncte 2’ sau puncte x”.

14. — Proprietatea fundamentali a polinoamelor T, . Si luim
b ((D) ™ f(w) — Tn(x); atunCi M ( I ¢ I):p,n.

Monografii Matematice. Fas~. IIl. 2
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S# presupunem ci numirul intervalelor (12) ar fi mai mic cqy
n+ 2, m < n +_1. Polinomul

Q)=(x — &) (@ — &) ..« (T — Em-1)
este atunci de gradul =.

S# determiniim constanta A astfel ca si avem AQ) > 0 in interiorul
intarvalelor L, cari confin puncte &' si

Y|
M <trman

unde % este numirul determinat la sfargitul Nr.-lui precedent.

In fiecare punet al unui interval Ls, care contfine puncte z,
avem

—pat =0 <f—Tn—2Q <,
iar dacd L. contine puncte z”’
—I-ln< f_Tn_)\Q <P~n—'7)+7)-
Deci in tot intervalul (a, b)
| f—=Ta2Q | <,

cesace e in contradictie cu faptul c# Tx este un polinom de cea mai bund
aproximatie de gradul n. Deeci :

Dacd Tn este polinomul de cea mai bund aproximafie de gradul
n al funcliei continue flx), diferenfa f(2) — Tu(x) atinge valorile -+ pn
in cel pufin n+2 puncle consecutive cu semne alternate

15. — Prima teoremd a D-lui E. BoREL. Fie P un polinom de
gradul n, diferit de polinomul T,, si si presupunem c# diferenfa
f (&) — P (x) atinge valorile & M (| f—P]) in cel pufin n+2 puncte
consecutive cu semne alternate. Fie @'y << &", <oy <<z <...n+2
puncte unde =+ M(|/f—P|) este alternativ atins, «'- flind puncte =
iar 2", puncte " (s’ar fi putut incepe sirul i cu un punct x”’). Avem

M(|f=Tal) <M(|f=P]).
Dacd punem
¢ () = (f () = P(@)) — (f(x) — Ta (£)) =T (%) — P ()
rezultd

g () >0, ¢(@) <0, $(z2)>0, $(2") <O0,...

deci ¢ (x) se anuleazi cel pufin de n 41 ori. Cum aceastd functie
este ua polinom de gradul n rezulty cid Ta=P.
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Tindnd seam# de cele ce preced putem deci enunta urmitoarea
teoremd, pe care 0 vom numi prima teoremd a D-lui BoreL:

Conditia necesard gi suficientd pentru eco P sd fie] poli=
nomul Tn, al unei funcfii continue f(x), este ca diferenfa f—P si
atingd mazimul valorii sale absolute in cel pufin n+ 2 puncle con-
secutive, cu semne alternale.

Proprietatea aceasta se mai poate enunta gi sub forma urmétoare :

Fie x, punctele unde diferenta | f—P | atinge valoarea sa maximd .
Pentru ca P sd fie polinomul Tn, al funcliei continue f(x), e necesar
8t suficient ca sd nu ewiste nict un polinom Q (x) de gradul n care

:sd ta, in punctele x,., wvalori diferite de zero gt de acelagi semn cu

I (®) — P ().

Condifia este suficientd. Dacd P(z) nu este polinomul T,, avem
| £ (@) — Plaw) | > | f(o0r) — T (o) |
sg (Tn(zr) — P(22)) = sg(f(2) — P (2)) ()
Tp —P=(f— P)— (f — Ta).
Rezultd cd polinomul
Q(x)=Ta(x) — P(x)

¢ontrazice ipoteza noastri.

Conditiu este mecesard. Printre punctele #, putem alege % + 2
puncte consecutive x; < 2y <+ + - < &ngp..., unde + p, este atins

alternativ de ciitre diferenta f— T» .
Fie Q@)=ax®+aw™' + « + . 4+ a, un polinom astfel ca

sg Q(xr )=sg(/(®) — Tal))
r=1,2,...,n4+2,

deci

deocarece

Trebue sd avem
4(13) aox:} + alx;?"I'I' Coe +an=Q(x1')
r=1,2,..., n+2.

Avem un sistem de n + 2 ecuaiii cu » + 1 necunoscute ag, day ,...
ey Gn o Pentru ca sd fie compatibil trebue ca determinantul caracteris-
#ic si fie nul. S& notim cu

(14) V(g , @ yemsan)=|1 o af ... aF-l|
«determinantul lui Van Der Moxpk al numerilor &, , o3, ..., ax.
Dacd a, <oy <- . -<a avem $i V(e ,a,...,a) > 0.

(®) Punem ca de obiceiu sgz = —1, 0, 1 dupd cum 2z <0, z= 0,
2> 0.
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Determinantul caracteristic al sistemului (13) este egal, afar&
poate de semn, cu
nt2
2 [ Q) V(e , X2,y ooy Koty Xrag v vy Xnga)

r=1

si deci este sigur diferit de zero. Sistemul (13) este deci incompa--
tibil. Teoroma este complet demonstraté.

Se poate de altfel ardta ugor cid prima teoremiéi a D-lui BoreL.
rezulti din proprietatea din urmi. Cele doud enunturi sunt deci echi-
valente.

Din teorema precedenti rezultd ci dacd numirul intervalelor (12)
este mai mare decit » -+ 2, avem

Tn ET:L+1 =0 = Tm-z .

16. — Despre distributia zerorilor polinoamelor T, —T. 1.
Se poate deduce din cele ce preced inci o proprietate interesanld..

S# presupunem c# polinoamele T,.1, T. nu coincid, atunci
et >> o - Fie 'y, < &) <a' <+ - - cele n+1 puncte unde f—Tn-1.
atinge alternativ valorile =+ pn—1. Dacd punem

q)(x):(f - T"L—l) b (f - Tn)'—_Tn — T »
Px') >0, () <0, d(x9) >0,...

deci ¢(x) se anuleazd in cel putin »n puncte distincte, cuprinse in inter--
valul (e, b), avem deci urmiitoarea proprietate :

Dacd Thuiy To sunt dowud polinoame comsecutive de cea mai bund:
aproximafie, ale unei funcii continue, ecuapia T. — Tn-1=0 are toate-
rdddcinile reale, distincte §i cuprinse in intervalul (a,b).

avem

17. — Polinoamele T, ale functiilor de ordinul n. Si intre--
buintdm inci notatia (14) a determinantului lui Van Der MonpE. S8
notim- apoi cu U(% , %z, . . . , @ ; ) determinantul ce se obiine din
V(% , 0z, ..., 0x) cand inlocuim ultima coloand respectiv cu elemen—

tele f(a'l); f(d‘?) y ey f(d'k , deci:

(15) [0 27 S Oil.z;f)———lll O ol oy af—z f(rj‘l")l'
Raporlul
PR,
[ocl,ocz,..., ey V(al,az,...,ock)

se numeste diferenta divizatd de ordinul k— 1 a functiei f(x) pe punc~

REZULTATELE DLUTI E, BOREL 21

“tele o, , a2, ..., . Se vede cd aceastd diferentd divizatd e simetric
“fati de punctele a, , 03, ..., . ;

Daci diferenta divizatd [x, , 22, ..., %ut23 f1 a functiei f(x) nu
-schimbd de semn, oricare ar fi cele n+ 2 puncte distincte x,
X3y ...y Xnip ale intervalului (a4, b), zicem ci functfia este de ordinul n
‘in acest interval. Mai exact, zicem cii f(x) este o functie convexd,
.neconcavd, polinomiald, neconvexd sau concavd de ordinul n, in inter-
valul (2, ), dacd avem

[xllxﬁ)-'-’x1z+2;f]>721 =,<, sau <0

“in acest interval (7).

Functia polinomiald de ordinul # este un polinom de gradul =.
“Reciproc, orice polinom de gradul n este o fuactie (polinomial¥) de
cordinul #, Caracterul de convexitate de ordinul » al unei funectii nu se
schimb# prin addogarea unui polinom de gradul n,

Funciiile definite astfel se bucuri de urmitoarea proprietate :

O functie de ordinul n nu poate lua in mai mult de n + 2
puncte conseculive valori diferite de zero st cu semne alternate,

Demonstratia e imediatd gi se bazeazd pe formula

(16) U(a’l)“Zv"-’“k;f):
k

—‘—'2(—])’{’/[0(’/])"(71 peeoy @iaty Qjpl . e ey Ok)
J=t
-care ne va folosi $i mai jos.
Dacé proprietatea nu ar fi adevirati ar exista cel putin n 4 38
puncte &y <y <...<< 43 in care f(x) si ia valori diferite de zero
:$1 cu semne alternate. Am avea deci

[sg flx)] . [sg f(2rt)]=—1, r=1,2,...,n+2.
Dar, in virtutea formulei (16), avem

g [®X1, B2y .00y Tuta; f] = sg [(®nt2)
58 [x27x3)"-:xﬂ+3;f]= sg [ (@n+3)
-ceeace este in contrazicere cu proprietatea de convexitate. Proprietatea
noastri este deci demonstrati. -
Am ficut ipoteza restrictivi cd f(x) si fie diferit de zero in
fpunctele considerate. Cetitorul poate gisi ugor cum trebue modificat
enuntal in cazul cand se inlidturd aceasid ipotezi. Noi nu avem nevoe
~de aceastd proprietate decat sub forma enunfati.

() Pentru proprietitile acestor functii a se vedea Tiberiu Popoviciu
- Sur quelques propriélés des fonctions d'une ou de deux wvariables réelles®.
"Thése, Paris (lunie 1933) sau Mathematica vol. VIl pp. 1—86.
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Proprietatea precedentd se splicd si functiei /—P, unde P este un
polinom de gradul n. Se va aplica deci, in particular, si funtiei f—Th.
i anume in punctele unde valoarea absoluld a acesiei diferente atinge
valoarea p,. Putem dar enunta proprietatea urmitoare:

Daci T, este polinomul de cea mai bund aproximatie de gradu¥
n al unei funcfit continue f(x) de ordinul n (si care nu este polino-
miald), existd n+2 §i numai n+ 2 puncte consecutive unde deferenia
—T. atinge valorile + pn cu semne alternate.

Se mai poate spune ci dacd funcfia conlinud f(x) este de ordi--
nul n (si nu este polinomiald) polincamele Tn, Tpy1 sunt neapdrat
dislincte. Cu alte cuvinte in acest caz T,y este efectiv de gradul
nt1 i poga, <pn.

18. — A doua teorema a D-lui E. BOREL. D-1 E. BoreL & arétat:
ci corespondenta dintre o funciie continud i polinomul séiu de cea
mai bun# aproximatie este continui.

Fie f si f* doud funectii continue si T,, Tx polinoamele lor de-
cea mai buni aproximatie de gradul n. Fie 2/, < o'y < a2 < &'y <...»
7 4 2 puncte consecutive unde f—7T, atinge alternativ valorile -+ pn»
Avem ’

M| A—T7 [) SM (| =T ) M| f=Tal) + M1 f=1*])

T M| A=T5 ) <pn+

unde am pus y=M (| f—/*|) pentru simplificare.

Avem
Ty—Tn = f*~Tn — (f—Tn) + (f—7*
si se deduce cél intr'un punct 2", avem
To—=Tr Spntn— pnt+n=2,
iar Intr’'un punct x'’»
To— TR —pn— N+ pta—n=—2.

Ne propunem si arditim cd in cel putin unul din intervalele
(%), x7), (%, %,), (%}, %,),... avem inegalitatea
“n | T — T#| = 2y.

Vom presupune contrarul. Existd atunci nigte puncte x4, x5, ..., Xnt1,.
in aceste n - 1 intervale, astfel ca

ITn(xq T*xo)|>27)., 7‘=],2,...,'n,+1.
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Avem acum dup¥ cele spuse mai sus
Tu(’) — THx') < 20, Tulw'v) — TH(E"41) < 20

Dou#i cazuri se pot intdmpla :
10, Sau avem una din inegalitétile :

To(2p,—y) — TZi(xzy-l) > 29, Tulxp,) — T::(xg,) > 2.
20, Sau ambele inegalitdti:
Tn(%gr—1) — T::(xz?'—l) <_QT)’ Tn(xzr) e Tj:(xzr) <-— 27

sunt satisficute.

Punctele @,,_,, %, sunt in intervalul (2", #’,41). Se vede atunci
ci in cazul 10 diferenta T, — T* are un maximum (relativ) in acest
interval. In cazul 29 {inem seamd si de relatia

Tn(@,) — Ti@,) = — 2

si cum punctul @, este i el In intervalul («/,, '41) vedem ci i in acest
caz polinomul 'ln—T* are cel putin un maximum in acest interval.

In definitiv, polinomul T, — T} are cel pufin un maximum in
fiecare din intervalele (x'y, '5), (z'2, #'3) ... La fel se demonstreazi
cd acest polinom are cel putin cite un minimum (relativ) in fiecare
din intervalele (z;, «;), (@, %,),... Polinomul nostru, care este, prin
ipotezdi, de gradul » si neldentlc nul, are cel putin # maxime gi mi-
nime, ceeace este imposibil,

Este deci dovedit ca lnegahtatea (17) are loc in cel pufin unul
din cele n-+ 1 intervale considerate. Ludnd fntr’un astfel de interval
n+1 puncte fixe si procedand ca la Nr. 6 vedem cé coeficientii poli-
nomului T,—TF sunt, in valoare absolutﬁ mai mieci decit un numir
2nA, A find un numiér fix.

Rezultd ci

M(] T — T} [) < 2724,
unde
| A=M(|x|*+ ]zl -1
Dac#t ludm deci

€
1< A’
avem
M(ITn'—'T:I)<E-
Putem dar enunfa urmitoarea teoremd, pe care o vom numi a
doua teoremd a Dlui BorkL.
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Find dat un numdr pozitiv €, se poate determina un alt numdr
pozitiv & astfel ca din
M f—FD<s

M(| To—T*|) < e.

sa rezulte

19. — O consecin{ii a teoremei precedente. Din teorema pre-
cedentd rezultd imediat o consecinti importanti. S& presupunem ci
un sir de functii continue

(18) fl(x)’ fZ(x)’ L] fm(x)v LU

converge uniform ciitre o funcfie continud f(x), in tot intervalul (a,bd).
Fiind dat un numir pozitiv 8, existdi, in virtutea teoremeia doua
a Dlui Borrr, un numir pozitiv ¢ astfel ca din

MO —71) <58
LI( r.[‘n( f)—T"(x f*)l)<5

Dar, in virtutea uniform convergenfei, existi un numir A astfel
¢a pentru m > A sd avem

M(If-ful)<d
deci pentru m > A avem si
| Tn f) = Tn('v fm,) | )

Avem prin urmare teorema:

s8 rezulte

Dacd girul de funcliv continue (18) tinde uniform cdire funcfia
continud f(x), sirul de polinoame Tn(; [1), Tl ; fo)se o o Tul ; fin)see
tinde cdtre polinomul de cea mai bund aprovimafie de gradul n al
functiei fix)

Bineinteles cé girul in chestiune converge uniform. De altfel un
§ir convergent de polinoame de acelasi grad converge uniform in inter-
valul (a, b).

20. — Calculu! polinomulai T, . Cele ce preced permit calcu-
lul polinomului T, cu orice aproximafie voim. Dacd f este un polinom
calculul lai T, este o problemd pur algebrabici. In adevir, dacd intr’un
punet interior intervalului (a, b) avem |f~— T |= pn, derivata polino-
mutui f—T, se va anula in acest punct. ‘Sd observim insd cid
|f — Tal = p,. -poate avea loc si intr’un punct extrem a sau b sau in am-
bele extreme ale intecvalului (@, b). Polinomul T, gi aproximatia p,. vor fi
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«leterminafi de sistemul

{19) flen) =Tl s )= (=1)p r=1,2,...,n4+2
fi@) — Tufan; f) =0 B LT < < Ty

-sau unul din sistemele ce se obfin presupunind una sau ambele ega-
litafi @4 = a, ®,4,= b satisficute i suprimand din girul al doilea de
ecuatii (19) cele corespunziitoare acestor indici.

Sistemul (19) precum si celelalte trei deduse din acesta, aga cum
am ardtat, ne determind coeficientii polinomului T,., pe p, precum si
punctele @,. Se. vede cé avem atitea necunoscute cite ecuatii. Aceste
-sisteme admit un numdr oarecare de soluiii cari se determini pe cale
pur algebricd. Dintre acestea gtim c# este una care ne di pe T, gi
cea mai bund aproximatie ... Din cele ce vor urma mai jos va rezulta
-de altfel cd existi o solujie pentru care |p| are valoarea maximi si
aceastd solufie ne di tocmai polinomul T, .

Vom demonstra mai jos c#, oricare ar fi func{ia continud f a)
$1 numdérul pozitiv 8, putem gisi un polinom P(x) astfel ca

M(If—PIl) <.
In particular deci, putem gisi un polinom P astfel ca pentru un
€ pozitiv, dat dinainte, sd avem
M(I T ; /) — Tulx; D)) <,
-deci ;
Putem calcula cu orice aproximatiewoim. polinoamele de cea mat
-duni aproximafie ale unei functit continue.

21. — Cea mai buni aproximatie a lui «"t!, Ca un exemplu
sii ne propunem si calculdm polinomul T, (x ; x*1!) in intervalul (—1, 1).
Vedem imediat c# p.. trebue sa fie atins -gi la extremititile —1 si 1
-deoarece derivata lui f— T, , caré este un polinom de gradul », na
-se poate anula decdt in cel mult » puncte. Trebue si avem

Pz p? = Q¥x2 — 1)
unde P=x"T1_7T,(¥; x"T1) s Q este un polinom de gradul n. Aceasti

relajie exprimi tocmai proprietatea fundamentald 4 polinomului T .
Derivand deducem .

P.P’=Q.Q! (x2 D+ xQz—Q[Q (¥ — 1) + xQ].
Dar P este ev1dent prim cu (), rezultd de01 cﬁ P'=xQ, A fiind o
«constantd (de altfel avem evident = -+ (1)), Avem deci

EXfp =P =PYI=2
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sau

de unde se vede cii P este de forma
P =+ cos (A arccos x + &)

« fiind o nous constanti.

P trebuind si fie un polinom de gradul = +1 i s inceapd cw

xH1 gisim cd a=0, x=n+1,
x T,y 4 =—;—5 cos (n--1. arccos x)

si

1
|-ln(x"+1)= 2,n O

Se poate de ducede aci foarte ugor valoarea polinomului Ta(x;x™1);
pentru un interval oarecare (a, D). Printr'o transformare liniard, usor
de gisit, deducem

, b— a)"t1 — 2x—a—b
(20 an+l_Tn(x;xab+l)=(—221’L)_‘_l—— cos (n +1. arccos _F-a—_)
si
b—a)*t!
(a1 = (_W_ ’

Polinomul (20) este polinomul care difers cel mai pufin de zero:
dintre toate polinoamele de gradul n-+1 care”incep cu "1 Acest
polinom a fost determinat pentru prima datd de ciitre TCHEBYCHEF.

LECTIA III

Rezultatele Dlui Ch. de la Vallée Poussin

992 — (ea mai bund aproximatie pe 7 -+ 2 puncte, Si consi-
deriim acum ‘o functie uniformd f(x) definitd numai pe n+ 2 puncte:
(E) n << o <Xntz-

Maximul N(|f—P[) va fi definit de formula

M(l f— P1) = max (|fix») —DPw) )
re=1,2,..., %+ 2,

2
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Pentru toate polinoamele P(x) de gradul = expresia M(lf—PI).,v
are un minimum pe care il vom nota cu p.(f) sau mai simplu cu pa,

Se arati usor cil acest minimum este atins de cel putin un poli--
nom de gradul n. Vom nota cu Ex(x), sau mai simplu cu E,, un astfel
de polinom. E, este un polinom de cea mai buni aproximatie de gradul
n al functiei f pe cele n+ 2 puncte (E), iar p, este cea mal buni.
aproximatie a lui f prin polinoame de gradul n pe cele n + 2 puncte:
considerate.

Fie & un punct la stinga lui @& §i é14-2 un punct la dreapta lui
Znt3z, iar & mijlocul intervalului (zs, r+1), r=1,2,...n+1.

Din sirul de puncte &, & ,..., 141, ént2 putem alege un alt sir
€01 j, 5+ 18jimnt1s Enyp care si ne determine m intervale consecutive

-2
Ll, LZ,--.,Lm

bucurindu-se de urmitoarele proprietiti:

10, Existd cel putin un interval Ls.

99, Fiecare interval confine sau puncte a» unde f—E,=pn sau:
puncte x, unde f—E,=—p, dar numai puncte de acelagi fel. Dacé
Ls confine puncte de un fel intervalele Ls,y $i Ls+) confin puncte de-
felul contrar. Pentru fixarea ideiilor vom presupune cd L contine-
puncte unde f—En=ps.

Rezulty imediat cd in intervalele L;, Lj, Ls,..., avem

'—Pn<f'_EnSPn,
iar in intervalele L,, Lg, Lg,..., avem

— oS f—En<epn.
Sd luim acum polinomul de gradul »

Q (x)=(x_£]l) (x_gv'/z) o (x_gjm-l—l) (m S n+1)

si vom determina semnul constantei A astfel ca »Q> 0 in intervalul Ly .-

Punctele (E) fiind in numér finit, se vede imediat c# putem lua
pe X destul de mic in valoare absolutd asifel eu in toate aceste:
puncte sd uvem

—Pn<f‘En—)\Q<Pn
de unde rezultd teorema:

Dacd E, este un polinom de “cea mai bund aproximatic de
gradul n al funcliei f pe cele n+2 puncte (E), diferenfa f—Ea i
valori egale $i de semne contrare in doud puncle consecutive ale-
sirulut (E). v : ‘

Lisim la o parte, atat aci cat i mai jos, cazul cand prn=0. Inu
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acest caz existd un polinom de gradul n care ia valorile f(x,) in punc-
tele x, .

923 — Determinarea polinomului E, .Proprietatea demonstratd
araty imediat ci polinomul E, este determinat complet §i in mod unic.
«Calculul polinomului E,, precum si a celei mai bune aproximafii p» ,
se face rezolvand sistemul

En(X'l):f(x')) + (—1)7911 (Pn"_-lpll)
r=1, % ..., 0 T2
.caré trebue si fie compat1b11

Pentru a putea pune pe g, §i polinomul Ei, sub o form# explicitd
vom Intrebuin{a notatiile dela Nr. 16, 17 precum si formula (16).

Avem cu aceste notafii

’ (—/.l)“—'_lU(xl xg, " ey xn+2 ' f)
'(21.,) P = ni2 2 2 *
2 V(xy ey Xomly Kad 1y oo 3 ¥nto0)

Polinomul E, se determini si el ugor cu ajutorul formulei de
interpolare a lui LAGRANGE

n+2
; G(x)
) ¥
n = Z h) + P n] (x— X;-) G /(x"_)
ande
G)=(x— x1) (x —x2) .. . (¥ — Xus2)
Avem insd
(—1)"+2"'V(x| y X2 4 0 00y xn—l—'z)
‘ ==
G (Xq-) V(Xl ceony Xp—1 s K d gy ey xn+'3)
:aga cd putem scrie
_q)yut2 n+2
e e k(= e
G(x) |

.V(xl T T I Xw'-|—1 ) ey xn+2)
X—Xr

Acest polinom este, in aparent, de gradul »+ 1 insd, in virtutea
iwrelatiei (21), coeficientul lui x"+1 este uul
Cea mai buni aproximafie p. este egald cu:

|U(x1,xz,---,xn+2;f)|

(22) e
2 V(x] 9 -,x"'—l ,x7'+‘ pooog x"+2)

r==1
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24. Prima teoremi a D-lui Cu. de la VALLEE POUSSIN. Sd
presupunem acum ci un polinom P(x) de gradul n este asifel ales incat
numerile f(x,) —P(x.), r=1, 2,..., n+2 si fie de semne alter-
nate. Observéim ci cea mai bun# aproximatie a lui f este egald.cu
aceea a lui f— P, prin urmare in acest caz formula (22) devine

n-+2
DU F &P V(X e Koty Xndty oo ey Xag)
r—=1
Pn= M/+2 v 7
2 V(xl a0y x,-_1,x1-_|_1,...,Xn+2)
r=1

care este o valoare medie a numerilor | f(x,)— P(x,)| si putem asa:
dar si enuntim téorema urmitoare, pe care o vom numi prima teoremd
a D-lui Cu, de la Varrge PoussiN:

Dacd un polinom P de gradul n esle astfel ca f—P si ia-
valori de semne contrare in doud puncle consecutive ale sirului (E).
avem

mln(lf(x.)— (xr)])<pn<max(|r(xa)—P(xr)I)

r=1,2,...,n1 =) it

presupundnd cd numerile | f (x,) — P(x2)]| nu sunt toate egale intre ele.
Aceastd proprietate ne va permite s& tragem o concluzie impor-
tantd relativd la cea mai bund aproximatie intr’un interval intreg.

25. — A doua teoremda a D-lui CH, de ]Ja VALLEE POUSSIN:
Sé ludim funciia f definitd si continui in intervalul (a, b). Existd, in
virtutea primei teoreme a D-lui E. BoreL, o multime (E¥) de n 4 2
puncte x; < X; <...<<X;— astfel ca cea mai bund aproximatie pn pe
aceste puncte sa fie egald cu cea mai bund aproximatie p, a functei
7 in intervalul (a, b). Fie E, polinomul de cea mai bun# aproximafie-
de gradul n pe (E*).

Daci | f—En|<pi in intervalul (a, b) atunci cea mai buni aproxi--
matie p, pe orice multime (E) de n -+ 2 puncte e cel mult egald cu ps..

Sd presupunem din contrd cd ar exista un punct X' unde
f(x) — Enlx)| > p¥. Dacd x' cade intre x , X,44 diferenta f— En.
are acelagi semn in x/ ca si in X, saw in X,4;. Pe baza rezultatelor
din Nr. precedent, cea mai bun# aproximatie e mai mare decit P’ pe-
cel putin una din muljimile de puncte :

] v
()3) { Xy eeoy Xary X Xrt2 50y Xngo
’ xl,"'!x""l’x’)x"""l,- )xu+2-
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Acelagi licru se intampld dacid X' cade in afari de intervalul
(g 5 ¥nta)s

Pe de alti parte formula (22) ne arati ci p. este o funciie con-
“tinud de X4, Lz, e.vs Tnip $i are un maximum atins neapérat pentru
. cel putin o anumitd mulfime (E).

Tindnd seam# deci de prima teoremd a D-lui Borer putem enunta
urmétoarea proprletate

Cea mai bund aprorimafie p. o unei funcfii continue f(x) in in-
tervalul (a, b) este egald cu cea mai bund aprozimafie pe n+2 puncle
. ale intervalului, aceste puncte fiind astfel alese tncdt pn sd aibd cea
mai mare valoare posibild,

Cu alte cuvinte

fa(f') == max pu(f).

Aceasti teoremi este adeviirati si cand functia f(x) este definitd
.pe un numir finit de puncte sau pe 0 multime, mirginitd §i inchisd,
-.oarecare. ‘

26. Aplicatii la functiile cn diferente mérginite. In unele ca-
. guri formula (22) permite o limitare a celei mai bune aproximatii.
Se zice ci funciia f(x) este cu a n® diferenfd divizatd mdrginitd
in intervalul (a, b) dacé expresia
[\'l » X244 '-)X"+1;f];

definitd la Nr. 17, rimane mirginitd cand x;, Xz, .+« Xniq sSunt n+1
rpuncte distinete oarecari ale intervalulvi (a, b).
Numiirul

Auff]=max | [xq, X2, o ooy Xut1; [l
in (a,b)

-se numeste a n® margine sau marginea de ordinul » a functiei f in

intervalul (a, b).
Presupunand incd x, <Xxp <...<Xni2, formula (22) se poate
.scrie

V (%1, %2500, Tata) |[$,,w2,...,$n+2§f.||'

Pn= o¥2
ZV(xl,...,x,-,_“a'Hl,. ..,03,1_|_2)
1 =1
Dar
V(ﬂr‘l.@z,- & —|-2)

in (a b)”+2
Zv(wl» --1wi—laxi+h"')mfl+2)

=1

«-este egal cu cea mai bun# aproximafie a lui '+ prin polinoame de
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gradal n. Acest maximum este egal deci cu (Nr. 21)
(b—a)"+!
prin urmare:
i Dacd functia f(x) este cu a (n4-1)* diferentd divizatd mdrgi-
nitd in tntervalul (a, b), avem

mm(N< &0, i1

‘ In particular, dacs f admite o derivatd mirginitd de ordinul » 41
si dacH, conform notatiilor noastre, insemnim cu Ag[f®+1] maximul
:sau marginea superioard a lui | f@+Y| in intervalul (a, ) avem

Ag[fatV] = (n+1)! Apgy[f]

b—ayt!
ta (N < ZZ_ZSJH(;:@)-W)I Bo [F1M]

prin urmare:

27. — Modulnl de o:cilatie al unei fanecjli. Atat pentru a ob-
{ine o limitare a lui p, cat g¢i pentru problema care va fi tratati in
lectia urmitoare trebue si definim modulul de oscilajie o (3) al func-
tiei f(«). Acest modul de oscilajie este o functie de 0, care prin- defi-
nifie este

w(8) = max | f (=) — f(2")|
cand &', @"” sunt doud puncte oarecari, in intervalul (a,b), astfel ca
Vl wl_ w"l Sa.
o (3) este o functie definitd pentru 0 << 8 < b —a, nedescrescitoare
st care nu devine negativi. Avem evident inegalitatea

4) £ = &) | S o (| x—x7]).

' Functia »(3) se bucurd de diferite proprietéi{i dintre cari reamin-
tim cele mai importante, Fiind dat un & > 0, existd un cuplu de doud
puncte x’ < x'’ astfel ea |x'—x""[< & si

o) — e < flx!) — fx) | .

St impértim intervalul (x’, x”) in k pHrji egale prin punctele
J o
X=Xy, Xyy00.,Xn-1, Xe=X"" vom avea

k
Fx) — ") = DTfee) — f(xia)]

1=1
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de unde
ey — A 1< ko (%)
deci
(&) < kw (/%J +e

oricare ar fi e. k fiind un intreg pozitiv i punénd %3 inloc de & avemr
deci
o(kd) < kw(3).

Dac# % este un numér pozitiv si & intregul cuprins in & avem
o(kd) < o'+ 18) < (k' + 1)u(®).
w(k8) < (£+1)o(3)

Rezultd ci

oricare ar fi ‘numérnl pozitiv 2 (astfel bineinteles ca & si k¢ sd fie-

<b— a). Avem deci pentru 8 <b—a

III

(25) | () — ()| < [“—_B—Jrl] o(5)

In fine, condifia necesard gi suficientd ca functia f sd fie con--

tinud este ca () —» 0, peniru & - 0.

28. — Limitarea inferioard a lui p,.. Sid calculim o limitare-
inferioard a lui p,,. Cand x; sunt n-4+2 puncte date in intervalul (, b),-

membrul al doilea al expresiei (22) reprezintd o limitare inferioard
pentru p..
S# luiim in particular,

b—a

xt':a_}- n + 1

(1—1) 1=1,2,...,n + 2
si fie fi(x) o functiie care este continud, liniard in fiecare din inter—
valele (xi, xitrq), 1=1,2,...,n+1 si

b—a

fi (@) =(—-1~t+2-¢ ICESh

In acest caz

i IRZS8 Shisr2n

b—a
(1) 2 m

Sé calculim modulul de oscilatie al functiei f,(1).
Avem i
FE =160 [ _

max =T
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b—a

) i b—a
< T4
) deci pentru &8 < avem

pentru |x'— x| < T 1
0:(3) = 8.

Pentrv. n>1 putem dar scrie
b—a n b—a 1 (b—a
> T — L
”"("‘)Z“’(z(n+1))—3n+z“’( p )25“’( n )

29. — Limitarea superioard a Iui p... In lectia urmitoare vom
indica limitarea superioari a Iui p.. Voim si indicim aici o cale
directd care, dacd ar putea fi urmdiriti pan# la sfargit, ne-ar putea
eventual da solujia acestei probleme. Numitorul expresiei (22) se poate
scrie sub forma

2D(xy, %2y, Tnt2)

unde
2 2 " "
Xy — Xy Zy — &, zy — wy (=)
n n
T3 — X, &y — %y Zz3 —x, —1P1
D<x1,x2,---,xn—|—2)= ........... LT T T S T T SR T
2 (2 7
xrn.l_] — a5 lﬂ'f'l— x” e xn+1— .%'n —1
= 2 2 n "oy
FInte —Tntt Lyt =Ty ge Tyg2™ Ty

E de observat ci minorii ultimei coloane sunt pozitivi, ciici pre-
supunem si aici xy < 2 <+ + + < Xy .
In adeviir avem

2 1 2 1
Z3 — %, x:— 2z, G
To— Ly A2 — a2 ==
AUERR R L I e AT CHLASSEZ
® @ w8 & + @ 8 ¥ ® 2 g v s @ ® * + B & ¢ 8 " " s
Tpto— & a2, — a2 e, —
n+-2 ntl Lo n41 nt2 n 1
iy Xy Q'_'-\_'_g a‘,,H_z
='ﬂr[(... P V(tl,tz,.-.,tn)dt|dt2...dtn>O.
J
g Ti1 Tpr Tada

Dac# sciidem fiecare linie din urmitoarea si {inem seami de (24),

Monografii Matematice. Fasc. 1ll, 8
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«deducem :
|U(37|,.‘1J2,...,xn+2;f)ls
2 — % w2 —a2 .- #p—a) (1)o@ —=z)
@y —xy  xE—al - ai—a] (—1D)" ol — 2y)

Bndr — Tngt @opy — Hppy v+ * Tpyy — zh., OTntz — Tnp1)
Tindind seamd de (25) si de observatia precedentd, deducem

{Dl(wi 5 wﬁ diary “'n—{—i)

+ ]j(x,, wz, ey xn+2)' (.0(5).

ﬂU(xi,xz,..r., Wn-{-z;f)l < l 5 ’
Avem aici )
D‘{\ﬁ}i s X2 9000y $n+2) =
m—n  B—& - H—al (—l(e—a)
T3 — T 2—a; ... z—] (— 1)1 (g — ) M
== —
= b o ] RSSO S T I G (3 e o I S A
Tnq2 — Zatt xi+2 e xlzx+1 b M x:+2 | x:+1 & nt2 — o1

X2 Ly m"_l_z
= 2(’"; ‘)S S « o D(t‘ Stante fn;H) d’t| q dtg O o dtn.-|-1.
; "X PRy
Daci deci notim cu 6, maximul catului

D, (xl T s 90n+2)
D(4,%s 000 Xnta)

426)

«and punctele ©; <z, <- » - < Zujp descriu intervalul (a, b), avem
Op 1
i) <[5 +3] w0

Se poate ugor vedea ci 6, < b— a, luand deci =6, , gisim
palf) < 00(0,).

Din nefericire determinarea lui 6, pare a fi o problema compli-
<ati, E probabil ¢i pentru # - o0 acest numdr e de ordinul lui
% Ar fi interesant de demonstrat, ca un prim rezultat, ci 6, — 0
pentrua n - o0,

Se poate ugor avita ci dacd ‘doud sau mai multe puncte a; tind
si se confunde, expressia (26) tinde ciitre 0. Raportul (26) este o functie
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omogenil §i de gradul 1 in raport cu z; , 3 ..., 2oy §i depinde numai de
diferentele x; — ;. Rezulti c# maximul nu poate fi atins decat pentru
&y = a, $n+2=b.‘
Fie, in particular, #=2, Avem punctéle z;=a, z,=y, v3=2x, 2,=b
%1 raportul (26) se scrie ‘
2y—a)b—a)@—y)b—ats—y -~
(@—a)(b —y)lb—a+y—2) e

Pentru calcularea maximului se poate aplica cédlculul diféréntial.
Anuland derivatele partiale logaritmice giisim

1 1 1 1 " 1
_b—w+

e o P L B
Yy—-a x—y b—atz—y b—y b—aty—=z -

w-—»y+b—a+x—y_w—-a+b —a+y—x=0

0.

Adunand se giseste
—a o . b—a
G—al—y) @—aG—a)
(@—y)(@+y—a—1b) =0.
Maximul sé ob{ine déci psntru x+ y=a+ b, adicd péhttu = si y
simetrici fatd de mijlocul intervalului (a, b). Se giseste apoi ¢ @ tre-

sau

bue s fie rddicina cuprinsi intre a—;— & si b a ecuatiei

«x_a-gb)?Jr(b_a)(w,_an b)_(b ;ayz il

«deci
.a+b b—a

$i _
9, =2(—a)(J2—1)
E important de observat ci punctele a, y nu divid rafional inter-
walul (@, b). Maignult, coeficientii polinomului

@ — x) (2 — x2) (2 — 23) (2 — ),
«cand xy, X3, x3, £y sunt punctele pentru cari maximul este atins,
nu sunt rafionali in raport cu a §i b. Acest fapt, care probabil are
doc pentru n oarecare, este cauza principald a dificultitii determindirii
anaximului 9, .
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LECTIA IV
Teorema lui Weierstrass

30. — Teorema lui WEIERSTRASS. K. WErIERSTRASS- & demonstraf
urmitoarea teoremi (8):

Orice functie continud tn intervalul (a, b) este limila unui gir de
polinoame, uniform convergent in acest interval.

Demonstrafia nu se bazeazl pe teoria polinoamelor 1,. Rezult¥:
ins# din aceasti teoremi ci

(27) pa(f) > 0, pentru n - o

dac#i funcfia este continui.,
E evident, de altfel, ci pentru orice functie f avem:

MoZ 2 r o2 a2 -
aga ‘ci limita
lim p.(f)=p, pentru n—>

existi si este >0.

Dacd p=0 sirul de polinoame T, converge abisolut si uniform im
(a, b). Rezultd dar ci pentru o functie discontirui cu siguran{# avim p = ..
Teorema lui WEIERSTRASS ne spune ci peniru o functie continud avem.
cu siguranti p=0.

Problema importantd ar fi de a demonstra relatia (27) direct,

bazéndu-ne numai pe proprietitile polinoamelor T,,. Daci de exemplu:

s’ar putea arita cd numirul 6, definit la Nr. 29 tinde citre zero pen—
tru » - o, problema ar fi rezolvati.

Inainte de a demonstra teorema lui WriERsTRASS vom ardita um
rezultat al Dlui L. TonerLLt fn legiiturd cu o astfel de demonstrafie
directi.

31. — Teorema Dlui L. TONELLL. Si presupunem ci sirul de
polinoame

(28) Tol; ) T@; )y ooy Tulm;f)...
converge uniform céire o funefie continud F(x) §i cd avem p >0,
atunci’
MOFf—=F) SM(If—Tal)+ MIF —Ta!) < pu'$ M(IF —To)).
Se deduce usor ci
: MOIf—=Fl)<p.

(®) K. WrierstrAss ,, Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannler-
willkiilicher Funktione « reeller Argumente®, Werke Bd. 11, p. 1—87,
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f—F fiind o functie continud, putem determina un & > 0 astfel
«a, In orice interval de lungime <3, oscilafia. acestei functii si fie

mal mici decat p. Pe de alti parte putem gisi un numir # > 0 —,a—a
astfel ca si avem ‘

M(IF—TnI)<a<%-

Stim cé existd cel pufin n+ 2 punete in cari\":i b oste alter-
nativ atins gi, din felul cum a fost ales n[n) b_—a-_a,J , rezulti el
existd printre aceste n + 2 puncte cel putin dous «', x" astfel ca

|2 — x| <8,

f(x/) = Tn(x’) = Pn , f(./I,‘”) —_ Tn(x” = — P,
de unde

@) = @) ={2)~ Talw )]+ (Tfx) = F@)] > pu—eZp—e >

A@)=F@")=[f@") = Tu(@" )| +[Tulz") ~ F@ ) <-put e < ~p + & =3

Rezultd cd oscilatia functiei / — F in intervalul (', x’') este mai mare
-decat p, ceeace este imposibil. Ipoteza w > 0 nu e deci bung, Prin urmare
trebue si avem p = 0. Avem aga dar urmiitoarea teorems a Dlui ToNELLS :

‘Dacd girul de polinoame (28) converge absolut gi uniform cdtre o
Jfunctie (neapirat continudl), aceastd funcfic coincide cu f(xz).

32. — Polinoamele Dlui 8. BERNSTEIN. Vom demonstra teorema
lui Weierstrass cu ajutorul polinoamelor D-lui S. BernsteiN. Trebue
«deci, inainte de toate, si dim defini{ia acestor polinoame.

-S4 dividem intervalul (a,b) in n pirti egale si fie

ai=a+ib;a, 1=0, 1,...,n (ap=a, a,=b)

punctele de diviziune,

Un polinom de gradul » al cirui coeficienti depind liniar si omo-
-gen de cele n+1 valori f(a:), i=0, 1,...,n, se numesgte un polinom
“de interpolare de gradul n al funcfiei f(x). Vom studia, in particular,
polinomul de interpolare introdus de DI S. BarnstriN (%)

Pulo )= g go,' (7] flas) (@ — @ (0 — =

(%) Pentru referinte a se vedea POLYA u. SzEG6 ,dufgaben und Lehr-
Bdtze aus der Analysis“, t. I, p. 66,
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K interesant de observat cum se poate obtine acest polinom pe
o cale oarecum geometrwa

Fie Ag, Aq, ..., As punctele reprezentative ale functiei f(x) pen-
tru x=ag, @,...>0» adici punctele do cgordonate 4i, flas). §
construim linia poligonalii ApA,...A,. ,

Si luéim pe laturile AgA;, AjAz,..., AuiA, ale liniei poli-

A,

8
s i e
&
o

Fig, 1.

gonale punggglg Ap, Alfre: o A'si1 eari impart aceste laturi in ace-
lag sens si intr'un agglqg rgzpo;t. Alegejm acest rapont astfel ca

P T Y Wy S el
s fiind un intreg, 0 <s<n.In linig thgonglﬁ AoA'y. .. Au Inseriem
in acelag mod linia pohgonalﬁ AN A, piistrand sensul si rapor-
tul fmpériirii laturilor ; avem decl tot '
A RFERE AR S LI 0 beiay
" n

Continufnd acest proecedeu, Insrciem succesiy lmnle poligonale
APAD, . A® , k=8, 4, ..., n. Ultima se reduce la un pynct A Avem
s b—a
n n

S Agdyw A Ay = o - SAEIAR =

aga cii abscisa lui A este tocmai

ats2=

= Qs.
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S# notdm acest punct A{Y cu A, pentru a pune in evidenfi
numirul s, si sé calculim ordonata lui A*. Pentru i=0 i i== punetul A,
coincide cu Ag gi A, respectiv. In general s# notdim cu b, ordonaty
lui As, cu b® ordonata lui A® si cu b* ordongta lui A¥, Avem

(n — 8) b&-V+ sb Y

(29) b®= -  2=0,1,..,n—k £=1,2 .., n— ¥

si
- n —3) b=V 4 ghn—1)
(30) b"::(n ) ~0n 't'bh .
Din (29) deducem suecesiv
B1) = (n — 8) by 4 8byyy
L n
(n — 5)2bo428(n—8)Be 11 -+ 8%bus2

ﬂi

2 —
bR =

si In general
k
b® = lk 2 (f) si(n — )=y, r=0,1,...,n—Fk.

n 3
1=0

Formula (30) ne di deci

_b:‘=,%2n()s(n—s)"‘b

=0
Revenind acum la polmomul Pu(x ; f) observim c# avem :
”
: a
P, [a+s ;f] =3 ( )s’(n—S)”—if(a@
"=

Rezulti dar cii polinomul Dlwi BERNSTEIN Pu(x;f) esle polinomul
lui LAGRANGE care ia valorile b* pentru punctele a..

33.— Determinarea unei limite superioare pentru [/()-Pn(o;f )8
S# determinim o limitd superioard pentrw |f — Pn(; f)|. Observim
¢ Pu(x; 1)=1, de unde deducem, folosmdu -ne de modulul de osei-

latie w(3) definit la No. 27,
If=Pula; )1 = ‘(—'—); (#) 1) = e e — ay o—ay—| =

n

S(———b _1 a)nZ (:’) o(jx—ail)(® = a)(b— )" <
<{ =)y 1_27; (") Iz . ai |(x—a) (6—2)~*+ 1} w(2).
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4 punem ]
) [ 2 ) = 1 5 n + i n—1
31 P(x)= (b_a)ni_zo(i)lm——atl(x—a) b — x)
si
Nn‘- max (’J(x‘
. in (a, )

Punénd in fine & =2N, , deducem (se va vedea ci efectiv 5 = b — q)

@2) 1= Pules DI <3 w(@N.

34. — Aproximatia dati (e polinomul P, (2;f). Patem acum
calcula aproximatia datd de polinoamele Pu(x; f). Si calculim intai
funcfia ¢(z). Avem in intervalul (a;, A1)

H) = o 2 ()@ —a) e —ayp—ay' +
(b —1 a,)n 2 (n) (a1— @) (= — a) (b — )~ =
b_a)olz( (l‘—a[) (l‘—a,) (b_x)n—l
‘deoarece se erific ugor ci iy
2 (:&) (ai = x) (.ﬂ — a)"" (b _._ x)n—i = 0.
=0

Facand calculels, giisim

.2

('n --7— 1) (@ — a)t (b — =,

ay
Maximul acestui polinom in intervalul (a7, a,41) este atins pentru

G+Nb+(n—19)a
nitq

r=

§i are ca valoare

@)  20-—a"1) L H&:};ﬁﬂ 5 L e i,

e (et : o '
Funetia (T este descresciiture cand # =1 creste Rezulta
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i avem
L O K jt1
(j-l-l > W= pentru n > 3
sau
/+1> k

Deducem de aci ci (33) atmge max1mul ei pentru j —% sau

. n—1
J=—g— dupd cum #» este par sau impar.

Avem aga dar

Ly &
2 ; 2
a-ty [5+1)° 5
N,.=?(b—a,)( ” ) ) pentru n par
2
b n—1
Nu= :,,a( gl) pentru % impar.

‘Se demonstreazi imediat ci

V2n —1 Nz,;—i > VZn + 1 N2n+1

b—a b—a
Ni = 9 N;= 4
de unde
b—a
N 71 e
2 +1<2V2n T
No, 41 :'/3(1)—__1) | pentra »> 1.
4)2n +1 _
Pentru # pdr avem
(n+1)+tne o, 2ot (nd-1) (242
N2n=N2n+1W22 + <N2n+1(2n+ NEE ( 3 ) =

iy 2(n+’l)SV§(b—a)'2(n+1)_:1_.’V3_(n+1)(a—b) b—a
2 Gt 4fom4-1 2n+1 27 (1)) o+l " 2)m

deci in general

b——a_

N, =——
2V n

Formula (32) devme deci

=P HI<gw (”ﬁ“)




49 LECTIA IV

Dacd functia f este continui w( )—>0 pentru n —>oc §i

V. |
teorema lui WEIERSTRASS este demons,t_rata Mai mult se vede ci cea
mai Lundi aproximatie a unei funcfii continue prin polinoame de gra--

dul », adici numﬁrul [T este cel putin de ordinul lui u)( a)

Y

Aprox1mat1a datd de polmoamele Dlui .S. BERNSTEIN nu se poate:

ameliora in general. Fie de exemplu functia

a+b
fax) = I T——p— }
b—a
Avem fin acest caz w(@)=¢ pentru & =< o~
Un calcul usor ne aratd ci

ZP,‘ ; —_ 1 =8 —_— < (2 n—t.
e 2 (5 ) ) -fiavsarflowsp) (- -sy
de unde

APPon(x;F3)  dPoqi(2;fs) n
de® da? ~ (b=at

r (%) (@ =) 2.

De aici rezultd ci Pp,(x;f2) == Po,11(@; f2) $i cd P2, (x;f2) este o
functie convexé (in sensul obicinuit) in mtervalul (@, b). Avem prim
urmare

max lfz—PZn (z;f2) =Pz, [a-l—b ; fz) —fa (f""'Tb) -

in (a, 6) 2
1 2n
- 2_ g (fn) a
Avem acum

o () V> e (o) V2n =2

1 (‘ZnJ 1 i_

'22n+1 \ %

deci

\

de unde

) b—u
hEn(a)x | fo— Pan(2; f2)1>% y%—ﬂ@ (V%J

ceeace probeazi afirmafia noastri.

85. — Aproximatia functiilor convexe de ordin superior..
Polinoamele Dlui BernsTEIN permit incii si stabilim citeva rezultate-
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interesante asupra aproximirii funetulor convexe de ordin superior ('9)..
Intrebuin{and notatiile dela No, 17 si punem

,A;,—'?[qm U S -zvai-l-,/c)ﬂi 7'=05 11 e, — k’ k=1; 2! 999
Un calcul gimplu ne araty ci
dP,(xz: f) 1 ~ n—l
; AL T — G(h — gp)n—1-
R PN e Bt
§i in general

M=k! (1_1_) (1_2_J o

dxt n

Se vede imediat ci dacii funcfia f(x) se bucurd de o proprietate
de convexitate determinati, pelinoamele D-lui S. Bernstein se bucurs
de aceeag proprietate de convexitate, Presupunem aici ci convexitatea
propriu zisi gi polinomialitatga sunt cazuri particulare ale ne-concavi-
tdtii. Proprietatea rezultd din definitia funetiilor de ordin superior gi
din faptul c# dacd o functie este derivabili, condifia necesard gi sufi-
cienti ca ea si ﬁe ne-concavii de ordinul n este ca derivata.sa de-
ordinul n+4-1 sd- nu. devini negativii, ete.

Putem dar enun{a proprietatea :

O functie convinud f, care se bucurd de anwmite proprietifi de
convexitate, esle limita unui §ir de polinoame, uniform convergent in
intervalul (o, b) g cari se bucurd de aceleas proprietipi de comveitate.

36. — Aproximatia functiilor cu diferente divizate mirginite.
Putem deasemenea obfine si cateva rezultate asupra functiilor cu dife-
rente divizate mirginite. Si considerdm relatia

k1 ALF] = AF®]

definiti la No. 26. Pentru polinomul P.'z; f) vom avea
k184[Py] = A[PY]

de unde, tindnd seami de (34),

8 [P << (1 —1) (1 -—2—) (1—-".:1) B[ ).

Se poate Incé scrie
A[Pr) < AL[A), k=0,1; AfP) < A[f], kB> 1

(19 Vezi Tiseriu Popoviciu ,Sur Uapproxima ion des fonctions con-—
vexes d'ordre supérieur® Mathematica t. X, p. 49 —54,
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Avem aga dar proprietatea :
O funclie continud [ cwre este cu a n® diferentd divizatd margi-
nitd, este limita unui gir de polinoame, uniform convergent in inlerva-
“Jul {i(a, D), cari aw marginile de ordinul 0 gi 1 cel mult'egale cu ale
Suncfiei iar marginile de ordin > 1 mai mici ca ale functies.

:37. Aproximatia funcgiilor en variatia mirginita, Fie
“$l<m2<"‘<m')n (m2n+1)

un gir de puncte in intervalul (a, b).
Numairul

m—n—

1 X
"m=2 |[xi+1,wi+z,---,xi+n+1;f]—[xi;xi+1.--.axi+n§f]|

i=1

86 numiste a n* variatie a lui f(#) pe punctele z; considerate.
Dacd punem

max vy, = V'n, [f]|
in (a, b)

maximul fiind luat cAnd variazi atat punctele @ cat si numiru
dor, numdral V., [f] se numeste a n* variafie totald a lui f(x) in inter-
valul (a,b). Daci V.[f] este un numir finit functia se zice ci este cu
28 n® variafie mdrginitd. '
Avem si aci relatia
kLVi[f] = Vo [/®]

b

Vo[ﬂ=S 'l da

precum si formula

/bine cunoscutd din teoria functiilor cu variafie mirginitd (de ordinul 0).
Pentru polinoamele P.(z;f) avem

b
VL [P®) = %S | PG+ | da,

Tinand seami de formula (34), deducem
k+1 1 2 kA
nl=g =) (-3 -

1 C

("’—{;—1) 145 ( (@ —a) (b—zy—* 1~ dz,

a

n—

M

I

7
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Insid
b

S (0 — o (p—iybt i (b - gyt 1O L (h—ayot -

A : — e
) (n—k)! T (’n I: 1}
deci
1 9 =1y (k+1)(b—a) "TFL
wiea=i=4) (1=3)- 1~ G000 S5
Dar avem si relatia
k4+1)(b— : N i
&%@AHH:A,C_ ALt!

prin urmare

D)0 —a) G i G
CEDO =0 ST abat = ST st -t i< v, 1)
i=1 i1

Deducem deci ei ‘ .
Vi[Pl = Vi[7l, £=0,1; Vi[P.) < Vil[fl, E>1,
Avem asa dar proprietatea :

O functie [ continud §i cu a n® variafie mdrginild este limita -
unwi gir de polinoame, uniform convergent tn intervalul (a, b), cari aw -
variafiile totale de ordinul 0 gi 1 cel mult egate ey ale fumefier tar-
variafidle lotale de ordinul > 1 mai mici ca ale funmcie.

38. — Aproximafia fanctiilor derivabile. Si vedem in fine la -
ce rezultate ne duc polinoamele D-lui BErNSTEIN pentru functiile deri-
vabile. S presupunem deci ci functia f(#) are o derivati continuii de-
ordinul k¥ §i fie w:(3) modulul de oscilatie al acestei derivate. Se stien:
ci avem formula mediei generalizatd

b3 =10 a il el Jo o), 0<o<1,

intrebuintdnd notatiile de mai sus.
Deducem de aci ei

==

—2 (i+-0k)1 | =

k1AL — O (@) =< w (laﬁ—a—

= w(max(|lz—a; |, | — aipal,. .oyl @ — @il )
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Fie' acum polinomul

Qi@ f) = PAGTAN i SEE
=l =

=(ﬁ)n_1"2_k( : )kl M@ = aji(h — @yt
=0

Avem

P —=Quil@; i< { )ﬂ_kZ(n k) | z—a; | (x—a)i(b—a)y—+—+

l u—_f

+

<unde s este determinat in feliil urmitor :

.k
85 il dacid & este par si 4= =a;4
SEESNE % dacd & este impar si a,-stM
. k=1 g .
S\ ity daci k este impar gi _____a,~|—a,+1 =z <.

Bineinteles c# dac# in aceste formule avem s <0 sau s=n— k

'primul sau al doilea termea din a doua parantezi mare dispdre,
Observand ci

k(b — a)

n

e —aI<le=a; |+ |dit—a; | — |v=a; |+

putem scrie si

n—k
AF= i 1< = 2T o -0 ) 1
unde :
k 1 i e .
$i(2) =~ (——a},,—rTZ( i )(a’ — a) (b — )t
=541
i trebue si luim ¢,(2) =0 daci s=n — k.
Avem acum
1 n—&
‘@) G (e — e @ —ay o — gy =
=0
1 n—k
SW.‘.ZO (n:‘kJ o — 0 — z =7 l x — a (b—x)—+— 42

& n—£k ‘
e ey (17 e — @ — apt

G5 ) 1e— a1 @—ay o — ) + 1 Lo ),
= [
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ceeace rezulti imediat din relatia
= b —a . k(b—a)
T—ti=x—0—i— +zn(n_k).

Stim insi dela No. 34 ci

1 ST b—a — a)i(h — gp\—h—i b—a
«b—a)n—kg(ﬂlx-“w—kl“ H T N S

Pe de alti parte

) ' 2 (n i k) x — a)i (b — z)n—t—i = k(z — a)

h(n —-k)(b — a)"“—‘i=0 n

%1 vedem cd membral intai al relatie (85) este
_ b—a k(b — a)
= - .
OVn—k n
Avem acum evident si

oyt g ST oy = M

n

«de unde rezulti ci

: nand & — b__i
sau, pu = Vn_ k’
E 3__‘_22“ i (VI:@__ak) (n=1k + 1).

39, — Convergenfa derivatelor polinoamelor Dlui BERNSTEIN.
‘Derivata de ordinul k a functiei f fiind presupusi continui, marginea
superioard Ay[f®] este finiti. Avem _

FO—PY (m;f) = O — Que(@; )+
N (1= oein

Rezultatele dela No. 86 ne aratii ci
1Qu (5 )1 == Ag[f @]
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gi pe de altd parte avem inegalitatea J
: 1 2 { k—=1) _ k(k— 1)
e L H (- P fhesl)
n ) n “ n JS 2n

Tinand seama de formula (36), deducem

@) 110—~Ptei 1< +22VE . ( = ‘2) t w A[7@1]
n — "

ceeace ne aratd ci:

{Dacd fu:nc;ia f(2), definiti in intervalul (a, 1), este continud im—
preuna!cw primele k derivate gle sale, sirurile de polinoame P, (z; [),

; E ) T '

P ; f), vo. PO@; ) tind absolut seuniform cdtre {(x), f'(2), . , [@ (),
respectiv, in tot intervalul (a, b).

D_l E, BOREI:. & pus pentru prima datd problema giisirii unui gir
de Bol:noame uniform convergent céitre o functie continui f(z), astfel
ca sirul f.ormat cu derivatele de un ordin dat k& ale acestor polinoame-
sil fi(f, _umform convergent célre derivata [® (), presupusi continui, a
functiei f(2:). Dupd cum se vede polinoamele Dlui BernstEIN rezolvd ini
in I.l'lod elegant aceastd problem#. Acest rezultat calitativ se datoi‘esta-
Dlui S. Wigerr (11),

; In particular, pentru derivata de ordinul fotdi, termenul al doilea:
din membrul al doilea al inegalitafii (37) dispare asa ca

'f’— P,n(x; f)l <‘§'ml (u) *
2 Vn—1
Putem fncd observa ,c4 daci f® (#) verifici o conditie Lipscmrz:
ordinard, aproximatia lui f® prin PPa; f) este de ordinul lui —L:

t . "
prin urmare de acelag ordin cu aproximatia prin P,(z; f®),

_ Polinoamele Dlui S. Bernstminy se mai bucuri de numeroase pro--
prietifi cari au fost studiate mai cu seami de DI BErNsTEIN insusi
precum si de elevii Dsale. ' |

4Q. — vLimitarea superioard a lui p,.. Am vizut la No. 28 ci
cea mal bund aproximatie prin polinoame de gradul n a unei funecfii:

continue f(x) este, in general, cel putin de ordinul lui o [HJ unde-
n

() S. Wieert. ,8ur Vapproximation ]
_ _ WigERr, par polynomes des fonclicns con--
tinues“. Arkiv for Mat., Astr, och Fysik, Bd, 22 B, No. o, !
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@(3) este modulul de oscilajie al lui f(x). D1 D. Jackson a demonstrat
pentru prima datd cd p,. esfe chiar de ordinul Wi o (b—:ﬁ) (12), Se cu--
nosc diferite demonstratii ale acestui rezu]fat. Nu vom insista insé aick
asupra acestor demonstratii. Se poate consulta cu folos cartea citats a.
Dlui Ch. de la VarLte Poussin (13). Ar fi interesant de véizut dacd numi-

! , " . 1 .
rul 6, definit la No. 29 nu este cumva chiar de ordinul o In acest:

caz polinoamele T, ar fi suficiente penfru demonstrarea, atat calitativit
cAt si cantilativéi, a teoremei lui WEIERSTRASS.

LECTIA V
Cazul functiilor de-doud variabile independente

41. — Problema celei mai bune aproximatii pentru o functie
de doua variabile reale. Rezultatele precedente se pot extinde, im
mare parte, la functile de mai multe: gi in particular : la ace~
lea de doudi variabile reale. Vom examina pe scurt aceastd generali-
zare. E important de observat ci unicitatea nu mai subsistd in gener o
chiar dacé functia este continui. :

S4 luim deci o functie reald f(z,y) de doud variabile reale z si
1, uniformd si definitd intr'un anumit domeniu (D) mérginit §i inchis.
Pentru a nu complica lucrurile, vom' presupune ci acest domeniu este
limitat de o curb# simpld si inchisi. Domeniul (D) poate fi, de exem-~
plu, un dreptunghiu
(38) ; ea<x<Db e<y<d.

Functia f(«, y) va fi presupusd continud in (D).

Problema se pune ea si pentru cazul functiilor de o singur#
variabild,

Considerim mul{imea polinoamelor _

P(z, Y)=ag+ apo 2+ ag y+ « - - + ozt ang 3yt - - - +a0.y”

de dou# variabile 2 gi y de gradul ». Un polinom. al mulfimei este
complet determinat de coeficientii a;.

('2) D. Jackson. , Ueber die Genauigkeit der Anndherung sletiger Funk-
tionen durch ganze rationale Funktionen gegebenen Grades und irigonomelri-
sche Summen gegebener Ordnung®, Dissertation Gottingen 1911.

(13) loc, cit b.

Monografii Matematice. Fase. Il
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Notim inc# cu M(f) maximul sau marginea superioard a functiei
f(#,9) in domeniul (D). Eroarea sau aproximafia cu care polinomul
P(z, y) reprezintd funciia f(2, y) este egald, prin definitie, cu M(|f—P]).
Cea mai bund aprozimafie a funcfiei f(z,y) prin polinoame de gradul
n este egalli, prin definitie, cu marginea inferioard p.(f) sau mai sim-
plu pna lui M(If— Pi) cAnd P(z,y) parvcurge mul{imea polinoamelor
de gradul =.

Problema care trebue acum examinati se pune ca si p ntru func-
tiile de o singard variabili :

Fitnd dald functia f(z,y), si se determine polinoamele de gradul
n pentrw cari M(1f—P|) atinge marginea sa inferioard p, si sd se
studieze acest numdr p., .

Problema existentei, a unicititii i principalele propriet#ti ale poli-
noamelor de cea mai bunid aproximatie au fost examinate de DI
L. ToneLu (14). :

Un polinom pentru care minimul p, este atins se poate si aici
aumi un polinom de cea mai bund aproximatie de gradul » al funcfiei
f si se poate nota cu T.(z,¥; f) sau mai smplu cu T, . Vom zice si
aici cd un astfel de polinom este un polinom T,

In ce priveste numirul p, el este pozitiv sau nul si de altfel nu
$@ poate anula decat dacd f(», y) coincide cu un polinom de gradul .
In cele ce urmeazi vom presupune ci suntem in cazul p, > O.

Dac& P(z, y) este un polinom T, al funcfiei fiz,y), polinomul
P2, y) + Q(x, y), unde Q(x, y) este un polinom de gradul =, este un
polinom T, al functiei f(x, y) + Q(x, y). Reciproc, orice polinom T, al
Auncfiei f(z, y) + Q(x, y) este de forma P(z, y)+Q(z, y). Avem

el + Q) = ().
Deasemenea, G fiind o constantd, CP(z,y) este un polinom T, al

‘functiei Cf(z, y) si reciproc. orice .polinom T, al lui Cfiz, y) este de
forma CP(x,y). Avem

ta (CF) = 1C 1 s ().

42, — Existenta polinoamelor de cea mai bnna aproximafie.
Lema preliminari dela Nr. 6 se extinde imediat : :

Dacd un polinom P(,y) de gradul n rdmdne mdrginit de un
numdr A, in domeniul (D), coeficienfii a; rdmdn mdrginifi de un numdir
AA, unde X nu depinde decdt de n §i de domeniul (D).

Demonstratia se face la fel, Luim N = ("‘52) puncte M,(z,,y,),

(1) vezi loc, cit. (4).
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*=1,2,..., N in (D) astfel ca determinantul
439) [P S gy 10 g ga=tiy & U8 (5 Sy ]
s fie diferit de zero. Rezolvim apoi sistemul

A-a10% +a01 Yr+ . oo Fa0 2+ G #Y 4 oo a0yt = Pl yr)
r=1,2,..., N
dn raport cu coeficientii a; cu ajutorul regulei lui CraMER si finem
:seami de
IP(xrayr)l<A7 r=1,2...,N

Se pot ugor alege punctele M, astfel ca determinantul (39) si fie
diferit de zero. E destul si luim N puncte distincte formand o refea
driunghiulard astfel

(s y), r=1,2,...,n+1, s=m r+1,...,n+1l

Determinantul sistemului este atunci egal, afari poate de semn,
«u
V(g , ) V(@) 5 2y 83) vee V(&4 s L2 5 vee s Tt} V(1 > Y2 5 on o Ynt)-

-V(?lz y Yz ey yn-H) cbg V(yu—i y Yu s yn+l) V(yn ’ yn-H)v

gntrebuintdnd notajia deja semnalati a determinatului lui VAN DEm
MonbE.

Rezultatele dela Nr. 7 sunt aplicabile. M(|f — P1) este o functie
continudi de coeficientii a;. Rezultd ci marginea inferioard p, a nu-
aerilor M(| f —P|) coincide cu limita lor inferioard.

Repetind acum rationamentul dela Nr. 8 putem enunfa proprie-
datea :

Oricare ar fi funcfia continud f(x, y), existd cel pujin un polinom
de cea mai bund aproximajie de gradul n.

E de observat cii acest rezultat riméne adeviiral chiar gi pentru
© functie mirginiti oarecare.

43, — Prima proprietate a polinoamelor de cea mai buna
-aproximatie, Daci P(r,y) este un polinom de cea mai bund aproxi-
matie de gradul n, existd cel pufin un punct (x, y) unde avem

(40) | fie, y) — Py )| = pm
Numiirul acestor puncte capiti o primd precizare prin proprie-

tatea urmditoare :
Dacd P(x, y) este un polinom de ces mai bund _aproz:ima!ie de
gradul n, existd cel pulin n+2 puncie unde avem egalitatea (40).
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Pentru a demonstra aceastdi proprietate si consider#m intdi n+R
puncte distinete M,(x;, y.), r=1,2,...,n -} 1 si fie tabloul

41) Il g gl faiy vl oony|
r=12,...,n1+ 1 g
cu n=(n;2J coloane §i 7 4 1 linii, S# inmul{im acest tablou cw
urmétorul
10 20" "0 R0 0.0 08 10,30 1 5 5 0wy fores & 0405 150 56 50 @ o . OJff
Datients 20Okl O 0. 010 51t mniramcese K S .. off
O/ 0ishANE =L 0RO 000, 18 1l o dpale revs .0;-“
0 OFIO n0 007 187 =38 =17, 4 L o Llim L SRR RER N 0’-i
------ .onol--ou--nlll.!-.-c---c.-I l°|
n n Al
0000000000 0...1(fige...... il
unde i =)—1.

Dacii punem z, =241y, vedem ci produsul celer doud tablouri
este egal cu determinantul V(zy, z5,..., Z.41) §i deci este diferit de-
zero. Formula [cunoscutd a lui Caucny ne arati atunci cid exisld in
tabloul (41) cel pujin un determinant de crdinul n -+ 1 diferit de zero..

" S4 presupunem acum c# egalitatea (40) nu are loc dect im
m=<n + 1 puncte M,(z,, y,), r=1,2, .., m. Din proprietatea demons.
tratd a tabloului (41) Tezultd ci# putem gisi in primele m linii un de-
terminant de ordinul m diferit de zero, Fie pentru fixarea ideilor,

(o 22 amr oy, r=1,2...,m
un astfel de determinant.
'S4 construim polinomul Q(x,y) de gradul » si de forma
Qx, y) = bo+ by x+ - + - + b ™2} by

care verifici conditiile

Qer’yr)=f(xr,yr)—P(Tr, yn), ’r=1, 2;..-,')’”,

ceeace este posibil.
_ S# considerdm cercurile mchlse (C.) cu centrul in M, si raza
egald cu un numdr pozitiv 8. Alegem acest numir & astfel ca
19, Cercurile (C,) si nu se tae.
20, f(a; y) — P(x, y), Q(x,y). si nu se anuleze in aceste cercuri..
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Rezultd ci in fiecare cerc functiile f(=; y) — P(=, y); Q(x;y) pis-
#reazd un acelas semn. i

Fie ()°) domeniul inchis care se obfine din (D) scotand interio-
erul cercurilor (Gr). In acest domeniu (D’) avem

| (m, y) — P, ) | = p'< ptar.
Fie acum A un numir pozitiv astfel ales ca

<2M(IQI)( M(T?}I,))

=avem atunci | )

e, 3) — Ro, 1) =20, )| < =5 T =bE <

An tot domeniul (D).
Intr’'un cerc (C,) avem

| f(, §) — Pla, y) — A0, y) | < -
In adevir fie, de exemplu, by,
f(#x Yr ) — P@e, yr) = pn

satunci in (G,)
— i < — AQE, ) = flo, y) — P, y) — AQ(#, y) = fl#, )P, ) = pe

-agalitatea neputind avea loc decat daci f(x, y) — P(,y)=0 sau Q(z, y)=
~ceeace am vizut cd este imposibil. : b
Rezulti dar c#, in tot domeniul (D), avem

| f(z,y) — Pz, y) — 2Q(@, y) | < pm
deei polmomul P(z, y)+ 2Q(#, y) ds o aproximatie mai bund. Aceasta e
dn contradictie cu ipoteza ci P(z,y) este un polmom T,,, astfel pro-
.pristatea e demonstrati. :

44.— Complectarea rezaltatului precedent. Proprietatea prece-
~denti se poate preciza astfel:

Dacd P(x,y) este un polinom T, emsm/ cel pufin [———J puncte
My(@ry yr) unde i
f(@r, yr) — P(@r, yr) = un
=51 cel putm [—J puncte M'(2", Y's) unde i

f(@'s, y'v) — P(@'r, Y'r) = pon

H«] insemnsazd cel mai mare numdr intreg cupring in a.
S% demonstrim de exemplu:prima parte a enunfului.
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Nu se poate si nu existe nici un punct M,, céci in cazul contraxr
am avea
— 2= fla, ) — Pl y) = p'<pn . In (D)
deci

“+ ’ - = ’ 11*‘. !
"_""n<'—'p 2p Sf_(x,y)—P(x,y)+p 2'1 SP2H<F”
si polinomul P(z, y)—”"; B ar da o aproximatie mai buni.

S4 presupunem deci ci existi numai m <["—+g] puncte M,

.r=1, 2,...,m. Consideriim inci cercurile:
tnchise (C») definite la Nr. precedent. Luims
incii raza lor comund & destul de micé
pentru ca cercurile si nu se tae §i ea
f(z, y) — P(z, y) sé riimind pozitivd in aceste
cercuri. In fiecare cerc (C,) ludim un punct

M*(E, nv) la djstanta %6 de M., si fie (C¥p
cercul inchis cu centrul in M¥ 5i raza egalé
Fig. 2, cu 2-5 = &%,
Fie acum polinomul de gradul n
Q. )=I@—EP+y—nP—232][(s—E2+y — ) —2"]..
oo [@ —Eml + (y — )2 — 3%

Acest polinom nu se anuleazi decit pe conturul cercurilor (C5)..
Avem Q(x,y) <O in interiorul acestor cercuri gi Q(x,y)> 0 in dome—
niul deschis (D’), care se obtine din (D) scotand cercurile (C7).

In (D’) avem

— o <l ) — (@) S B < o

S4 ludim pe A pozitiv astfel ca

<2M(IQPI)( M(TSI))'

Avem in domeniul (D’)

flay 1) — Bl )+ MQ(e, ) <pt T E =Bk B oy

si
— P <f(ma y) = P(x$ ) o lQ(x- y);
Pentru aceastd inegalitate, e de observat, cii avem sigur semnull
=.. Egalitatea nu ar putéa insi avea loc decit daci Q(z,y)=0 dar
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atunci f(#,y) — P(2, y) > 0. Avem aga dar

| fl, y) — P(@, y) + 2Qx y | <pn
in (D).
In cercurile. (C) avem

flz, y) — Plw, y) + 2Q(x, 1) < pn

— pn < AQ@, y) < (&, y) — Plz, y) + 2Q(@, )
Rezultd dar c#d avem '

Iﬂx7 y) — P(wa y) + 1Q(x! y) | < fn
peste tot in (D).'Polinomul P(z, y) —AQ(»,y) d& deci o aproximatie
mai buni, contrar ipotezei. Aceasti contradic{ie demonstreazi pro-
prietatea.
Demonstrafia se face la fel pentru punctele M’..

si

45. — Teorema Dlui L. ToNEtul. Fie P(z,y) un polinom de
gradul » si E multimea punctelor (2, y') in cari MI(|(f — P)| este
atins, Mulfimea E poate si fie finitd sau o mul{ime inchisi oarecare.
Dl L. Toneuut a dat urmitoarea teoremi, care este oarecum analoagd
cu prima teoremd a’Dlui E. Borer (Nr. 15):

Condifia necesard i suficientd ca Plz, y) sd fie un polinom Taw
este ca s4 mw sd poatd gdsi mici un polinom Q(z,y) de gra qul n veri-
ficdnd condifitle

10, sg Q@@ y) = sg (flw', y') — P, 4)),
20, T> | Q@ y)>7y>0,
in todate punctele mulfimei E.
Pentru a ardta ci aceastd condifie este suficientd e destul s&

ardtdm ci dacd P(x,4) nu este un polinom T. putem gisi un astfel
de polinom Q(z, y). S& presupunem deci ci

M(If—Pl)=p"> pn
Din relatia
Tulz,y ; H— Plz, y)=f(z, y) — Ple, y) — (=, y) — Tule. y; )
rezulti ci ' =
sg (Tu(@',y's ) — P y") = sg (', y') — P&’ y')
0 < p'— pa <|I Tl Y5 — PO\ YIS B

Putem deci lua Q(x,y) = Tulx, y ; ) — Plx, y)
Si ardtim acum ci aceasty conditia este si necesard. Sd presu-
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punem ci P(x,y) este un polinom T, si cd existi un polinom Q(r, y)
d3 forma indicatd. Considerim inc# cercurile inchise (C') cu centrul
intr'un punct (2',9') si de razi 3. Luim pe & destul de mic pentru ca
oscilatia functiilor f(x,y) — P(x, y), Q(r.y) intr'un cerc (C') si fie mai
micl, decat e < min (., y). Putem face astfol daoarece functiile noas-
re sunt uniform continue. Fie incd (D') domeniul inchis care se obfine
din (D) scotand .interiorul cercurilor (C). In (D’) avem

(2, y) =P, ) 1 < 0/ <
Fie acum A un numir pozitiv astfel ales ca

. pa—p ) P
l<“"“(%4<J,Ql> ?~ P+) |

avem atunci
i ! Jr ,
| 9) = Pleyy) — 2Q(w, ) | <o B = Bl Bl

in (D').
Intr'un cerc (C’) unde

fx', y") — P(a', y') = pn,
0< Ban— € <fx’ y) o P(x y) = l"'"-’
& X(I‘+6)< AQ(x, y) <— Ay — @),
deci
0< pm— ET A(P+e) < fice, y) P(z, J) —AQ(x, y) < un—l(Y—E) < fln

La fel ardtim ci intr’un cerc (C') unde

avem:.

'y y')— Ple', y')=— pn
avem

i <—paA-Ay—e) < f(x, y) —P(x, ) lQ(ﬂ? y)< un+e+1(I‘ te)<
' Rezultd deci ¢i tn cereurile (C'), *

I /(x: y) i P(.E, 1/) i N )\Q(.’L‘, y) I < p"— 1(7 = 5) < Pn .
Se vede dar ci pentru A destul de mic avem
If(x7y) = P(.%', y)—lQ('I"; y)l <|-".n1

in tot domeniul (D). Aceastd inegalitate contine contradictia care de-
monstreazi teorema. ’

4%, = ‘\Iultiphcltatea polinoamelor Ti. Vom arita acum,
printr’'un exemplu, ¢ polinomul Ta(¥,y; f) poate si nu fie unic.
~ Fie f(®) o functie continu# de o variabild definitd in intervalul

(@, b) si Tn{x) polmomul siu de cea mai buni aprommatle de gradul n.
Sa notdm cu p* aproximafia datd de Tn(x).: :
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54 considerim acum functia X

= 2 [ — @) = (y — o)

«definitd in dreptunghiul (38). Fie p. cea mai buni aproximatie a lui
f(x, y) prin polinoame de gradul n. Avem

£, 4) — Tulw) = (f(x) Taz))

~ceeace aratd ci :
| fixe, y) — Tu(@) | < p}

-egalitatea nefiind posibili decat pentru y — ¢ si pentr. anume valori
ale lui x. Avem deci sigur p, < p*.
Avem acum

flo, ) = f(x)
zs'i rezulti cd dacd P(x,y) este un polinom T, al lui f(x, y) trebue ca
I P(x, ¢) = Tau(x).
In cazul contrar . é.r exista cel putin o valoare x pentru care
| A, ¢) — P(x,C)l> oy e
Avem prin urmare

. == p’n 1
:Fie acum polinomul -

P(x, y) = Tu(x) A
wmnde | A| < 1. Avem
| Az, ) ~P@, 9)| = | (A=) (A—Tu(a) — Aily—0) | <

—C
ILd

= (G2 R RN (OB | BT S
-deci toate .aceste polinoame sunt polinoame T, . 7

Férd a insista mai mult semnalim numai ci- DI L. TongLLt a mai
-stabilit diferite alte proprietii. ale polmoamelor T... Se poate vedea
-articolul citat al Dlui ToNELLL

47, — Teorema lai WEIERSTRASS. Teorema lui WEIERSTRASS,
«enuntaty la Nr. 80 peritru functule continue de o variabili, rimane
adevirata. Aceasm ‘teorami ne spune' ci dacé functia e continui avem

Lpalf) > 0 pentru n->oc-
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Pentru simplificare si presupunem ci (D) este dreptunghiul (38).
In cazuri foarte generale putem reveni la acest caz prelungind con—
venabil functia f(x,y). Putem . demonstra teorema lui WEIERSTRASS Clb
ajutorul polinoamelor Dlui S. BeRNSTEIN de dou# variabile.

Fie

1 < : : P h_—p)n—i
Pual(s y 5 )= m;" jgo- (T)(:‘) f(ai, ;) (w—a)y (b—ax)™ ..

. (y—ey d— )
unde

.b—a .
= ~, i=01...,m
ai a+? =

Cj’—'_'—c-*-jd;c, j=011’-°;’n

aceste polinoame. , .
Pentru limitarea aproximatiei dati de acest polinom definim mo-
dulul deoscilatie w(8) al lui flx,Y) in. felul urmitor

o) = max| f(', y) — (=" y) |
cand («', y), (", y") sunt doud puncte in (D) astfel ca
o'—a’ |+ |y —y | =8

Funefia o(5) se bucuri de proprietdii analoage cu acelea dela cazul:
funetiilor de o singurd variabild. Aceste proprietiifi se demonstreazii la.
fol. S& le reamintim aici pentru cazul a dou# variabile.

w(8) este o functie definitd pentru 8 < b—a+d—c, nedescrescd--
toare si care nu devine negativi. Avem .

L, ) — 'y | < of [#— " |+ [y =y )

(k) < Uk+1) w(3)

pentru un numir pozitiv k astfel ca k8 si & s fie < b—-a-l-d-co_
Conditia necesar# si suficientd ca functia f(z,y) si fie continu¥k
in (D) este ca s avem «(8) — 0 pentru & — 0.
Revenind acum la problema noastri putem scuie, {indnd seaméi.
de proprietdfile modulului de oscilatie,

| ] R I BT T
lf(x,,y') — Poan(®, 4 ; f)| < mﬁg. JZ_}O(?) \;@) i

A flw,y) — fai, ) | (w—é)f‘ (b—ay *y- ?)’ (d—yy*

si
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si

| Ao, 4) — flas, ) | < [ el ol 1} of®).

Ficand calculele se giiseste ici

11'“'., . .

;

o ﬁ];o: m | yc—c{l (y-— c)f' (d — :t/)"f’} + 1} w(8).

Am ariitat insd la Nr. 34 ci

m

9 o
1=0 Zl.m

L o
Syl ey g < 22

= 1‘ ~ 2)n

Dacid deci ludm

gisim
3 b— d—
I f(xp y) — Pm,n(x, T f)l < 2_ o ( ’_a : —_a\).
kel ' fm . n
Dac# facem m — 00, n — o didm peste teorema lui. WEIERSTRASS...

48. — Problema celei mai bune aproximatii pentru o fanctie-
de o variabili complexi. Pandi acum am studiat cazul functiilor de-
variabile reale. S& examinim pe scurt cazul funcfiilor de o variabilé..
complexii. O funcfie f(z, y) de doud variabile reale care ia valorireale--
sau complexe se mai poate numi si o funcfie de variabila complexi:.
z=x+iy (=) —1). O astfel de functie este de forma fy(=, y)+ifa(x, y)
unde f; si f> sunt funciii reale. Condifia necesard si suficientd ca fun-
tia f(x,y) si fie continud este ca functiile f; i f> si fie continue.

Pentru prescurtare functia f(x,y) se mai noteazii §i cu f(z). Vomn.
presupune ca mai sus ci f(z) este definitd si continud in domeniul (D)..

S# considerim acum multimea polinoamelor analitice de gradu' »-.

P(z)=apz"+az" 14 - « - tan.

Un polinom al mulfimei este. complet determinat de -coeficientiiz.
Gy, 34, ..., an reali sau complexi.
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Modulul unei functii este o functie reald asa ci M( | f—Pil] ) are si aiei
‘un sens bine determinat gi reprezintd, prin definijie, eroarea sau aprorima-
.4ia cu care polinomul P(z) reprezintd functia f(z) in domeniul (D). Cea
mai bun# aproximafie p.(f), sau mai scurt p.., este gi aici, Jprin defi~
nitie, marginea inferioard a numerilor M|f—P|) cénd P e de gradul n,

Problema care ne intereseazi se pune ca gi‘mai inainte :

Fiind datd o funcfie f(2), sd se delermine polinoamele de gra-
-.dul n pentru cari M(| f—P]|) atinge marginea sa inferioard p. $i sd
~ge studieze acest numdr . .

Definitia. unui polinom de cea mai bund aproximatie se intelege
dela sine. Vom nota un astfel de polinom cu Tn(z f) gl vom zice ci
-@ste un polinom T.. B

Se demonstreazi, exact ca mai sus, cﬁ _

Orice funcfie continud f(z) admile cel pu;m un polinom de
~cea mai bund aproximafie de gradul n. :

Acest rezultat rimane de altfel exact pentru o funct{ie mérginitd
-oarecare.

Numirul p.,. este pozitiv sau wul si nu se poate anula decat dacd
_[(z) se reducze la un polinom analitic de gradul ». Vom presupune, in
~cele”ce urmeaz#, ci p,> 0. .

Aceastsi problemd de cea mai bun# aproximatie a fost deasemenea
:studiatd de DI L. ToneLwt in lucrarea citatd.

49, — Proprietatea fundamentald a polinoamelor T.. O pri-
'mil proprietate a pollnoamelor de cea mai bund aproxnma‘gle este urm#-

{oarea s’ ;
Daci P(z) este uUn polmom de cea Mmai buna apromma;w de

-gradul n, existd cel pupin n+2 puncle unde
(42) | f(z) — P() |=pn -

S& presupunem contrariul i fie 24, 2z,..., Zm punctele, in numér
numai de m < n+1 unde avem egalitatea (42). Fie ;

flzr) — P(z))=pne™r r=1,2,..., m.

Formula de interpolare a lui LAGRANGE permite si determindm un

apolinom Q(z) de gradul n astfel. ca '
Q(Zr)=l»’4new."' r='1, 2, ceny M.

S& punem _ i
flz) — P@)=pe™,  Q@)=ve'
#unde, binetnfeles, p, v, «, B depind de punctul z.

' S# considerim acum cercurile inchise (C») cu centrul in zr i
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raza & Luim pe 3 destul de mic pentru ca
'10 Cercurile (C») sii nu se tae.
. f(z) — P(2), Q(z) sé nu se anuleze in cercurile (C,). Va exista .
atuncl un nuanir pozitiv y astfel ca p >7, v =y in cercurile (C»).
30. Si avem

I“-MTIS“'<Z_’ I/G_O(PISU-'<'T41'

in cercurile (C.).
Toate aceste circumstanfe se pot realiza in virtutea continuititii
functiilor f{z) — P(z), Q(z).
In tot domeniul (D’) ce se obtine din (D) prin scoaterea interio—-
rului cercurilor (C,), avem

| #z) — P(2) | < p'<pn
p’ fiind un numdr fix.
Sd luim acum un numir pozmv A astfel ca

<

3 o Bn— 2ycos 2’
<-'““(2M on’ M(IQI))

Avem
| i2)— Pu2) —AQ) = | et 2yt | = 2+ W2 —2hv cos (e B
Insd in cercurile (C»)
_ cos (e —B) =cos %' >0
$1
A2v2—2apy cos (¢ —B) < Av (AM(] Q | ) — 2y cos 2u') <O
Avem deci, in cercurile (Cx),
| fiz) — P(2) — M) | S p" <

p’ fiind un numir fix,
Pe de altd parte in domeniul (D) avem

fQ) — Pla) — M@ | < p + B el b oy
Rezulti dar c# in tot domeniul (D)

| fiz) — P(z) — AQ() | < max (u by 2 ) <.

ceeace contrazice ipoteza ci P(2) este un polinom T.. Proprietatea-.
enuntati este deci demonstratd.
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50. — Unicitatea polinomulai T... Din proprietatea precedenti
rezulti imediat ci :

O functie continud f(z) admite un singur polinom de cea mai
-bund aprocimafie de gradul n.

Sd presupunem contrarul §i fie P(2), Py(z) doud polinoame T,
-distinete. Polinomul P; = Baitar L

2

este si el un polinom T., cici

M(l f~Pal < & {M(IF—P1) + M(If = Py D} S

Fie 2’ un punct unde
| (&) — Py(Z)| = pn .

|f&) — P(2) | S pu, 1) —Pu@) | < pn
- | E)=PE)+ ) =P [ DR MNP

Avem

zsi

IJ:n

2

Rezultd deci ci avem peste tot semnul =, Atunci trebue intii ca
f(2) —P(R), f(2') — Py(2') st aibd acelagi modul p. i pe urmd, mo-
dulul sumei fiind egal cu suma modulelor, si aibd acelas argument.
_Avem aga dar

f) — P() = [(z) — P(2)
P(2") = P(2').

Ori, am vizut la Nr. precedent ci existd cel putin n+1 (si chiar
~cel putin n +2) puncte 2'. Polinoamele de gradul n, P(2) si P4(2), coin-
«¢id in eel pufin » 41 puncte si sunt deci identice, contrar ipotezei.
"Teorema este demonstrati.

bl. — Teorema Dlni L. ToNELLI. Dl Tongrut a gisit gi aici o
-teoremd, analoagd cu prima teorem# a Dlui BoreL.

Fie E mul{imea punctelor 2’ unde M(|f—P|) este atins. Avem
proprietatea :

Condifia necesard si suficientd pentru ca P(z) sd fie un polinom
"T, este ca sid nu se poatd gdsi nici un polinom Q(2), de gradul m,
-astfel ca

10, ¢ >1Q@)I>e>0

20, | arg Q(2') — arg (f(z') — P(2") | < &’ << 900
in toate punclele z' ale lui E,

Pentru a ardta ci aceasti conditie e suficientd e destul si ard-
tdm ci, daci P(2) nu e un polinom T, , putem construi polinomul Q z).

CAZUL FUNCTIILOR DE DOUX VARIABILE INDEPENDENTE 03

Sé presupunem-deci ci
M(If—Pl)=p'>pn, (PR sETuz; ).

Fie A, A;, Az punctele cari reprezinti pe [(2'), P(2), Tu(z'; f)
wrespectiv. Punctul A; este in cercul de centru A gi de raza egald cu ..

Fig. 8.
_Avem

l"”_ Pon = | Tn(z, ) f) e P(zl) l S I-"I+ Wy s
| arg (Tn(z'; f) — P) — arg (F&)—P() | < Arc sin i <900

Putem deci lua Q(2) = Tu(z ; f) — P(2).

Rimane sd ardtim necesitatea conditiei.

S& presupunem ci ar exista un polinom Q(2) care satisface pro-
sprietdtile enunfate gi fie T.(2; f) polinomul de cea mai bun# aproxi-
matie. Putem presupune ¢ <p,.. Unui numir pozitiv dat, e <<p.,
corespunde un alt numiir pozitiv & astfel ca oscilatia functiilor f(2)—T.(z;7),
“Q(2) si fie mai micd decat ¢, intr'un cerc de razi < ¥&. Fie apoi
«9(2) = f(2) — Tu(z; /) — 2Q(2), A fiind un numir pozitiv.

Si considerfim un punct 2’ gi cercul inchis C de centru 2’ gi de
‘razd egali cu 3. Fie A punctul reprezentativ al lui f(2')—T.(2; ) si B
;punctul reprezentativ al lui Q(z). Cand z descrie cercul C, f(z)—Tx(2;f)
rémane in domeniul (A) format din partea comund a cercurilor O gi A
-de raze p. §i e respectiv, iar AQ(2) rimane in domeniul (B) format de
~cercul B de razi Ae. Luiim pe A destul de mic pentru ca (B) si nu
~contind originea.

S& ludm acum pe € destul de mic pentru ca si avem

0—g’

2
-gi punctul M pe cercul O, de parte opusi cu C fatdi de OA, astfel ca

¢ < min ( ¢ sin s Pn Sin 150)

-< MOA=Arc sing-. Fie OP tangenta la cercul B, de parte opusi cu

A fatd de OB. Avem <{ BOP=Arc sin < Arc sin;. In fine si

e
w|p(2')]
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luim punctul D pe cercul O, de parte opusi cu A faii de 0B, astfelt '
ca
2 MOD = '+ 2 Are sin:— < 900,

Si s# notim cu E proectia lui M pe OD.

Dacé luim
g cos (<L MOD) - |

e+ )c—e?
domeniul (B) este complet in interiorul triunghiului MOE. Pe de alt&

AL

|
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COO....-O.]Q.00.0.‘.0\.16-_26

| f(2) — Tulz s ) — 20(2) | < i LECTIA IIl. — Rezultatele Dlui Ch. de la VALLEE
PoUsSIN, — 22. Cea mai bund aprowimafie pe
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66

Pagy

LECTIA IV. — Teorema lui WEIERSTRASS: 80. Teorema
lwi Weierstrass. 3t Teorema Diui M. TonmuLt
89, Polinoamele Dius S. Beanstuin, 33. Deferminarea
unei limile superioare pentru | f—Pu(x; f)| 84. Aproi-
matia datd de polinomul Pu(e; f). 35. Aprozimatia
funciilor convexe de ordin supeeior. 86. Aprozimalio
Functiilor cu diferenfe divizate marginite. 87. Aprowi-
matia funcfitlor cu variafio mdrginitd. 88. Aproxi-
malia funclitlor derivabile. 89. Convergenja deriva=
telor polinoamelor Diui S. BernsreiN, 40, Limitarea
superioard @ i fues o o o 0 0 e 00 e . 36—49

LECTIA V. — Ca#ul funcftilor de doud vartabile inde-
pendente. — 41. Problema celes mai bune aprozi-
malit pentru o funcile de doud variabile reale.
'49. Ewxistenla polinoamelor de cea mai bund aprori-
malie. 43. Prima proprictate a polinoamelor de cea
mai bund aprozimatie. 4% Complectarea rezullalu~
lui precedent. 45. Teorema Diui L. Tonerry, 46. Mul-
tiplicitatea polinoamelor Tu. 47. Teorema lui Wreign-
sTRASS. 48. Problema celei mai bune aprovimalii
pentry o funclie de o variabild complexd. 49. Pro-
prietatea fundamentald a polinoamelor Tn . 50. Uni-
citatea polinomului To . 1. Teorema Diwi L. TongrLy, 49 —64
Tabla de materie . ., . « « « o o « ¢ s 0 o o « o s's 65



