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}ÐESPRE CEA MAI BUNA APROXIMATIE A FUNCTIILOR

CONTINUE PRIN POLINOAME 
O

r _\

LECTIA T

'iDxistonfa çi unicitatea, politroamelor ile eea nai buná aproxinatie

1. - ['unc[ti mãrginite. Oscilafia unei func$ii; In cele ce
'urmeazä vom considera func{ii f(r) rcalo, de o variabilä realä ø, uni-
forme çi definite tntr,un interval fìnit çi tnchis (a, b), a 1b.

0 functie /iø) oste md,rgi,ni,td, supertor dacä existá un numär A
'a,stfol ca toate valorile luate de funclie sä, fìe mai mici decât A. In
'*azul contrar funcfia nu este md,rgínitd, superi,or.

Sä notäm cu M(/) margineø superioard, sau maæimul, funcfiei
tf@). Sä' reamintim definifia acestui numär M(/):

Dacä f(n) nu e märginitä suporior M(Ð esto egal cu fos.
Dacá f(n) este märginitä superior M(l) oste definitä de proprio-

rtatea cð oricare ar fi numärul pozitiv e, existä cer, pu{in un punct æ
jpontru care

f(n)) M(/) - "
:çi oricare ar fi æ avem

f(ø) < M(f).

E clar acum co trobue sä rn{elegem prin o funclie mã,rginí,td,
udnferi,or çi prin o funcfie care nu este md,rgíní,td inferíor, Dorinilia
.margi'nei' i,nferioare sau a mi,nimului rn(f) al funcfíei /(ø) esto ana-
¿loagä cu a maximului M(/).

o func{ie care este márginitä atât superior cât çi inferior, se zice
cã, este o func[íe md'rginítd,, Diferenfa M(Ð - m(f) se numeçto oscil,afiì,ø

tfunctiei, f(æ) Ln i,nterualul (a,bl.

.2. - Fnncfli contlnue. Se çtie ce se tnfelege prin o funcfÍe
"continuä 1n intorvalul (a,b). o func{io continuä este märginitä. o
'func{ie-continuä intr'un interval esle uníform contí,nud, in aeest inter-
-val. Acest lucru lnsomnøazá" cä fiind dat un numär pozitiv e putem
,.determina un alt numär pozitiv à astfel ca sä avom

l f@') - f(r")l t" ,

'l , rr-'
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oricare ar fi purlctelø fit, btt verificând contiitria

l*'-*"1<à.
O funclåe conti,nud, ati,nge mønimul M(f) çd rni,r,imul, n(Ð al ed. Existä¡
prin urrnare cel pufin un punet ø' astfel ea f(n') - M(/) çi ce! pulin,
un punet r" aslfel ca f(ntt):m(f). Mai mult, se poate afirma eä,
M(/) esto totodatä çi limita superioard, a funcfiei f(n). h alte cuvinte-
M(f) se bucurä de proprietatea cä, orieare ar fi. numärul pozitiv e,
existä o infi,ni,tate de puncte ø astfel ca

f(u)) lu(/) - e

çi cel, rnult un numdr fini,t de gtuncte ø astfol ca

Í(*))M(/)+..
. La fol, minimul m(f) coincide ca li,mita, i,nferioard, a functiei /(ø),-

aceastä limitã inferioarä având o definitio analoagä cu cea superioarä"_
Toate cele spuse se extind imediat Ia funcliilo do mai multo.

variabile independento definite lntr'un domeniu märginit çi lnchis.
In cursul aeestor lecfii vom avea novoo çi de alto proprietäti pe.

cari lo vom roaminti la timpul lor.

3. - Ðfstan{a a ilouã funcfii. h(ø) çi fz@) fiind douå func{ii,".
numärul M(l/r- fz I ) se poate numi d,i,stønlø lor. Dacä una din funclii,
o märginitä iar cealaltä nu, distanfa lor este infinitä. Dacä nici una
din functii nu este märginitá distanla lor poato sä fìe finitä. Dacä una,
din lunclii e märginitä çi distanfa lor e finitã cealaltä funclie trebuo,
sä fie çi ea märginitä, Distanla se bucurä de urmätoarele proprietã[ir-
uçor de demonstrat :

10. M( lf t - fzl) oste un numãr pozitiv sau nul.
20. M(lf¡-fzl):0 numai d.acá, f1@) =fz@).
30. M( I Cf I): CM( t / I ), C fiind o constantä pozitivä.
40. M(tlt- fzl) = M( tfi- fi l) + M( tfz- fsD.
Probloma de cea imai bunä aproximafie care va fi precizatå çüi

studiatä mai jos se referä la aceastä defìnÍfie a distanfei,

4. - Problema de cea mai bunù aproTimafie prin polinoameç.
So vsdem aqum cum sg pune aceastä problemä. Sä consideräm fami-.
lia sau mul,fii,meø polinoamelor

P(ø)= &ofrni &1ft1t-1+. . . * an'
de gradul n, lJn polinom .al 4ultimei este complet determinat de coe*

ExrsrENTÄ qt uNrcITÂTE.l 
"oLtNo¡trnt.or, 

DE cEÀ lr¡t ¡txÄ .ÀpRoxlMÀTrE T

fÌcientii eo ¡ at ¡ . , . 1&p cari sunt niçte numere n'egative, nule sau pozi-
tive. Rezultä cä orics polinom de gradul æ este totodarä çi do gratlul
rß> n, Cu alte cuvinte mul{imea polinoamelor de gradul m conjing
mul[imea polinoamelor de grad mai mic ca m.

Fiind datä o funclie f (æ) vom zice, prin defini[ie, cá" distanfar
M ( I /-P I ) dintre aceastä functie çi un polínom P (ø) este eroarea sau
aproni,ma[id, cu care P (ø) reprezintá" pe f (u).

Pontru toate polinoamols de gradut n, M(l/-Pl) are o marginb
inferioarä p,(f) sau mai simplupn.pn este,prindeflnilie, ceamaibunñ
aproníma{íe a functiei f (ø¡ prin polinoame de gradul r.

Probloma celei mai bune aproximalii prin polinoame se pune ln
felul urmätor :

Itìincl datd, o f'uncli,e f (n), sd se determí,ne polittoamele de grad,u
n pentru cari M ( lf-P t) atinge nxarg¡neu sa, inferioard, Frn Si s¿i

se studieze aeest numdr p.n.

Un polinom P(r) do gradul ø pentru (aro lrn este atins va fÌ
numit un polinom de cea mai butzít, aproni,ma[ie de grailul n at
funcliei f (t:). Mai scurt vom zice cã un astfel de polinom este un
polinom Tn çi-l vom nota cu Tn @ ; f), Tn (rn) sau T, .

Probloma polinoamelor de cea mai bunä approximafio _a fost pusö
pentru prima datä do matematicianul rus P. L. TurssycHEr 1t). Rezul"
tatolo lui Tcnnsycnrr au fost precizato çi completate de cãtre D-nii
P. Kncnssncnn (2), E. Bonnl (3); L. Tounr,r,r (a), Cn. do la Vnr,rnu Poussrn(l),

õ. - Dsterminarea polinoamelor Tn în cazuri simple. problema
celei mai bune aproximalii nu se púno pentru o funclie care nu esto
márginitä, M ( l/-P l) fiind atunci necontenit egal cu * oo, deoorec.e
un polinom e evident o funclie marginitä (în intervalul (a,b)).

Dacä, f(n) este un.polinom do gradul n, eeù mai bunä aproxima{ie
este egalá cu zero cäci funcfia însäçi este un polinom T¡. Reciproca
este adeväratá, dupá cum rezultá din Nr. 8 de mai jos.

Dacá .cunoaqtem polinoamele T- pentru funclia /(ø), cunoaçtem
çi polinoamele T. corespunzátoare functiilor /(ø)*Q(ø) çi Cf1ø), unde

(') P. L. Tcnnnycrnn, Oeuures, t. I. p. 70õ.
(2) P. Krncnnnncnn, ,rUebe Án

Mathematische Annalen Bd. õ7 (190
(3) b'. BoRhr., ,Leçons sur les les
(a) L. Tonnr,ll, ,f polinomi dd

di Matematica t. XV, (1908) p. 47-119.
. 9 Cn, de 

_11 Vlr4fn Poussrrv^ ,Leçons sur l,'øTryrorimatíow des foncy'tions cl,'une uariable réel,le", Paris, 1919.
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Q(ø) este un polinom de gradul n iar c o constantä. In adevär, avem
i Mut_Pl)_mfl/+Q _(P+Q)l)_p,ff)
çi daeã, R(ø) osto un polinom de gradul ø,

. M(l(f +Q) -nl):rn (l f - (R_ Q) l)>t.ff1.
Rezultä cá P (ø) * Q (ø) esto un polinom Tn pentru func{ia

Í@\+Q@) çi cä orice polinom T. corespunzátor acesioi funcfTi estodo forma P(ø)+Q(ø). Avem

p*(f * Ø: p-(f).

Avem çi relatiile

I c I M(l /-pl ) :Mfl cf_Ce ¡ ¡ - I clt *(f),
M(i c/-Rt) :u (l cr-.år) :tctM Irr-å,J =t 

c I rr,r).
Rezultä cä Cp(ø) -esto un polinom T,, Þontru funcfia Cf(ø) çi câ.orico polinom T. eorespunzätor aeestei funcfii este de forma cp(ø).

Avem

v.(Cf¡:lClþ*U).

-. . 
6. - tremã, pnerininarli,. sä presupunem cä pontru niçto porinoamo

P(ø) de gradul n avem

(Ð 
t P(ø) l( a în (a,b).

voim sä arätäm eä cooficientii ø, sunt märginiti. pentru aceasta
sä luám æ*1 puncte fixo distincte &t, fiz,.,.., frn+t, situate ln in_tervalul (a,b), çi sä eonsidoräm sistemul , 'vr t '

aof,;*at4!-t +...+ an:p(æ,1, r:L,2, ..,,n* l.

Valoarea lui I so poate preciza. Ceeace este insä important pen-tru noi oste cä aeest numär nu depinde do polinomul p(øi considerat.

DXISTENTÀ 9I UNTCTIÄTEÄ PO'JINOAMELOR DE CEA MÀI BUNÅ APROXTÀTATIE 9

Proprietatea rämâne binernfeles adeväratä çi pentru cazul când'polinoamere s'ar considera numai po 
_o 

murtime liniarä, çi märginitä.oareeare având cel putin æ * I puncte distincte , '

7. - Continuiüatea lui M( tt _e1). Maximut M(l/_ pt) nu e'cu siguranfä atins decât dacä funcfia l(ø) esto contiru¡ì."' Fie e un numär pozitiv arbitrar ii'.a poourn

A:M( ltl*+lø¡--r+. . . + l).
Sä presupunem cä

r:0rtr..,rn.(;
II

ø'r'l&t

Punând
p (u)_aoun* ø1fr,,_r +. . .* øn
P1(ø)= qtsr,n I A,' ,fin-r + . . , .f o/n t;åVem

M(tp -Prl) =[max(l ar -&',.1)].M(l tl," +ln¡,"-r +, . .+ 1)
rundo notám ca de o,iceiu cu max (c¡ s c2 , . .. , c*) sau m-a4 (ø), sau

'mai simptu incä. cu max(c,.), pe cel mai maro dintre 
"å;;1;"'"rn,rrr..::::".,.V:t întrobuin{a o nota{io analoagä pentru indicarea celui mairfttc ctlotr€ numerilo c, .

Putom doci scrie
M(tP-Prl)(e.

Deducem do aci cä

M( | f- p l) < M( t/- p, i) * M( r p _ pr t) ( M( ti_ pr 
I ) * e .M(l/- Pr t) = M(tF - pt) + M( I p _ pr l) ( M(t,f_ pl)*e

r^prin urmaro

I r\f(rl- pt) - M(l f - p,l) I < e
.coeace aratä cä:

- f\") fiind, o funcfi,e md,rgi,ni,td,,M( ll - p t) este o fwnclie continuö,,d,e coefieienfilö øs, ø1 ¡ . . .1tn .

Rozultä do aci cã mørginea ínferiotørd, p"n coi,ncid,e cw Lùmirø i,nfe-'ri,oard, a numerilor Ml l/- Þ l). ' '

8. - Exlstenfa polÍno¡meror de oea rr ai bunã, aproxirnafie.
-Ne propunem acum sá oxaminäm probrema existen{ei polinoameror T..Ðin cele ce preeoi røzaltú cä sxistä un çir inûnir di polinoame de
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gradul ,à

(2)
astfel ca

M(lf - Pn,l).--> ¡rn,,
' rn-+ æ

dar nw rezultä lneä existenta unui polinom perrtru càre pn sä fie atinso-
adicä a unui polinom P(n) astfel ca M(lf - Pl) - ¡r..

Acest fa.pt nu trebue sä, ne surprindä. E adevärat cä M( l/ - P I ),
este o funclie continuä _ln raport cu coeficientii polinomului P, înså
domeniul de varìalie al aceslor coefìcienfi este nr märginit çi deschis.

Dacä Ml lf l):pø¡ polinomul identic nul este un polinom T.. fn,
aeest caz oxistenta a cel pufin unui polinom de cea mai buná aproxi-
ma{ie e doveditä.

Sä, presupunem cazul contrar, adicä M(l/l)> þn. E destul atunci,
sá ¿onsiderãm numai polinoarnele P astfel ca

M(r/-pt)<N{(tft).
$tim, în virtutea ultimului rczul|a| din Nr. precedent, cä ex'stä

o infinitate de as[fel de polinoame de gradul m,

Dar,
NI ( lp t) < il,r (t f-p l) + M (tf t).

deci
(3) M(lpt)<2x,I(trt).

Cu alts cuvinte, putem presupune cä polinoamele (2) sunt astfelL
alese lneât sä verifìce inegalitatea (3).

Daeä punom

. pm:oY) t *a\*l *^-t+. . . + o@) nc:7,(),...
çtim (Nr. 6) cä existä un numår B, caro depinde numai de M(l/l)
[B:2 ÀM ( l/t)], astfel ca

tofLt <-'n, r=0t, r,, ..,h) M:r,2, .,,
Din çirul

ot), of\ ,..,, oP),...
earo oste märginit, putem extrago un çir parfial care så aibä o limitä-

ExfsrENTÀ çr nNrcrrarrÀ por,rNoÄMbr,oh DE cE¡. uÂr BUNÀ .ÀpRoxfMÀTrE 11

Din acest çir putein extrage un çir partial care sä aibä o limitä r
finitä af

a\k') , o(k) , a\kr"\ ,, .., o\or^l ,,.. *'of
Vom avea çi

o'{ù, ofù, o*"',..., o*'-),,.. * dä

deoarece acest çir este oxtras din (4):
Repetând acest procedeu de zl { 1 ori vedetn, ln defìnitiv, cä din,,

çirul do polinoamo (2) putem extrage un çir parfial

Plr, ,Pkr r...rPk^ r...
astfel ca

of'), ol!'),..., o.ò ¡.,. + aî, r:0,r,.., )n
ø) fìind niçte numere finite.

Dacä, punem acum

e"1n¡:q6¡"+oî f-t+. . .*af,,
vedem cã,

(5) M (l/-P- l):p,.
Polinomul P* (ø) pentru care avem egalitatea (5) este deci un ¡

polinom do cea mai bunä, aproxirna{ie de gradul m al funcliei f(n).
Putem enunta prin urmare urmätoarea proprielate:

Orice func[ie mdrginitd, f (n) admite cel, pufii,n un poli,nom de
cea mai bund, aproni,ma{íe d,e gradul n,

Completând cele spuse la Nr. 5 putem spune cá:
ConiÌ,i[ía necesard, 9i suficientd, pentru ca p,n sd, fie r¿ul este ca ,

f (n) sd, fie un poli,nom de gradul, n.
Am väzut eä aceastá conditie e suficientä. Necesitatea ei- rezultä ,.

din faptul cä existá un polinom P(ø) astfel ca M(lf-p l):0, de
unde /(ø):P(ø). In cazul cânrt f(r) nu este un polinom degradulm".
Fn esto un numär pozitiv.

9. - Polinoamele lui Tc¡runycnnr pentru o funcfie continuä. .

Vom piesupune acum cá" func\ia f(ø) êste continuä çi fie T,(ø) un
polinom de cea mai bunä aproximatio degrariulø. Diferenla f(n)-T*(u)
vo atingo atunci neapärat col .pufin una- din valorile t p. . Ne propu--.
nem sá precizäm numärul punctelor in càri acesto valori sunt atinse, ,.

Sä presupunem cä

f(*,) -T,,(ø,,) 
:*-þ,, r - 7, 2r. .. ) rn

nnlla aü

{4) o'{') , of,ò, o[o"l ,. ..¡ ct

Consideräm atunci çirul

a\k') , of'ù , atrk") ,. . . , olk"') ,, ..

( kpn)
0

{<

t,.. + do.
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" undo &t¡ fi2¡..., û,n sunt n¿ puncte distincte çi rn Sn+1. In toate
.,aelelalto puncte ale intervalului (ø, ó), avom lf -T*l( [l..

Fie Q(ø) polinomul lui Llcnmce determinat cte condi{iile

Q(ø,) : f(*,) - T*(r,), r:1, 21,. . 1 nt.

Polinomul lui Llcna,ucn, dat de formula de intorpolare a lui
,,illcnÀnce, este polinomul d,e grad, cel, rnai, m'ic carc ia valorile Al , Az ,...
,...,4r" În punctole frt,'fiz 1.,.1û¡¿. Acest polinom este wmi,c çidograd
- cel mult egal cu h - l.

Polinomul Q(r) este deci de gradul m.

Inchidem fiecare punet ø, intr'un interval I,, având ca centru

';punctul r, çí ca lungime ô".
Fiind dat un numär pozitiv e (¡t,,, putem aloge un numärpozi-

,tiv ô precum çi lungimelo ð, astfol ca:
10. Luând ò,,S4 intervalele lt,Izr...,Io* sã, nu aibä nicj un

Bunct comun.
10. Oscilaüia funcfiilor f(a) - T.(.ll) çi Q(r) så fie mai micá decâr

.,,e În orice interval do lungime :S ð.

Rezultá imediat eä, lntr'un interval I" funcfiite f -T,, çi Q nu se
pot anula, deci ele pãstreazä un somn constant (çi anume acolaçi semn).

. Sá presupunem cä ø,, esto un punct în care f(u") -T.(r,.):Q(ø,):¡t,",
. ¿tunci în intorvalul I,. avom

trra-e <f -T,L=lt,Lt þ,,- e(Q(p.+e.
Sä alegem numärul pozitiv l, astfel ca

.,(6) À < l'-1"
þ¿rt€

¿tunci tn intervalul t. avem

0 ( p. - e - À(p.* e) < I -rI,L-ÀQ < ¡r,,- À(p.- e).

Intr'un punct ø,, unde (ø,) -T-(n,)=Q(r,.),:- t-t,¡ &vonì

-þ,"sf -T", (- p.*e, ---pru- e( Q (- t. +.
, çi pe lângä acooaçi condifie (6) deducem

p.*À(¡r"- e) ( f - T,o- ÀQ < -p,, * e* À(p,* e) ( 0.

Rezultä cä în intervalole I,,

lf -- T*- lQ t ( p,, - l(p. - eJ 1p*
Din ipoteza noasträ initialä mai rezultä cä in toato punctele

"''domoniului lnchis, care ss ob{ine din intorvalul (a,rb) scofând interva-

ExIsrENT.{ $r uNrcrr.{T'Ä por,rNcÂnxloR DE cE r NÄr nu*À apRox¡M^TrE

lele I,., avem

¡ f -T^ tS F'( p,, ,
unde p' este un numär fìx.

Dacä luäm pe I destul de mic astfel ea

(7)

vom avoa çi

tf-T,-- ÀQt<l/- T,,l+ tÀQl < f,¡þ,,-þ' :þj! af*
în afarä de intervalore I,, çi in extremitálilo acestor intorvale.

Rezultä cä, ln lntreg intervalul (*r.ó),'

lf -T,"- IQ l( p,.
Deci dacä I v-erifìcä inogaìiräfile (6) çi (Z) polinomul T,,+trQ alä^o anr.o1i1atio. mai bunä, ceeaee ,este contrar, ipoiezoi. Avem aça dar.p:oprietatea urmätoare :
Diferenlø f(n)-T,(r) ,øti,nge ualor,il,e !F. în cel pufi,in niZ:punete,

- F,, s f -T"r 3 ¡r,{ ¡rn" ,

p/ fiind un numãr fx. Luând o eonstantä pozitivä À vom avea

- F** 
^- f -.T,, 4 Ì = p,+ À.

Dacä deci luäm Ì. a\.-p', avem peste tot
lf-T*+Il(t,,..

Polinomul rn-), dä o aproximafio mai bunä coeace este contrar ]
ipotezei.

1 lvlai mult, putem'preciza numärul punctelor unde p, çi numäruh,rpùnctelor rindo I!¿n .r-t. átinr. Sä presupunom, do exemplu, cä

În' toato celelalte puncter avânil

- lt,Sf-T,, (pr.
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Fio lneã, intorvalele L având centrul 1n fr,.çi o lungime ô,, suû-
^ 'cient de micä, pentru ca interValele.-I,, sä nu aibä nici un punct co-
r ìmun. Fie ø',., r", oxtremitätilo intervalului I, çi sá formäm polinomul.

Q (ø) : (ø- æ, 1) (n - n" ¡) (* = 
*' r) (ø-ø" z) . . . (æ- n, 

^) 
(æ- ø" 

^),
Avem Q (ø) ( 0 in intervalele deschise I,, çi Q (ø) ) 0 ln afarã,

. de intervalole lnchise I,,.
Putem lua un à dostul do mic astfel ca, pentru ð,,Sô, sä avem

fn intervalolo I,,

þ'S l-T' 1 P'n't

' p' flintl un numär pozitiv ( pn

Dacä numärul pozitiv À verificá inegalitatea

(8) , À.MlËD
. avom în intersalele I,.

,,'. 0(p'+ÀQ(l-T"+ÀQ(pnl'ÀQ(pn."
' Ultima inegalitato e justificatä deoarece nu am putea avea egali-

tate decât lntr'un punct undo avem în acelaçi timp l-T:p, Çi Q-0.'
-Oii, prin construc[io, nu existä astfel de puncte.

In tot domoniul lnehis, care se ob{ine din (a, [r) scofând inter-
valele [' , avem

EX'STÐN[Ä 9t UNTCIT,ITEÀ POLINO.{MEI¡OR DE CEÀ Ir¡T SONÀ APROXTUATIE 15'

Proprietätilo dela Nr. g çi r0 au fost compretate in mod foarte i

ologant de cätre D-l E. Bonu", dupä. cun¡ vom vedea mai jos.

- 
11. - Despre mul,timea polinoamelor T.. Sá prosupunem cã, fune_

lia f(x) admite douä poiinou-ì T, distinctq. Dacä p, p¡ sunt acestepolinoame avem

M(lf -p l): nl( lÍ -pnl): p,,.

I

i

ì

I
I

I

1

I

I

I

{{o) F.S M f q-+ p
øP * ÉPr

==M
,c(f - p)

+ þ(Í -Pù

, 
Dacä ø, p sunt douä numere pozitive avem

I l) il q,l þ q.+ 
13 l)

ø\l( /- Pl +,6M( f-P
a4 +

)
,þ", lr

2t\t( 0 )
. &vem în açost domoniu

- Fn(- Fn * À Q < f -Tn-À Q ( F" +

.'.Mf l¡-oP+PPn lt-.. I.-ll' -"+_F l):u*.
Rezultä ' eä polinomul 1&- osto çi ol ;un polinom T"",

prin urniare: 
e+P

Dq,cã, o fwnelie md,rginitd ad,mite d,oud, polinor^ Tn 'd,,is'tti,nctt;e,

øtwnci, ea, ød,mite o i,nfr,nitøte (nenwmdrabilÐ d; asffrl i" nìi¿"î.äi.'""r'[''iecärui polinom P(ø):,ø,.r" * a,1øn-, ¡ . . + ,, poiu* faco sä'eorespundä punctul A do coordonato øs rût¡,..,a,n1, spaliul orrti_,nar cu n * t dimensiuni. Se vede a din celo ce preàod, cä:Pwnct oq,re elor Tn ate uàei, funcli,i, rndr_'gi'ni'te, fqrn con s çi, md,rginit.Dacä Ête st domeniu se reduce la un ,

singur punet.'{a, b)

Prima inegalitate se justificä exact ca rppi sus: ,

Dacä deci À veriflcä inogalitäfile (8), (9) avem tn tot intervalul

lf -T** ÀQ l(. F.
. çi so vede cä polinomul T,. - trQ dä o aproximatie mai bunä, decâ.t ¡t"".

Polinomul Q(ø) este de gradul Zrn, ajungem deci la o contradicfie
.dacä 2m! n.

Dacä ¿. ar fi puncte unrle - 1.r,, osto atins putom faco consitle-
. rafiuni absolut analoage, aça cä in definitiv putom equota utqiätq&roa
,propriotate :

f-T"- þ"3 p tln

: ¡r," fiind un numär fix.
Luâ,ntl pe À' astfol ca

.{e) À < Fn-F"

Dacä intervalul (ø, ó) este simetric fa{ä de origine, d,: _b,çi dacä
l@) ø o funcfie parä, /(- r):f(n), oxist4 un poliriom-f_ 

"írre;r*;;ol par. In adevär, se vode imediar-cä T*(_r) äri. iilï"fouoorn f..
Tot astfel ui 

T"(ø) + T*(- n)
T--'., care estq un p linom par. In acest caz

Nt2n+r(f): þ2.(f).
. Dacð func{ia oste imparä , f(_ n)=__f(ø), existä un polinom T,,caro estp çi ol impar, In aeesf c¡,z llznl¡¡l¡rr*_rff), 

- r
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L12. - unlcitatea pollnoamelor lui rnnnycunn, rn eazrrfunc{ii--
lor continue cole ce preced no permit sä tragem o concluzie implr-
tantä.

Daeá, P, Pl sunt douä polinoame T,, distincte, polinomuì,
pr:t*a oste çi eI un polinom T,,. Inogalitatea (10) ne aratä cä-

lntr'un punct ø'unde avem f(s')-p2(r')-* p,", trebue sä avem çii

f(n') - P(ø') : f(n') -.Pt(ø') =* pu

.' . P(n'): Pt(u').

f(r) : :1, -1<r<07, 0(ø( I

Vom zice cá" un punct al intgrvalului (ø, ö) este un punct ø'dacä,þ(ø'):M(l+l) ti cp este un punct ø" daàä +p,,¡:-Mflél),
Fje aeum . < [$D un numãr pozitiv çi ô, > 0 un numär

aça ce oscilatia lui g(ø), într'un interval de lungimo mai micä decâtô/;
sá fio mai micä decât e.

Impärfim intervalul (ø, b) În r intervale egalo

{11) rtrrz,...,I,.
ale cäror lungime comunä ô este mai micä decât ô/. Un interval I¡
poate, sau nu, sã, confinä puncte fr,, fr,,, dar nu poato confine decât
puncte de acelaçi fol.

Fio I', primul interval din çirul'(11) care conline un punct ør,
satJ fr't. Pentru fixarea ideilor sä presupunem cä confine unul sau,
mai multo puncto øt. Fie apoi I", primul interval dupä I"jcare conline
puncte r't' Infte' I,, Çi I", existä ce| pulin trei, intãrvalà consecutive
cari nu con{in nici puncte rt, nici puncte r". Dacä notäm cu f. mij-
locul intervalului I"r-2, nu existã, nici un punct ø,sau ør, lntrrun intei-
val de lungime 3à çi cu centrul ir Ë, . Fie I,. primul interval dupá I",
caro contino puncte nt. Luám mijlocul Ç2 al lui I,,_2. punctul. 

12 se
bucurä de aceoaçi proprietate ca çi 1,. procedând rnai doparte la fel,
pânä epuizãm toate intervalole (11), gäsim çirul do puncte a,Et¡E2t....
,.,,1r,"-1 , b, cata no determillá r¿ intervale lnchise succosivo
(12) Lr,Lz,.,.,L^.

Aceste intervale se bucurä de urmãtoarele proprietáfi:
10. Existä cel pulin un interval L, .

20. Punctele de diviziune (s sunt la o distan!ä cel pulin egdä cuaa

f a ao punctele :r,,, çi n".

30, F¡ecare interval L" contrine puncto fr' sav puncto r,,. Daeá, Ls
contine puncto fr', Lr-r, Lr*r confin puncte ø',.

Intr'un interval L", caro conline puncte n,, m(þ) nw poate fi
egal cu -M(l{l); iar intr'un interval, care conlino puncte æ;, M(ó)
nu poate fi egal cu M fl S l). Se deduce de aici imediat eä existä un
numär pozitiv 4 astfel ca sä avem in'fieca¡e interval L"

ó>-M(lól)+'1, sau ó <M(lól)-'l
dupá cum L, contine puncte ,e' sau puncte ø".

14, - Proprietatea fundamontalä a polinoamelor Tn . Sã, luãrn
q, @): f (æ) -T*(ø), atunci tlt ( l+ I):p-.
Moaografii Matcmatice. Fas-". lll, L

I
I

So vede cä trebue sä avem lt,, Z 4. Dar polinomul identie nu}.dä aproximafia 1 aça cã. ¡r,,:l oricaro ar ft,t¿,.ioate polinoamele T", ì

trebue sä se anuleze rn origine. polinoamole cø undê c este o con-,
stantä sunt polinoame T,. pentru oSC(2 çi oricare ar fi n)0.

Rezultatele D-lui D. Borel

, 13. -. Despre ilifeaen,ta f(æ) - p(æ1, Vom presupune cð l(ø)
este o_ func{Íe continuá ç! yom lua un' porinom p(ø) ìo g*aot ,r.

sä considerãm functia s(n):f(n) - p(¿r), care estõ continuã.
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Sä presupunem cä numirul intervalelor (t2) ar fÌ mai mic c¿

m i-2, rn 1 n *.{. Polinomul

Qin):(n - E') (ø - Eù,,, (r - l*-r)
osts atunci de gradul n.

Sä doterminärn constanta I astfel ca sä avem ),Q > 0 În interiorul
intercalelor L" cari contin puncto ø' çi

trt<rtT-oD

unrlo 4 osle numárul detorminat la sfârçitul Nr.lui precedent.

In fìocaro punet al unui interval Ls-; câro con[ine puncte t',
¿vom 

-pn * n-rt < f - T,"- Le ( F, ,

iar dacä, L' confine puncte #"

- !t," ( f -T,,- IQ ( p,,- n + q.

Doci 1n tot intervalul (ø, b)

ll-T,,-\Q l(r¡,,,
ceoa,ee o |n contrailictie cu faptul cá T* este un polinom de cea mai bunä

aproximatie de gratlul m' Deci :

Ds,cd, T* este pol,inomwl d,e ceq, rnai, bund, aprorimalie d,e grad,ul,

n øl funcfi,ei contí,nue f1u), il'iferenfia f(r) -T,"(æ) 
øt'inge ualorile * p.n

în cel pwlin nll pwnete consecutiue cu semne alternate

15. - Prima teoremã, a D'lui E. Bonpl. Fio P un polinom de

gradul m, diferit de polinomul T,,, çi sä prosupunem cä diferenla

f (æ)- P(æ) atinge valorile * Nl tlf-p l) în col pufin rz*2 puncte

COnseeutiVe CU Semng alternato. Fie æ', { fr"t 1c'21a"21. , .n*2
puncto unrle t M(l/-Pl) este altornativ atins, ø'' fÌind puncle æ

iùt c", puncte ú0" (s'ar fì putut începe çirul çi cu un punct æ"). Avem

M(|/-r"l)<u(l/-Pl).
Dacä punem

þ (n) : (f (r) -- P(ø)) - (f (n) - Tn (;r)):1'n @) - P (n)

rezultä

ù(ø")) 0, Û(ø'i) (0, *(t'r))0, þ(*"r)<0,...
deci rJl(,z) so anuloazã, cel pufin do ø f 1 ori. Cum aceastä funcfio

oste un prlinom do gcaclul n rczaltá, cä Tn: P.

REZUÍJTÀTEÍJE DI'UT D, BOREI' 1g

linântl seamä, de celo ce precod putem deci onunta urmätoarea
teoremä, pe care o vom numi príma teoremd, a D-Iui Bonnr,:

Cond,í['ia necesard, çi sufi,ci,entd pentru c0, P sd, fi,e) potri,-

nomul Tn, al, unei func[ì,i contí,nue f(u), este ca dì,feren[a f-P sü
q,tingd, mnrimul ualorii sale al¡sol,ute î,n cel pufti,n n -12 puncte aon-
'secutíue, cu sernne alternate.

Proprietatoa acsasta so mai poate enunfa çi sub forma urmä.toare ¡

Fi,e ø, pwnctele unde tliferenta I f-P I ati,nge ual,oarea su marí,mñ .

Pentru ca P sd" fie polì,nomul T,, aI f unc[iei continue f ("), e necesa,r
.çi sufi,cient ca sd, nù eniste nící un polinonø Q @\ d,e grad,ul n ca,re

'sd, ia, î,n punctele u,, ualori d,ì,feri,te cle zero çi, d,e acelaçí semn cu

/(æ,) - P (ø).
Canili[iø esta swficier¿td,- Dacá" P(,z) nu este pclinomul Tn, avem

I f @,) - P (r,\ I > I f(r,) - r"(u,\l
,deci

se (Tn (n,) - P(Ø)) : sg (/(r,) - P (rl,)) (6)
,'deoareee

T",-P:(f-P)-(F-T,).
Rezultá cä polinomul

Q(ø):T.(ø) - P(r)

contrazice ipotoza noasträ.
Gond,i,fii,:t este necesa,rd,. Printre punctele fir putom aløge n | 2

puncte cons.ecutive h 1 æz<. . .

,¿ìternativ de cátre diferenfa ¡ -T",,Fie Q(ø):a0n"tq,rfi"'l +. . . # q,,, un polinom astfel ca

sg Q(Ø,' ): sS(/(ø' ) - T,(", ))
r:lr2r,.,rn*2.

Trebue sá avem

,.1t3) a¡ri!*ar*',',-'+.'..!a*:Q(æ,)
r:lr2r.. ., n*2.

Avom un sistem de m*2 ecuatii ca nt I necunoscutêa¡.a1 ,,..
-,.1ún. Pentru ca sä fis compatibil trebuo ca determinantul caracteris-
¡tie sä fìo nul. Sä, notäm cu

(14) Y(a1 , ø2,...,ør,):lI d.2, a?' "'r:-tl
.determinantul lui Vlrv Den Monon al numerilo't d1 , d,2 I . . . , d¡5 ,

Dacá" ar (ø¿ (. . . <
(6) Punem ca de obiceiu sgz: -1, 0, 1 dupá cvm z1O, z:0,

-z) 0.
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slele ør ¡Ø2¡,,, ¡d.k, Se veds cã, aceastä diforentä divizalá, e simetricä
t:falä, do punctele dt t &z r. . ., d.k,

Dacä diferenla divizatã, l_xr, *rr,,,,x*+ziff a funclioi /(ø) nu
"schimbä de semr¡, oricaro ar fì eele n * 2 puncte distincto scr ¡

. fiz s . , . s zcn1-z alo intervalului (ø, b), zicem cá funcfia esto d¿ orili,nul, m

,.1n acest interval. NIai oxaet, zicom cä /(ø) este o funcfie conueæd,,
.meconcaud,, poli,nomiøtd,, neconreæd, sau comca,ud d,a orilinul zl, în intor-
valul (ø, ö), dacä avem

Lx¡xzt...secn1¡2ifl> r2,:,(, sau (0
,in acest interval (z).

Funclia polinomialä de orilinul m este un polinom de gradul ø.
.Rociproc, orice polinom de gradul æ este o funclie (polinomialä) de

'ordinul n, Caracl.erul de convexitate do ordinul m al unei funefii nu se

schimbá prin adäogaroa unui polinom de gradul za.

Funcfiilo dofinito astfel so bueurä de urmã,toarea proprietate :

0 func$i,e de oril,ì,nul n nu poa,te lua î,n mai, mult de n + 2

;gtu,ncte consecutiue ualori d,í,feri,te de zero çi, cu semne alternate,
Demonstratia o imediatä gi se bazeazá" po formula

(16) U(ø.1, a2¡,.. sdk;f) :
k

j:l
.€&re ne va folosi çi mai jos.

Dacä proprietatea nu ar fì adeväratã, ar exista cel putin n + 8
puncte fit {fr2<. ..
:çi cu semne alternato. Am avea deci

[.e/(rr,,)] . [.s/(ø,+')]--1, r:7, 2,..,,tt,I2.
Dar, în virtutea formulei (16), avem

sg [æl , û¿, ,.,; fin*Z; fl : sg f (ær+r)
sg fnz, flB ¡.. . ¡ ilnIs; fl : sg f (n,+s)

'.eeoaco este În contrazicere cu proprietatea de convexitato. Proprietatea

'noastrå esto deci demonstratä
Am fácut ipoteza restrictivä cá f (n) sä fie diferit de zero În

rþunctelo eonsiderate. Cetitorul poate gäsi uçor cum ïrebue modificat
enuntul În cazul când se lnläturä aceaslä ipotezá. Noi nu avem neyoó

'de aceastä proprietate decât sub forma enuntatã.

' (7) Pentru proprietáfile acestor functii a se vedea Tiberiu Popovlcru
-rr9ur quelques propriélés d,es fonct;ons tl'une ou de ileun uariøbles réellesß.

',Thèse, Paris (lunie 1933) sau Mathematica vol. Vlll pp. t-86.

Doterminantul característic al sistemului (13) este egal, afaräï
poeto de somn, cu

n*Z

) t ot".llv(ø,, :t2,. .. txc,-t t sh.+a t.
f-l

çi deci esto sigur diferit de zero. Sistemul (13) este deci incompa.-
tibil. Teorema este complet demonstratä.

Se poate de altfol aräta uçor cá prima teoremä a D-lui Bonnl-
tezultä din proprietatea din urmá. Cele douä enunfuri sunt deci echi-
valente.

Din teorema precedentá. rezullö" cä dacä numärul intervalelor (12)r

oste mai maro deeåt m*2, avom

Trr=Trr{r: .'' =T"rr-2.

16. - Despre distribu$ta zerorilor polinoanrelor T,,-'l',.-t.
se poate deduco din cele ce preced. tncä, o proprietate interesantä".

Sä prosupunem cá" polinoamele T,"- r , T,, tr[ coincid, atunci

¡r--r ) p,,. Fie et't 1x'i{x'r <. . .

atinge alternativ valorjle * p,,-r . Dacä punem

t|l(ø):(f - T,,-r) -(l - T,,):T,, -'I,.-1,
a,Yem

,l¡(ø'r)) 0, tl,¡("i) (0, *(x'r)) 0,...

deci r|(ø) so anuleazä în cel putin za puncto disf.incte, cuprlnse În inter--

valul (ø, å), avem deci urmätoarea proprietate:
Dq,eci T,,-t 1Tu ilu'tìt d,oud, pol,inoq,me cTnsecutiue tle ceu' ma'i bunù:

øprorirnafiie, ale umei funcfiü' conlinue, ecualia T,,- T,.-1 =0 are toqte'

rd,ddcinite reale, distincte çi, tuprinse 1m inlerualul, (a,b).

fi. - Polinoamele T,, ale luncfiilor ile ordinul m' Sä lntre-'

buintäm lncä notalia (1a) a determinantului lui v.rtc Dnn Monnn. Sä

notám apoi cu IJ(a1ra2)..')qh;f) "doterminantul ce se obtino din

\(a1 , a2 , . . . , ø¡,) câncl Înlocuim ultima coloanå respoctiv cu olemen-

tole /(ø.¡), f(o.r),. '., /(ø¡), deci:

({ó) [J(ur, u2,. ..' d-Ir;f ):ll a-, a?' ,, , "!Ì-" fþ.')l'
Raportul

fa, c/.2 qk; f l: u(O\t62r,..,Wif)
Y(a1 ,ø2r...¡úk)

se numeçte d'i,farerQa d,iuiøatù d'e ord,iru4lh-L a func{iei /(") pe punæ-

, X,r'12)
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Proprietatea precedentä se aplicä çi functiei þP, unde P e ste urn
polinom de gradul m. Se va apliea doci, ln particular, çi funl;iei f-t".
çi anume În punctelo undo valoarea absolutä a aceslei diferenfe atinge
valoaroa Fn. Putem dar enunla proprietalea urmätoare:

Dacd, Tn este polinomul d,e cea maí, bund aproæinta[ie de graduÊ
n atr unei, funclü, conti,nue f(æ) de ord,inul n (çi, care nu este polino-
míald), eni,std n I2 çi, numai, n * 2 puncte consecutiue unde ddferenla,.

f--Tn atinge ualorìle t p" cu seÌnne alternate,

Se mai poate spune cá" dacd, func[ia conlínud, f (n) este de ordi-
nul n (çi nu oste polinomialâ) polínoamele T, Tn*r sunt neapdrat:
d,íslincte. Cu alto cuvinte În acest caz Tr*t este ofectiv de gradul"
z¿*1çi þn+lr(þ¡.

18. - A doua teoremá a D-lui E. Bonrt. D-l E. Bonsr, a arätat¿

cä coresponden{a dintre o functie continuá çi polinomul sãu ds eea'
mai bunä aproximatle este eontinuä.

Fie / çi f* douä functii continuo çi Tn, Ti polinoamele lor de"

cearnai bunä aproxima{ie de grarÍul n,Fier'1 1fr"^1æ'21fr"2<...,
n+2 puncto consecutive unde f-'J'n atinge alternativ valorilo * ¡.r.n^

Avem
M ( | /*-rå | ) < rrr ( I /*-r, I ) < m ( I /-r, I ) + l¿ ( | f-r l\

M(lf-räl)(¡',+'1,
unde arn pus 4:M (lf -f* l) pentru simplifÌeare.

Avem
T"-T;: /*--Ti- (l-T,) + U-f)

çi so doduce cá lntr'un punct ø',. avem

T"-T;(pn*I-þ,*n:2n,
iar lntr'un punct Jc"¡

f" -Tfà - þn - I * p, - n - -2\.
Ne propunem sä arätám cä În cel pulin unul din intervalele

@'rr*i), (xi , x1), (x!r, r'i) , "' ' avem inegalitatea

({?) I T. - Ti,l< 2q.

Vom presupune contrarul. Existá atunci niçte puncte lct t icz r ..., xn{ty-
ln acosto r¿ * 1 intervale, astfel ca

lT*(x,)-Tf(x")l) 2n, r:J,2,, . ., nt 1.
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Avem acum dupä cele spuse mai sus :

'1,,(x',') - T*(x',) 1 2r¿, T*(r',+t) - 'll,(x' ,¡r) < 2n.

Douä cazuri se pot intâmpla :

10. Sau avem una tlin inegalitãfile:

T-(x2r-) - TL@rr- r) ) 2n, T*(x2) - Tl,(xÀ ) U.
20. Sau arnbele lnegalitäti:

T,"(x2¡-r) - TL@zr-t) 1-2n, T,,(xzr) -T!,(x2) {- 2r1

sunt satisfäcute.
Punctele û2r-t ¡ ø2, svnl ln intervalul (*'r, fr'r+t\, Se vede atunci

cä În cazul 1o diferenla T,, - Tl are un maximum (relativ) în acest

intorval. In caztL 20 tinem seamã, çi de rolatia

T"(ø'i,)-Ti,@;.)>-2n

çi cum punctul æi este çi el În intervalul (t't,, n',¡t) vedem cä çi În acest

caz polinomul T,"-Ti are cel putin un maximum În acest lnterval.

In defÌnitiv, polinomul T',-Tl are cel pufin un maximum În

fìecaro din intorvalele (ø'1 ,*'z), (*'z,t'z),., La flel se demonstreazä

cä acest polinom aro col pufin câto un minimum (relativ) în fiecaro

din intervalele (øi , n')), (ri'r, ri)r.. . Polinomul nostru, care egte, prin

ipotezä, de gradul m çi neidentic nul, are cel pufin ø maxime çi mi''

nime, ceeaee este imposibil.
' Este deci dovedit cä iiregalitatea (17) are loc 1n cel puJin unul

din cele m t 1 intervale coniiderato. Luând lntr'un astfel de interval

n*l puncto flxo çi procedând ca la Nr.6 vedem cä, coeficientii poli-

nomului T,,-Tl sunt, În valoare absolutã, mai mici decât un numãr

2r1,,, ), fiind un numär fìx. ')

Rezultá cä
N{( lT- - Ti l) (.9r¡),4'

unde
A:\'I( I nl" + lnl*-r* "' -þ {).

Dacä luäm deci

I ( i¡.l'
avem 

[,t( rT,, - Trl) ( e.

Puttm dar enunla urmätoarea leoremã, pe care o Yom numi a

doua, teorem¿i ø Dlui Bonn¿.
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Eä,nd, da,t wn numdr ptozit'i,u e, se poate d,etermina, un alt numãr
pazitiu õ østfel ca, dtn

sd,rezutte M(lf-l*l)<à
NI( lT-- ri l) ( e.

19. - O consecinfö a teorernei preceilente. Din teorema pre-
cedontä rezultä imediat o consecin{ä importantá. Sá presupunem cä
un çir de .functii continue

(18) flr), fz@),. .. f*(n),. ..
converge uniforrn eätre o funcfio continuä f(r), tn tot intervalul (ø, ö).

Fiinct dat un numã,r pozitiv ô, existä, In virtutea teoremei a doua
a Dlui ponnl, un numär pozitiv e astfol ca din

sä rezulto
Nr( lt- /- l) < à

Itl( I T.(r ; f) -T-(n ;l-) I ) ( e.

Dar, În virtutea uniform convergenlei, existä un numär A astfel
ca pentru m) A sã, avem

M( ll - f,,,1) < ô

deci pentru rn) A, avem çi

M( lT*(r; f) -T*(n; f,,) I ) ( e.

Avem prin urmare teorema:

Ðøed, çirul rle funcfü, co',ttinue (18) ti,nd,e uni,forrn cà,tre funcliø
eonti,nwd; f (x), çirul, dè polino ame T *(n ; f ì, T,,{r ; fz)), . . ., T n(x i f,,1,-
tônile cdlre polinornul, de ceø rna,'i, bwnd, øprodmalie d,e grad,ul, n al
fwncti,ei fw).

I3inoînfeles cä çirul în chestiune converge uniform. De altfel un
çir convergent de polinoame de acelaçi graÈ convorgo uniform În inter-
valul (ø, ô).

20. - Calculul polinornulni T,,. Cele ce preced permit calcu-
lul polinomului T,, cu orice aproxirna{ie voim. Dacä / este un polinom
calculul lui 1- este o problemá pur algebrabicä. In adevär, dacã, intr'un
punct interior intorvalului (ø,ó) avem lf :T*l:p,n,'derivata polino-
mului f -T* se va. anula În aeest punct, 'Sä observänt lnsä cä

I f -T,,1 - p," .poate avea loc çi lntr'un punct extrom a sa:u b sau În am-
belo oxtreme ale íntecvalului (ø, ó), Polinomul T,. çi aproximatia pz vor fì
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determinafi de sistemul

.{19) I f@,\ -T,,(s,'; Ð: (-1)''p r:7,2,..,,ni2
I Í'@")-T'",(n,;f):0 rr 1.u21' '1ænt,

-sau unul din sistemelo ce se obfin presupunând una sau ambole ega-
litäfi æ1 : ctt û.n*2: b satisfácu[e çi suprimând din çirul al doilea de
ecuatii (tO) cele corespunzätoaro acestor indici.

Sistomul (19) precum çi colelalte trei deduse din acesta, aça cum
am arã,tat, ne dsterminä coeficienfii polinomului 1',,, pe p, precum çi
punctole ,1,, . Ss vede cä avern atâtea necunoscuto câte ecuafii. Aceste

-sisteme admit un numär oar.ecare do solufii cari se determinä pe calo
,pur algebricá. Djntre acestea çtinr cã, esto una caro no dä pe T,, çi
cea mai buná aproxirnatie F.. Din celo ce vor urma mai jos va rezulta

.do altfel eá oxistã" o solufie pentru caro I p I are valoarea maximä çi
aceastã, solutie ne dä tocmai polinomul T,, .

Vom domonstra mai jos cä, oricare ar fi func{ia continuä f ")çi numárul pozitiv ô, putem gäsi un polinom P(z) astfel ca

M(li -Pl) <à.
In particular deci, putem gäsi un polinom P astfel ca pentru un

.e pozitiv, dat dinainte, sã avem

I\{( I T.(æ ; f) - T*(æ ; P) I ) ( e,
.deci:

Putem calcula,, cw orice øproû,møliøluoi,m. pol,inoamele d,e ceq, mai
"öund, øprorimølie q,le wnei, funcfü, contirtue.

2L. - Cea nlai bunö aproxinra.úie a lui æ¡*r. Ca un exemplu
sä no propunem sä calculäm polinomul T,,(x;xn+ t) înintervalut (-1,4).
Vedem imediat eYa ¡r"" trebue sã, fÌe atins -çi la extremitätile -1 çi 1

"deoarocs dorivata lui /- T,, , care esto un polinom de gradul m, nu
.so poato anula, doeât -în c_el mul! m pr¡ncte, Trebue sä avem

Pz - Vl,: qi¡xz - 1)

undo P:¡a*t -T*(¡ ; xn+\ Çi-,Q este run þ.olinom do gradul m. Aceastä
relalie exprimä tocirnai þrôþriel,ateä fuhdamentalä â polinomului T-.
'Ðerivând doducom

P.P': Q.Ql( xz - l) + ¡Q2: QIQ'@' : Ð *'Ql.
Dar P este ovident prim cu Q, rezultä deci cä. P/:XQ, À fiind o

.co-nstantä (do altfel avem evident ).: *(nI l)). Avem deci

+X ttl,- P =P'll¡-¡z
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sau d'P I )"1x

V--Pz: V:l-x'

de unrle se vstlo cä P este de forma

P= *p, cos (À arccos ¡* ø)

c fiintl o nouä, constantä.

P trebuintl sä fie un polinom de gradul m * I çi sä lnceapä cur .
¡,"*l gäsim cá, a:0, ).--n*1,

x,,Ir_T,J.x; ,",+r) -h cos (za-¡ f . arccos ,r)

çi4
P"(x"*t)- :- '

Se poate de ducede aci foarto uçor valoarea polinomului T,,(r;r,.*t)l

pentru oo inte.val oarecare (ø, b), Printr'o transformaro liniarä, uçor
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Pentru toate polinoamele P(r) de gradul m expresia M( lÈP l)
are un minimum po caro 1I vom nota cu p*(f) sa:u mai simplu ctt Qn.

Se aratä uçor cä acest minimum oste atins de cel putin un poli--
nom de gradul u¿. Vom nota cu E,n(l), sau mai simplu cu E,,, un astfol

de polinom. 8," êsto un polinom do cea mai bunä aproximafie do gradul

ø al funcfiei / pe cølo n']- 2 puncte (E), iar Pn este cea mai bunä.

aproximalio a lui f prin polinoame de gradul ?¿ po cêle n*2 puncte ,

considerato
Fie 6o un punct la stânga lui ø1 çi 6nfz un punct la dreapta lur

tn*zt iar Ê, mijlocul intervalului \rt.e r,¡r), t:7,2r..,nt7'
Din çirul de puncte to, Ë, ,. . .,6n+ 1rÊnrz putom alego un alt çir

fo,fi, ,,..rË¡-+r, Ëo+z caro sä' ne determinø rn intewalo consecutive

Lt, Lz¡...sLm
bucurându-se de urmätoarelo proprietãti:

10. Existä cel pufin un interval L".
24. Fiecaro interval contino sau puncto r' undo f-En- pr sâur

punete Ør, üDdo f-ßr:-pn dar numai puncte de acelaçi fel. Dacó

L, con{ino puncto de un fol intorvalele Lr.'r Þi Lr+¡ contin puncte de-

felul contrar. Pentru fixarea ideiilor vom presupune cã, L¡ contine'

puncte unde f-Er:Pr.
Rezultä imediat eá În intervaÌele L1 , Ls, Ls¡...1&v€Íl

- ?n1l-E'S?"
iar În intervalele Lz , L¿, Lo, . . . ' avem

- ?nSf -8,1?o '

Sã, luäm acum Polinomul do gradul ta

Q @):(r-t¡,).(r-Ê-,,\ . .. 1n-É¡^¡r) (m s n * 1)

çi vom determina semnul constantei À astfel ca ,r Q ) 0 in intervalul L¡.
Punctelo (E) fiind în numär fìnit, se vedo imediat cä putem lua

po I dostul de mic în valoaro absolulá aslfel cu În toate aceste'

puncto sá avem

-?,1f-8,-ÀQ(P'
de unde rezultä teortma z .

Daad\, este un polí,nom d'e'cea maì, bund, ¡1p"ssima¡i'¿ rle'

grad,ul n aI func[i,ei, f pe cele niL puncte (E)' diferenta f -En'ia
lalori egate çi d,e semne contrare i,n doud, puncte consecuti,ue aïs'

çi,rului, (E).

Läsäm la o parte, atât aci cât çi mai jos, cazul când p,,:0' In*'

I¡NCTíÄ III

de gäsit, deducem

(20) t'¡r-f"(r r"'+'¡:\fi! "o'
t- 2x- a,-b\
[m 

+t. arccos -6- a )

çi

Pr(r"*r¡:'W
Polinomul (20) este polinomul 

-care 
diferä cel mai putin de zero'

dintre toate polinoamele tlo gradul n*L cate--lncep cu 
'n+t' 

ficosti

pot'oorn a fosì doterminat pentru prima datä de cätre TcnnnYcHßF'

LEcTta lII

Rezultatele Dlui Ch. ilo la Vallée Poussin

22. - Cea mai bunå aproximaÇie pe n+ 2 puncte' Sä consi-

deräm acum o funclio uniformä f(') definitä numai pe n* 2 puncte

(E) q1sz<"'
Maximul Ì\'( lf - P l). va fì detìnit do formula 

,

M(lf - Pl) - max (lflx')- P(ç')l)
r-lr2r,,,ttù}.2,

€s
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Y(q, x2 , ... , x,..l_z)

I

1

Þ
ì
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24. Prlma teoreruã, a D-lui Cs. ile lr Vlr,rÉn PousgIli. S¿

presupunem acum cáun polinomPlx)de gradul m este astfel ales încât

numerilo f(x,)-P(x,1, r:7,2,..,,n*2 sä fìe do semne alter'
nete. observäm cá cea mai buná aproxima{ie a lui I esto egaìå--cu

aceea a lui f- P, prin urmare în acest caz formula (22) clevine

n*2

) ll(t,,)-P(x,,) lv(x,,... ¡ xr'-r ,xrrt,...,x,¡z)
r:l

?n: n*z
\-r
àu"t 

7''' 1 rY-1 ¡ xY41' "'' xn+z\

care este o valoare medio a numerilor I /(x,)- P(x,) | çi putem aça

dar sã enunjäm toorema urmätoaro, pe care o vom numi pri,ma teoremñ
ø D-lui Cs. do la Vll,rÉe Poussllv:

Dacd, un Ttolinom P de grarlul n esle astfel ca, f -P sd' ia'-
ualori de semne contrare î,n, dou,d puncte cot'¿secutiue ale çí'ruluí' (E\,
a,uenx

min (l l@ò-p(xÐl ) ( p" (max ( I l(x,') - P(¡,)l)
r:1,2,.,,,n+,2 r:1,2, ' ',,n+,2

Ttresupundnd cd, numeríle I f (x,) - P (x,) I nu su,nt toate egale î,ntre ele.

Aceastá proprietate ne va permite sä tragem o concluzio irnpor-
tantä rela[ivá la cea mai bunä aproxima[ie într'un interval lntreg.

26. - A iloua teoremã a D-lui Cu. de Ia Vrr,r,Éo Pousstui;
Sä luäm func{ia f definilá çi continuä in intervalul (a, b). Existä, În
virtutea prímei teoreme a D-lui E. Bonnr,. o mulfime (E*) de n+2
puncte xt lxz <. .. <
aceste puncte sà fìe egalä cu cea mai bunã, aproxima{ie pn a functrei

f În intervalul (ø, b). Fio En polinomul do cea mai bunä aproximafio',
de gradul za pe (E*).

Dacä |f-Enl(pf in intervalul (ø,b) atunci ceamaibunäaproxi*'
maiie pn pe orico muì{ime (E) de rz -l 2 puncte e cel mult egalä cu P#.

Sá presupunem din contrã, eä" ar exista un punct x' unde

f(")- E,,(rú)l> ?,\". Dacâ x' cado lntre x 1 xt,lt diferenJa ¡-8,,-
are acelaçi semn În x/ ca çi ln x,, saw În x,,+r, Pe baza rezultatelor
din \r. precedent, cea mai buná aproximatie o mai mare declt P] ne-"
ccl pu[in una din multimile de puncte

.¿cost caz oxistä un polinom de gradul n eàrø ia valorile /(ø) in punc-

.telo ¿'.

2Ð - Determinat'ea polinomului E' ' Proprietatea demonstratä

aratá imerliat cá polinomul Er¿ oste detorminat complet çi În mod unic.
,Calculul polinomului En I procum çi a celei mai bune aproximafii p" ,

se face rezolvântl sistomul

E*(x,)-f(x,') * (-l)''P',, (P":lP' l)
r:1, 2, , .. ,n *2

.caro trebue sä fio comPatibil.

Pontru a putea pune pe p,, çi polincmul 8,, sub o formã, explicitá

vom lntrebuinla notaliile dela Nr.'16, l7 precum çi formula (16).

Ävem cu aceste notaJii

'(21) P rr--
(-ly'*tU(tr, xz r. .., x""+zi f)

nt 2
I i¡

) U(tr 1,,i 1 xv-1, )tr1t ¡.,, , r,,*z)
r: I
t¡

Polinomul 8,, se determinä çi el uçor cu aiutorul formulei ds

rintorpolaro a l,ri LlcnlNcn
,tt*2

8," -'Ë[f(r,,) * (-1),' e' i]G=trbirj
r:l

,unde
G(.r)=(*- rt)(r-rù. '.(x- x,,+z\.

Avem lnsã,

Gt(r'):
,'aÇa cä" putem scrie

(-f ¡,,*z-,'Y(xt, xz, . .., xnlz)
V(rr . .'. t Xr-r, Xr14 t .., ¡ Xn1_

Er, =
(- +2 n12

) [0"'+{- 1)''f(t")l'

.V(r, , ,.., xv-1¡)(r+t t ,,t xrr*z\*

Acest polinom este, în aprren!ä, de gradul æ ìL 1 lnsä, în virtutea

r*olafiei (21)r coeñcientul lui ¡"* I este nul.
Coa mai buná aproximafie p,, êsto egalä cu:

422t
U ¡Xz r. . ., Xr+z /)t

?n: m

..?å¡,

2 (23) J

ì

Xl , ..., X.', X', Xrl2 t,.. , Xt¿]--2

Xl r,.., Xr.L s X', Xr,+¡ r, t Xnl2.
) v(x, ,. .. , r,,-r sxrlt ¡,.., xn*z)
f==l
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Acelaçi lrcru se lntâmplä dacä x' cado în afarä de intervalul
,'(trt , :rn+z).- 

Pe ds altä parto formula (22) no aratä cä p, oste o func[ie con-

tinuã, do ø¡ , frz ¡ . . . ,r fr,,lz çi aro un maximum atins neapärat pentru

cel pufin o anumitä mulfime (E).- 
finâ,nct seamä doci de prima teoremä a D-lui Bonnr, putem enunta

'urmätoaroa ProPrietato :

Cea mài, irnã, *prorinali,e ptt 6 unei funeliù eontinue f(xl în in'
.terua,lul (arb) este egald, cu cea, mq,i, bwnd, a,çtrorimafiie pe ml2 ltumcte

,al,e interuøluhú' øceite çtuncte fi,nd' q,stfet ølese ï'ncû't p" sd' a'ibd' cea'

rnai rnnre ualoøre Posi'bild',
Cu alto cuvinte

þ*(f ) == maxp*(f).

Aceastä teoremä esto atlevã,ratä çi când func{ia /(x) este definitä

,æe un numär fìnit tle puncto sau pe o mul{ime, märginitä çi lnchisä''

..oarecare.

26. Apttcafii la fnnctiile cu iliferen{e mã,rginite. [n unelo ca-

:zuri forrnula (ù2i permito o limitare a celei mai bune aproximatii.

se zieo cã, functria l(x) esto clr a m, d,i,ferenfd, d,iuiøatd, rnd,rgi'nitd,

.,În intervald (a,b) dacã, exProsia

lrr, xr,, . . ., xr"¡tl l),

definitä la Nr. 17, rämâne mä.rginitá cântl x¡,x2,"'¡xn!'¡suntø*1
iÌpuncts distinete oarecari ale intorvalului (ø, D)'

Numárul

\
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grailul m, Acest maximum este ogal deci cu (Nr. 2l)
(b-a\'+t
--*^Tl

prin urmare:
Dacd, func[i,a f (ø) este cu e (n + L)o diferenfd, d,ì,uízatd rtuúrg¿-

,ni,td, î,n interualutr la, b), auem

p" (f) < g## a"+nlll.

In particular, dacä / attmito o derivatä märgínitä, do ordinul n+L
,çi dacä, conform notatiilor noastro, lnsemnäm cu Ao[ltnftt] maximul
:sau marginea superioarä a lui I f(n+L) | În intervalul (a, b) avem

Ao [ßo+'l : (n * 1) ! Àn+, ff]
'rprrn Urmare :

(b-¿)"+tp,ff)< 22,-lt(a* I)l ao ff't"l

27. - lllotlulnl ile oscila$ie al unoi funclti. Atât pentru a ob-

{ine o limitare a lui ¡r,n cât çi pontru problema caro va fì tratatä În
lectia urmätoaro trobuo sã, defìnim modwlul de oscilalie or (à) al func-
tiøi f (c). Acest modul do oscilatie este o functie tle ô, care prin defi-
rni[ie oste

u.r(ô) : max I I @') - f(t")l
,câncl z', ,?" sunt douä, puncto oarocari, În intervalul (ø, b), astfel ca

,l*'- ø"lsò.
o (ð) este o funcfio definitä pontru 0 < ò Sb-a, nedoscrsscätoars

çi care nu dovine negativä. Avem evitlont in'egalitatea

<24) lfG')-f(x")l<r(lx'-x"l).
Funclia o(ò) so bucurå tlo diferito proprietäti dintre cari roamin-

'tim eelo mai importante. Fiinil dat un e ) 0, existä un cuplu do douä
puncto xt1x" astfel ca lx'-x" l< ô çi

o(ð) - e ( lflx') ., f(x")l .

Sð lmpärfim intervalul (x', x") 1n k pär[i egalo prin punctele
J/:J(o t xl,, ., rxr"-t r xto--x" vom avea

h

I

t

A-[fì:max llx1,x2 ' . .. 'x*+t; f lltu (a,b)

,,so numêSte a mo rnø,rgí,ne sau mrrginea de ordinul n a funcfiei / în

intervalul (ø, D).

Presupunânil lncä \1xz<...
. SCrie

V(øl , fr2r.,.rænIz)
l\"r, er, ., ., co+zi f)|.Pn: n*z

) U(", ¡.,. 1 t,i'-1 ¡r¿it, . . .,frr¡z)
i:l

Dar
V(ør,az¡, ,,c ¡z\max n*2

2 U@, t, . . ¡ a¿-r t Q¿i1,.,., uo*z)
În (ø, b)

7:l

.oste egal cu coa mai bunl aproximalie a lui æn*l prin polinoame de

f(x,) - f(x,,) : ) trtnl - f\r+n)l
a:l
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pentru 1x'-xuß#, deci pentru ð< ffiuou^
o'(à) - ô.

Ponlr,. æ){ putem dar scrie

p,u,) >, (ffi,). #, - (+)> å' (+)
2Ð, - Limitarea superioarã, a lui p.. In loclia urmã,toare vonn

indica limitaroa superioarä a lui p,. Voim sä indicän¡ aici o calo
ili,rectd, cate, dacä ar putea fi urmäritä pâná la sfârçit, ne-ar putea
oventual cla solutia acestei problome. Numitorul expresiei (22) se poate
scrie sub forma

unde

D(r1 1 12 , .., t Lr"+z) :
fin+t - ft,, t n+ t- fr?n . , . *i+r- ú, -1

22mnfrnl2-frnlt ri+z-ni+t.. ' n)¡2-in+t I

E de obsorvat cä minorii ultimei coloane sunt pozitivi, eãci pre-
supunem çi aici qlryz <. . .

In adevã,r avem

2D(q , fi2 1.., , frnf z)

øz- n,t *3- *? ,!; - ú (-t)-
22nn

n3 - frz 
"s - ní ni - ui -1,)t- 

t

fr¿ - n¡-t nf; nl, _,

ü¿+z- ül+t fi?¡r- æ.4,

fi¿-tl

frt 
- 

fi'¿

*3-*i
*å,- ni

fri-fi
,"t - frT

ûl'- 4 ,

ui¡2 - ri*t

frn*Z- fi,"+t frI+z
- 

n1a*n ll

\-;"::' 
tz "' " tn) d'tt dtz "' d't'" > o'

Dacä scädem fìecaro linie din urmätoarea çi tinem searnä de (24),

À{onografii Matomatjco. Fasc. lll. B

82

deci

oricaro ar fì e, /c fìind un lntreg pozitiv çi punând /cò 1n loc de à aven¡'

deci
ro(/rðl < ¿(,)(ò).

' Dacä k este un numär pozitiv çi /c' lntregul cuprins În /¿ avem

o(/cò) < or(t'* lò) < (¿'+ 1)o{ð).
Rezultä cá

a,(Àô) ( (á*1)or(ð)

oricare ar fi 'numärul pozitiv å (astfel bineinteles ca ò çi kð så fìe'

=b - 
ø). Avem deci pentru õ 1b - a'

(2ó) l/(."',)- f('"\t.[++r],ta¡.
In fìne, conditia necesarä çi suficientá ca functia / sá fìe con=-

tinuä este ca o(ò) -> 0, ponlru ò -+ 0.

28. - Limitarea inferioarã, a lui p-. Sá calculäm o limitare-
inferioarä a lui ¡r,,. Când r,1 sunt rz{2 puncts date lnintervalul(ø,b\,
membrul al doilea al oxpresiei (22) rcprezintä o limitare inferioarä
pentru pr.

Sá luäm ln particular,

x¿:ûi\4ç,i-t¡ ,i:L,Z,,..,m + z

çi fìe l¡(ø) o functie care este continuä, liniarä în fÌecare din inter-
valele (x,i,¡ rr,¡a), i:1,2,..,, m{l çi

Ír(*r):(--lln*z- n =?-!,, ,fol¿-o T6TT), i:1,2,. .. ,n* 2.
In acost eaz

p,(fr)r-ffi
Sä calculäm modulul de oscilafie al funetiei l¡(,).
Avem

LECTIÀ ilr

f (r') - f (t")

de unde

| /(."') - f(.r") I ( ,, (å)

OLÔ ) [åJ* 'lrc

*u* 
| ]j.'- ï l: r.
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@rnogenË çi de gratlul 1 tn raport ert fr1 , t2 y,q tnl2 çi depinde numai de
diforentele t¿-ûj. Rezultä cä rhaiimul nu pôato fi atins docât pentru
:tr1 : Ø¡ fr.+Z:b,'

Fio; În particular¡ ¿ä=2. Avom punctèle drEa, ûz=V, ü!:ù, tt:b
çi raportul (26) se scrio

Pentru calcularea maximului se po¿te aplica ctllculul difðreirrtriat.
.$.nulând derivatele parfialo logaritmice gäsim

_=_1_+ r +._J__ r +b-n'e-,!l'b-ø*r-y û-u
I r0

g-t
1 I 1 _ 1 :_,ñ- û - U- b - ø + n - g-r b=ît- b 4+a - r 

: I

Adunànd so gä,seçte

¡b--.Ø b-a'
@=- ,¡$- u¡: @- o¡þ - s¡ ')

@-ù(æ+y
Maximul so oh,fine ilöci pëntru t+!J-a,f ä, ádicä pehtfu Ø çi A

simstrici fafä tlb mijloeul irttervalului (ø, ó). Se Sãseçte àpöi cä ø ire-

,bue så fie rädã,cina cuprinsä tnrre ff çi ó a ocr.1afiei

{- -+)' + ø-^t(- -+) -(Þ - 
oiz - o

'deei 
*:++b#*t-r)

,Çi

oz = 2(b - ol Uz-t)'.
E important de observat cä punctolo ø, y nu divid rational inter-

øalul (ø, ó). Mai"rrult, eoefìcienJii polinomului

(z - ra\ k - æù (, - *t) (z - nr),

"cãnd, æ1 7 fi2 1 *3 e fr7 sunt punctole pontru eari maxirnul este atins,
'nu swnt røfii,ontl,i, îrt røport cw a çi ö. Aeest fapt, caro þrobabil aro
doc pentru m oùreerre, esto cauza principalä a clificultå$ii doterrninárii
nmaximutdi d-.

rSAU

+.

-S

I

frn*2- frn1l fiZn*z- ü2n*L''' üi+r- frl+r,ù(ûn+z - tn*t)

finând seamä, tte (25) çi tle observafia precedentä, deducem

fl u(*, s nD ¡,.., ûtrlzif )l < IDJøt ¡ ilL)", r*+'¿\* 
D(ør, t2, ... 1ø,¡r)f ,,r(ö).

Avem aici

I,EETI  I{I

,dodueem

fiz- üt

fis- frz

frz- fit

6z- frz

,*

(-L)o(ø2- rr)

(- 1¡"-t (ns- ør)

, fr"i,*2):

n ,-'ri.
ni-ni

.r(26)

Dacä deci notã,m cu d,, matimul câtului

Dt(ø,,frz,...,rr+z)
D(n1 ,æ2r...7(tn!21 '

"când punctele r¡ 1:p¿ {. . . 1fin1¿ descriu intervalul (a, b), avem

frn*z- frn-lt frzn*z- frZn+t. ., nl+z - 4+t t n*2- fin*l

: t/n,i_!]., 
t*ï,t2,...,r,,+r) 

iu1,iu2...iu,,!,.

å] *'

Se poato uçor vedea cá 0,, (. b-0,, luând deci S-d,r gäsim

p,.(fl ( o(0,,).

Din nefericire determinarea lui 0,,, þato a fl o problema compli-

catä. E probabil cìã" pentru n -+ @ acest numär o de ordinul lui

1 . Ar fi interosant do demonstrat, ca un prim rezult at, eá" 0',,--> 0
m

,pontru n + Ø.
So poato uçor arã,ta cä dacá'douä sau mai multe puncte ¿t,: tind

sä so confuntle, exprossia (¿6) tintlo cótre 0. Raportul (26) este o func[ie

.lk *lt,,(l)



êt

f - F fìind o funcfie continuä, putem determina un à ) 0
<ea, în orice intorval do lungime S ò, oscilafia. acestei funclii
mai micä decât p. Pe de altä parte putem gäsi un numä,r ø )
.astfel ca sä avem

M(rr,-r_t)<raå.

$tim cä existä cel pu{in n * 2 punete in .urT,* Fi- .este altor-

'nativ atins çi, din felul cum a fost ales "l*>+1, rezultä eâ
.oxistä printre aceste n+2 puncte cel putin 

-d,ouá, 
æ,,¿a,, astfel ca

Iæ'- n" l'1õ,

de unde
f(r')-T*(n'): þ,, t f@") -To(n,,): - þn,

f(rt ) - F(n' ) :Íf(n' ) - T.(*, )) * IT _(n, ) - F (r, )] ] p* _. 1 fr 
_. ) Ë ;

,f(n" ) - F(ø' ) : Ifi*', ) 
= 

T *(æ, 
t )l +lT *(r,') - F (æ, 

t)l(_¡r,+ 
€ S _p + 9 <_ å .

Rezultä cä oscilaJia funcfiei r - F în intervalu I(*,, n,,)este mai mare
'decât p,, cooaco este imposibil. Ipotoza r¿ ) 0 nu e deci bunä. p¡in urmare
'trebue sä avem F = 0, avom aça dar urmätoarea teoremá a Dlui Torvelr,r :

Døcd, çirwl, de potri,noøme (ZB) conuerge absol,ut gi, uní,form cd,tre o
,funefiie (neapärat continuä), a,ceastd fwnclie coincdile cu f(n).

32, - Polinoamele Dlui s. B¡rnnsroìñ. vom domonstra roorema
"lui werensrRAss cu ajutorul polinoamolor D-tui s. Bnnnsrer¡¡. Trebue
,d'eci, lnainte de toate, sä däm clefini{ia aeestor polinoame.

.Sä dividem intersalul (ø,b) în n ptu\i egale çi fìo

(tr¿ - q* r+ , i: o, l, . . . ,n (ao:ø, a*:b)
punctele de diviziune.

ùgJ

TEOREIÍ A IJI'I W'UIEA STR,ASS 3T

astfel
sä fie
b-a

ò

P^(n;fr: øh2a:0
f(ør) (n - a)o (b - n)n-'t'.

. e) Pentru referinte a se vedea Pólyl u, Szscö ,,Aufgaben wnd, Lehr-
sdtze øus iler Analx¡sisu, l. l, p. 66.

w
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LECTIA IV

Teorema lui Weiorstrass

30. - Teorema luÍ WnmnsrnÄss. I(. WrrnnsrRAss.a demonstraü
urmátoarea teoremä (e):

Ori,ce funclie continud, în, interuølul, (ø, b) este li¡nita unuù çir de
polinoøtne, unifortn conuergemt în acest interuø\,.

Demonstra{ia nu ss bazeazä" pe teoria polinoamelor 1.. Rezultá,,
însä din aceastð teoremä cá

(27) p^(lì -+ 0, penttur ?4 -+ ù)

dacä functia este continuä.,
E evident, de altfel, cã, pentru orico functie / avern,

PoZpr>'..
aça cä limita

lim p,(l)-p, pentru n -+ æ_

existá çi esto ) 0.
Dacä p:Q çirul do polinoame T,, converge alosolut çi uniform fuu

(ø, b\.-P.ezultä dar cä pentru o funclie discontir uã cu siguran!ä avr m ¡.t # 0..
Toorema lui wunnsrRlss no spune eä penlru o funclie contjnuä avem
cu siguranfä p:0.

Problema importantä ar fì de a demonstra rcla\ia (,27) dir.eet*
bazându-no num¿i po proprielätile polinoamelor Tn. Daeá" de exemplu,
s'ar putea aräta cä numärul d- dcfinit la Nr. 29 tinde cätre zero ptn*
ttu n+ æ, problema ar fi rezolvatá,.

Inainte de a ilemonstra teorema lui Wurnsrnlss vom aräta ur¡r
rezultat al Dlui L. ToNnLLr În legäturä cu o astfel de demonstralie,
directä.

31. - Teorema DIul L. Tounr,rr. Sä presupunem cä çirul de,
polinoame
(28) To@; f), T(a;f ),...,Tn(n.;f)¡..,
converge uniform cätre o fune[io continuä F(c) çi cá avem F ) 0o
atünci

M( tr- F t) < M( t/- T. t) + M( tF - T^i)=p. + M( lF _T_ t).
se deduce uçor cä 

M( r/ - F r) < tr.

(e) K. WnrnnsrRlss ,fleber d,ie analyt'itche
toillkä,licher Funktione , reeller Argumentera. Wer

D ør stellb arkei ú s o g en annt en-

ke Bd. llì. p. 1- 37.
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' ll interesant de observat cum se poate' obf'lno acest pollnom pe
o calø oarecum geomotrioá.

Fie Ao, Ar,' . .., A' punetele reprezontative ale functiei f(ø) pen-
fiu q=eg, Ø,1.t,,.,aæ Qflic$ Futelg¿g d,g cßgrdonq,te gu, frN). $4
construim linia poligonalä AsA¡ ... An.

Sä lulm pe laturile AoA¡, ArAz, .,,, An-riln ale linioi polil

Sä notäm acest punct Af;) cu Ai, pentru a pune În evidenfå

numärul s, çi sá calculä,m ordonata lui Aj. Fontru i:0 çi d=n punotul A.

coincido cu Aq si A. Tespe.otiv,. In gen-eryl? sá notäm .9u !" ortlQnatg,

lui 4" , cu bp'ordonata lui Affi çi cu ö$ qutlonÐla lui Af . Avem

(2e) b9:
çi

(30)

(, - s) bl!-'¡,+ sbf;lt
r f,=0, lr...rm-k, k':lr% .. rm-A

n

n='ò Lr (n'-ùbf-tt +t1f-t' .
uË : 

-i--

A,

A, I

I
I
I
t,
L
a

I
t,
lr
I'
lì
lr
lt
lr
lt
lr
lr
l¡
lt

I

Din (29) deducem supcesiv

Af

À
I
t
I

I
I
I
I

I

I

I
¡
I
¡
I

çi în general

b9: *
hrs

.¿.J
k
i sí(n- s)k-ilt,¡i., t -:0, lr,..rn-Ic.

d:0
ú A1 Art 4tr Formula (30) ne dä deci

Frg. 1.

goqQlg pg$p,t+,llg A'g, A'1r..,, #*,-r g.Rr¡ l$peT! -a-€gq!q |a,$ri in ace-
laç sens çi tn{g'up apelgt IQp,.gTtc Aleg.qm acQql IçBg¡"t flltfel c4

êgA'q=Af.A'f3E : I : =4r+lA!,¡ r = i'ry r

,r:h;
,d:0

(i) 
" 

r" - s)n-'b' '

s ÍÌintlun lntrqg, 0Iq<æ.'[¡¡ liai¡ p.eligo¡g¡¡ ôiA",..4'n-] lqEçrienr
tn acelaç motl linia poliggpalfl A;Aí. ..L1._, pÉqtmq+ qÊF¡1rl çi rapor-
tul lmpärfirii laturilor; svem deci tot

{afi:AlÀi-. . .: A^-rÃi-r-i +
Qg¡figuftn$ a.qgsq p.lg,eedeu, !¡1srçiqrn sqpqpsiv liqiile poligonale

49à9 ..4;a._"2 þ=3, *,..,,\,Illtiqle. s,e_ {eqsgo lp un pqnpt AP. Avçn

AqAiFA;A;:.. . =þg-')^f):; +
aça cä abscisa lui A[") este tocmai

Revonind acum la polinomul P*(n;f) observäm cä avem :

It'[t*'+'r] ='*åCI sr( s\n-'ir(ae)'

Rezultä dar cá polùnomul Dlz'i Brnnstnnr P,(,t t f) esle polinornul

lø'i Lrônrnol cøre i,ø uølotile b! pentrw yrunçtçle a".

33.- Deterruinaqgç qnei liqite s,Uperioare pentrq lf(æ)-P*(æ;f)1.
Sä iletorminäm o limitä superioanä pent¡q lf -P^(æ;fl|. Observäm

cá, P^(fr; l)- !, do unclo deducem, folgsindq-ne do motlulul de osei'
lafie o(à) dofinit la No. 27,

tf-p*(æ;l)r - | ":*> av@)- f(aa\l(r- ü)rQ- r¡'-'l=
1." 

_ *, 
l__o \o I 

I

= ø:-ny > fn a(r r - ai t) (æ - a\ (b - 4\*-t a
l:l, b-a

A.i- S-: (e. It
I

äntrc - qi t(l-ùt(þ-n)^-t+ lf co(a).

,d:0b - a)'"
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(31)

çi

Sä punem

0(r)=
n

cä avenr

(j#l'*',, (ffi)'"-' pdntru 
" >+

...sau

Deducem de aci cá (33) atingo maximul ei pentru j = i, sau

. n-L.
.û:- Z- dupá cum n oste par sau impar,

Avem aça dar

G@ > Øt n - at l(æ- ø)t çb - a¡--r
i:0

N¿:mâx
în (ø,

*(ø)
b)

Punând în fine à:2N., deducem (se va vedea cá efectiv ô < 0 - a)

(42) t | -P,,(ø i f) t <| o(zN,).

34, - Aproximafia datã, rte polinomul p, (æ;f). putom acum
calcula aproximatia datä do polinoamere p"(u; l). sä calcutám rntâi
funclia l{l(r). Avem tn intervalul (a.¡, a¡¡,¡),

*(*') : &" àÇ)@ - 
q,¡)(r,- a)t(b- n)*-t *

1n
* ù" > (Ð(ø¡- n)(c - ø)t(b - e:),,-t, -

¿:7rr

!+t !(i*i' e)'
(n+l)"+t pentru n pet

pentru m impar.

,So demonstreazá imsdiat cä

V'Àn4Nz,,-r)lf zn + lNr,¡,

2
j"> 

ff)(, - o,)'æ - ø)i(b - r¡",-t, \,-+, N¡:+
-@=æ

deoarece se erificä uçor eä
¿:0 do unde

Nz"+r ( b-a
L 2Vñ +.r

d:o
ff)(r, - n) þ - a,)o (b - n),,-i - o v\6 _ o)

Nz,+r 1 pentru n) L.-e"'! -Lvzn+r

Pontru n þdr ayem

Nzo:Nzo+r 22n+t <*r,*rî"ffifr#)'':

_: N,-_, 
z!n!!) 

=Vstu 
-ø .2!n+t)_4 .Vi(n+t)(c-ø) -b - o-"'- yntl LVZnI¡ ZnlL ¿, -(Zn*t)Vù¿+t -ZVù

Fåcând caìculolo, gäsim

û(ø) : r, _ .J-*(" ;,) @ - a¡i+r (b - n,,,-i.

Maximul acestui polinom in intervalul (a¡rø¡¡t) osto atins pentru

+l)b+ n -ùo,+
çi are ca valoare

(s"3) 2(b : *)(7 \r, 
-Lè:ilnu--y : 2(b - a)\,.

Fun'cfi'a (+)-'este descrescãtrare eãnd, rà I cre$ro Rezultã,

,deci în general

N"<

Formula (32) devine deci

b --a
2Vn

tf-;P,(ø;l)t<*,(T)



Dacä func{ia / esto continuð , 
[?) 

-t o pentru n + oe $i,

teorema lui \\'r¡rnsrnlss este demonstratä. Mei mult se vede cá cea
mai t unü aproximafie a unoi funcfii continue prin polinoame do gr4-

d,al n, adicä numärul p, , este cel pulin ile.ord,inut 
^U 

,(æ).
Aproxima{ia clatä de polinoamole Dlui S. BnnNsterñ nu se poate.
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ameliora în genoral. Fie do exsnplg functia

fz@t-:l,-+l
Avem în acest caz o(ô):à pentru ô (
Un calcul uçor no aratä cä

de unde
ilzPz,@; fz)

Avem aeum

deci

de uRde

interesante asupra aproxÍmärii func{iilor convexe de ordin superior ('o)-
Intrebuinfôntt notafiite dela No. 1Z sä punem

Ai7[a¡,q:*1....,a+¡it], ,{=0, 
1, ...,n- k2 k-1,?,,,.

Up qqtcql SinBlu nq a,ra!{ cä

d,P"(n: l) S t" - rllç--(þ.-s)'-tê-uI t J

çi În general

ryL:/,!(1 _#) 
[, 

_rr)

. (r -,+){q¡,_hfi|";\

TEORE¡úÀ T¿¡'I WE¡EB8TRÂSS 4&

A'r(q-q')t(þ-n)"-r:i

b-q
.) ùi@-ø) (þ,-q)n-h-î.

qHD 
= ffi 

"ä (;') lfz@ò-z fz@ n+,)=r fz@,+q)) (r - a)¿ (b - 6¡,-r

daz
: *uffiY'a : 6:r- ('#,)tø - ø(b - utt'-r'

De aici rezultä cá, P2-n(n;lz)-Pz"+t(ø; /¿) çi cá. Pz,,(æ; Íù oste o.
funcfie convexð (în sensul obicinuit) În intervalul (ø,lt). Avom prin,
urmare

,fl3,T, 
I fz-Pz,(u;fr)t:Pznl+t fr) - f.(ry):
=h åiffi1",-+l:t-x(:l

se vede imeiliat có daeä funcfia f(ø) se bucurä do o propriotate
de convoxitpte delorminptä, pplinoamqle D-lui S. BrnwsrçrN qo bgqqrð
de aceeaç proprietate de convoxitate. Presupunom aici cä convg¡itatea
propriu zisá çi polinomialitatgq qFpt cqggri Barticulare ale no-concavi-
tätii. Proprietatea rezultá din definifia func{iilor deiordin superior çi
din faptul cä.dacä o func{io qste dorivabilä, Condifia Decasarä çi sufi=
ciontt ca Q4 qð fie ne-concavá clo ordiqql z oeto ca dgrivata,sa de"
ordinul m=þ I sä. nu devinä negativä, otc.

Putem dar enunfa proprietatea:
O fwnclie eontínud, f, care se bucurd, ile unwni,te prop¡i,etö,li rte

codueøölate, este lörnùtø unui çir d,e pol,ir-Ìo.ame, wni,form convergent tm
interuøl,ul' (a, b) çi' cøri se bucwrd, cl,e øceleøç protrtrict,ùfiù de conueqitate.

36. - Aproxlmafia funofiilor cu dlforenfie drvlzete mã,nginita
Putem deasemenea obfine çi câteva rezultate asupra funcfiilor cu dife-
ronfe divizato märginite. Sä consideräm relafia

kl 
^Ãtl: ^olfft)l

definitä la No. 26. Pentru polinomql P*'n;,f) vom avea

/6lAó[P.] = as[Pfi]

de unde, finând seamä de (34),

a+rPrl-(' ;) [,-'r) Í-T)^nut.
Se poate tneä scrie

A¿ [P.] S a¿ ff], k:0, I i AnlP^l ( A¡ [l], k > t.
(!0) Vezi T¡¡nnru.. Popov¡c¡u ,9ur l'qpproæimq ion d,es fonctions eon._

oeæes cl,'orclre supéríeuru Mathematica t. X, p. 49 -ó4.

¡

I

#(ny ,#ff:i¡yr4
LPnt 1 IETÏ#:)'##-

,Íì3,*,, 
1 fz- P" (* ; fr) t' #' 

uÉ: 
ïE' (æ),

ceeace probeazð afirmafia nqastr{.

85. - Aproxima$iq fqncfiitor convexe de orilin superlor..
Polinoamele Dlui Brnnstnrn ponmit incä s[ çtabilim eâteva rezultate.
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Avem aça dar proprietatea:
o fwnclie continud, f cve este cu a n' d,iferenlã, itiadøøtd, md,rgà-

ni'tã', este I'i'míta unui çir d,e pol,inoome, uni,form conuergent în i,nteria,-
,,l,wl,!l(a,'{ì), cq,ri, øu marginite cl,e"ord,i,kul,0 çi 1 .cel rnult'egale cu a,le

Jwnclieù 'i,ør mqyg¿nùle de oril,i,n ) 7 mai mi,ci cø al,e funcfiei,,

:37. Aproximafia luncfiilor cu veriafia mänginitð. Fie

,4{n21...1n,n (m>nçL)
,un çir do puncte in intervalul (a, b).

Numðrul

m-n-l
o*: > lfrr+, sfr¿+z,... t friÍ¡¿1.r; ll -I*,, nr*l , .. . r r¡+,', lll

í: t

s0 nurrrçte a m,' varia\io a lui l@) po punctele #i consid.ereto.
Dacä punem

Itl"*: v-Lfl'
'maximul fiind luat cônd vaúazá" alã"| punctelo û¡ cùt çi numåru
nlor, numä,rul V. ffl se numeçte a n" uariafi,e tolald, ø lui, f(ø) tn inter-
valul (ø, ó). Dacä v.ff] oste un numã,r finit funcfia se zico cä ssto cu

;. a mo aøri,øftde rnãrgi,nitd,.
Avem çi aci relafia

¡c ! vß tll -Yslf{Ðlprocum çi formula

Insä

rb
\ t, - a)i 1b-s¡^-t-,*, d,* = ltt - o1,-ti | (n-i-!t-l) t -J' @-k)I

(h 
- 6¡"-t -

e (n-h)rttrt-[j
deci

vnrp,r (l -,!) (t -',-) . [r - +),tt!#=9 f" oir,,.

Dar avom çi relatia

(k+4) (b - ø) ni+rl'o- L'n+t
n

prrn urmare

(k+r) (b - a) n-l¡-1 n-l-l

n ) r ai+r I :> t Li- 6'n+r ¡ = vrlll.
i:1 i .1

I

i

:|

i

i

I

Deducom deci cá

\L.[P"] = Vr[ll; tc:0, Li V¿[p,] ( VrffJ, h>1,
Avom aça dar propriotalea:

I

vo ffl:
b

lf'ldn
a

38. - AproxÍmafia func{iiror derivabile. Sã, veclom rn ûne la,,
co rczaltato no duc polinoamole D-luj Bnn¡vsrrnv pentru funeliilo deri-
vabilo. sá presupunom deci cã funclia f(ø) arø o derivatä continuä do",
ordinul k çi fio co¿.(ð) modulul de oscila{io al acestei derivate. se çtio.,
cã, avem formula modioi generalízatä

ibine cunoscutã din tooria funcfiilor cu variafie märginitä (ce ordinul 0).. Pentru polinoamele P^(n;/) avem

b

vntPÍpl : #i lp(h+t)l¿tn.
tc t ti: ¡øt (

b-aa,+-
n

(i + Pk) 0<0<1,
@

tinând soamä de formula (34), deduc'em
lntrebuin{ând notafiile de mai sus.

Dedueem de aci cáv*rP,r< (r-#) ¡-i )( I
n

lk t 

^L- ¡{t) (ø) r = ru 
I

b-alfr -ø n

t

(i*0k)t
n-b-l n-h-I

ò
s
Z,r oi* (n- ø)i (b-n',n-t; -1-i fl¡ ( r¡¿(max (lø - a; It ln - ai¡tl,.,. rlx - ø¡¡¡1)1, -
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FÌiq acum polinomul, .ceoace rezultä imediat din relaJia

:ú- ai : r -, -db 
- o + ik\lt - ?!n n\n- rc)

$tim lnsä tlela No. 34 eä"

Q", n(a ; f) : PY ki'; f)ffiI:+)
= 6fi,u äf , 

r) r t ri(ø - qti(b - n')n-h-;.

#ä(;n)þ -.- 'fi!ø - a)¿(b - r)n-t'-i < b. "2Vn=l'Avem

4Í@-Q,,t(n;f)t< I
I

1
J n-k Pe de altä, parte

Ò (b-a)"-t
i:0

I u -a ¡ | (r-ø ¡i (b - û)"-r-i +

+ .+f-,> [" ; 
o) 

t n - a¡ + t t (r - a)r (b -,),-n-)+ r 

f 
,. (a), ¡,*-î¿;-=æ==fir;oli(u - ü)'(b - n)ì-h-¿: ry

. unde s este determinat ln feliil urmátor:

.kt: j -i d.aeá" lc este par çi

. k+r
s : ? - ': daeä" lt este impar çi"¿

. lt-ls:j- 2 dacä" lc este impar çi

çi ùedem cä rnembrul lntâi al rela{ie (85) este

a¡S n - o¡+t
Avem acum evident çi

ai<x< q,¡ f a¡+t
2 *r(ø) < î år-=äff\@ --6¡t(b - n)'-t'-i -k(b - a\

i:0
= æ S a¡+r.

i

I

I

at

I

I

I

j

I

Binelnfelos cá dacäin acestoformule àvem s(0 siru sln_ h
,primul sau al doiloa termeir din a doua pârantezä mare dispdre. '

Observând cä

I u - a;+tl1læ: q,; | * lri,¿+¡- a.¡ I - | fr:a; I +k(b - q')

.de unde rezultä cä

lf{t'l - Q,,,¡(a i f)t <
b-a

ISAU, pUnAnO o - ì7.::::- t
Vn- tc

ii(,,fi+*T j+,),,1u¡

m

(36) I ¡rtt -q,,,n(r;l)r< (i-rry)'r(Pr=,)=
- s+zV k ( ,-+\ 

@> tc * t).
= -z- 

rn 
l-Vn_nl

39. - Convergenfa denivete[or pqllnormelor Dlui B¡nusiprn.
'Derivata de ortlinul k a funefiei f fÌind presupusä continuä, marginea
:suporioarä Ag[f(I')] este fÌnitå. Avem .

Í(n) - pfi 
@ ; f) : f@ - e,,t@ ; Ð t

* [,- [,-]) U-i). . (, -+)le,*(n;r).
Rezultatele dela No. 86 ne aralá cá.

lQ",¡(r;/) l< ao[/(n)]

putem scrie çi

.tl@-Q"¡(û;Ðt<

unde
I 
; Ë.r ä? ; 

r) 
t ø - a ¡ t (n- a)¿(b - æ¡^"' 1,¡,,1"1) + r 

I
û)ó (ò)

+,@):*' (b -" t
n,-

i
*)(r-ø)'(b-n)n-r-i

çi trebue sä luäm þr(n)-0 daoä sZn - lc.
Avem acum

,'(16) ,+r;ä(To)tn - a¿ t('- a)t(b - r)'-h-; <

= 6#fi t; *)l' - . - iAlø - ø)r qb-u¡'-t-; .r'

- 
h 

- 

n-*

' n(n -¡k) (b - a),-.f,) (";o) i(æ - ø)' (b - u)"-tr
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ar(ò) esto modulul de oscilatie at lui /(æ). DI D. JrcrsoN a demonstrat-

pentru prima datä cä þn este chiør d,e ord,inut, tuò ,(+)(tz).Secu-
nosc diferite demonstrafii alo acestui rezultat. Nu vom insista lnsä aici
asupra acestor domonstratii. Se poate consulta cu folos cartea citatä á
Dlui Ch. de la V¡t,l,Ér Pousslx (t3). At fl interesant de väzut dacä numá-

rul 0, clofinit la No. 29 na este cumva ehiar de ordinul !. In acest.n
caz polinoamole T, ar fi suficiente pontru demo¡strarea, atât calitativä-
cât çi cantitativä, a teoremei lui Wslnnstn¡ss.

LBCTIA V

Cazul functiilor.de' ilouä variabile intlepenilente

4L. - Problema celei mnÍ bune aproxima$ii pentru o. funcfie
de douã, variabile noale. Rozultatole procerleinte se pot extinde, în,

maro parle, la funcfiile do mai multe, Þi În particular , la ace*
lea de douä variabilo roale. Vom examina pe seurt aceastä generali-

zare. E important de observat cá. wnici,tatdu mw rnai wbsi'std, 1m genet æ-

chiar dacá funcfia oste continuä. ' :

Sä luäm deei o funcfie realá" f(æ,y) de douä variabile reale ø çi.
y, uniformä çi dofinitä lntr'un anumit domeniu (D) märginit çi lnchir.
Pentru a nu complica luerurile, vom'presupuno cä acest domeniu este
limitat de o curbä simplä çi lnchisä. Domoniul (D) poate fì, de exem-.
plu, un dreptunghiu

(38) , Ø1ø!\ c1Y{d,.
Funclia f(u,U\ va fÌ presupusä continuä ln (D).
Problema so puno ca çi pentru eazul functiilor de o singurä

variabilä.
Consideräm räulfimea polinoamelor

P(r,y):a,ss* ø¡¡æ!øotA*''' + a^snt*on-1t n"-1 U+''' *QooA"

de douá variabile ø çi y de graùal n. Un polinom, al mulfimoi este

complet detorminat de coefìcien\ä a¡¡. 
:

ltz) D. J¡,cxsoN. ,,Ueber d'i,e Genøwigkeit der Annd,herung sletiger Funlç
tionen d,urch ganze rationqle Punktionen gegebenen Grødes und' trigonomel,ri-
sche Summen gegebener Ordnwng", Dissertation Göttingen 191l.

(t) loc. cir õ.

Jtf onografii Matsmatico. Fasc. lll &
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çi pe de altä parte avem ioegalitatea

1 I
4l-;l Í-i)j .('-+)<k(k-)

Tinând seamá de formula (36), deducern

(3?) t f@ -y{k)çs; Í)t <U# rr

ceeace ne aratá eä:

(b-o'¡ , k(k-l)
lv=:k)+T ^o[/(r)J

In particular, pentru derivata de ordinul lotâi, termenul al doilea,
din membr.ul al doitea at inegalirã|ii (BZ) dispare aça cà

I f' - P',,(n; l) I < * r, ¡p1
Putem rncà. observa ,cä dacá" l(r) (ø) verifìcã o condilie Lrpscurrz:

40. - Limitarea superioarð, a lui ¡.r. . Am väzat la No. 2g cä
cea mai bunä aproximafie prin polinoame do gr4dul n a unei funcfiir
eontinue f(ø) esler in general, cel pulin do ordjnul lui or (+) undo.

. ftt).S. Wtcnnr. ,8ør
úinues(, Arkiv för. Mat.,'Astr.

l,'approæ,imation pør ytolgnomes des fonctùns con*
och F ysik, Bd. 22 B. No. g.



cazuf, FuNcTtftro& D¡ Dou.I' v¡'trtÀD¡r,r TNDEPTNDENTE 5r50 IDCTIÀ Y

Notäm lncä cu M(fl maximul Èau marginea suporioarä a functiei
f@,Ð În domeniul (D). Eroarea sau øpronimolio ou care polinomul
P(u,Al reprezintå func[ia f(ø,ù esto egalä, prin definifie, cu M( lf - P l).
Cen nøi, bund, øprorimalie a funcfiei f(u,1ù prin polinoame de gradul
ø esto egalä, prin defÌnitie, cu marginea inferioarð p"(l) sau mai sim-
plu poa lui M(lf:p l) cânrl P(n,y) parcurge mulfÍmea polinoamelor
de gradul æ,

Problema care trobue acum examinatä se pune ca çi p ntru func-
{iite tlo o singurä variabilä :

Eänd, dø|,d, funcfi,ø f(î, ?ù, sd se deterrníne pol,ínoømele de grød,ut
n pentr* ea,ri M(¡¡-Pl) atinge mr,rti,nea sø i,nferioarã ¡r, çi sd, se

stwùieøe øeest nwmdr ¡t, .

Problema existenfei, a unicitáfii çi principalele proprietáfi ale poli-
noamelor cle cea mai bunå aproximafie au fost examinate de Dl
L. Tonnrlr (tr). ,

Un polinom pentru caro minimul p, este atins se poato çi aici
'numi un polinom de cea mai bunä aproximafie do gradul rø al functiei
/ çi se poate nota ca T,(n, y ; f) sau mai simplu cu T,, . Vom zico çi
¿ici cä un astfel de polinom egte un polinom T" .

In ce priveçte numärul p, el este pozitiv sau nul çi de altfel nu
se poate anula decât dacâ, f(x, E) coincirle cu un polinom de gradul n.
trn cele ce urmoazã, vom presupune cá suntem in cazul p, ) 0.

Daeá, P(u, y) esto un polinom T, al funcfiei .ffa,V), polinomul
P(ørù*Q(ø,y), unde Q@rÐ este un polinom de gradul ø, esto un
polinom T" al funcfíei f(u, y) * Q(ø, y). Reciproe, orice polinom T, al
..funcfiei f(u,y) +Q(ø,g) oste de folma P(n,ù*e(ø,E). Avom

p"(f+Q):p"(Ð.
Dsasemenoa, C lìinrl o constantã,, CP(ø, y) esto un polinom T,, al

'func{iei Cl@, a) çi reeiproc. orico polinom T,, al lui Cf(*,1ì este de
,forma CP@,y). Avem

tt" (Cf): tC I tt"çr.

42. - Dxistenfa polinoamelor de cea mai bunã aproximafie.
Lema preliminarä dela Nr. 6 se extincle imedjat . l

Da,cd um pol,inorn P(n, ù d,e grøitwl, n rd,mû,ne mã,rgíni,t d,e un
"nwmdr A, în clomeni,ul, (D), coefi,cienfi,i, øi¡ rdmû,n rnd,rginili, d,e un nwmdr-ì,4, 

und,e \ nu depi,nil,e il,ecû,t d,e n gü ite d,omeni,wl (D).

Demonstralia so face la fel. LuämN = ("t') puncto \|"(r",y,),

1t+) vezi loc. cit. (1).

t:1,2,. .. , N tn (D) astfel ca determinantul

(39) ll tr !J,. ..rl ui-tU. . A':l

sä fie diferit de zero. Rozolvám apoi sistomul

'øæ*ønn" *üuA,+ ... *a,o øi * ø,-ttøi-rll"+ ... *au,Ui =P(æ,,U.')
r-1,2r...rN

rin raport cu cooficienfii &;¡ ctr ajutorul reguloi lui Cnluen çi finem
seamä de

lP(r,, y,)l< A, r-1,2,. . . , N,

Se pot uçor aloge punctole M' astfel ca doterminantul (39) sä fie
,diferit de zoro. E dostpl sä luäm N puncte distincte formând o refea
rtriunghiularä astfel

(n*r!"), r:4'r2,,.. rn*1, 8-r¡ r*1r'., rn*L.

Detorminqntul sistefnului este atuncí ogal, afarä poate do somn'
(cu

Y(q , n2)Y(n¡ , $z , løs\... V(n, , frz , ,- ¡ t,1l\'{( t , A, , .* , An+rl.

,Y(Y, , lh , .'. , A,+t) .., Y(Y,-t ¡ An ¡ A.*1) Y(A, , Y.+ù',

.lntrobuinfând notalia deja semnalatä a determinatului lui Vmt DER.

.Monon.
Rezultatole dela Nr. 7 sunt aplicabile. M( lf - P l) oste o funcfie

continuä.ds coefìcien\ä a,i¡. Rozultä cá rnarginea inlorioar[ p- a nu-

,morilor M(lf -Pl) coincide cu limita lor inferloará.
Ropetàntl acum rafionamentul dela Nr. 8 putem onunfa proprio-

úatea :

Orieøre ør fi, fwneliø cont'ônud, f(n, A), enistd, cel pulín un poli,nom

^d,e eea mai, bund, øproøimafii,e d'e grørlwl n.
E de observat cá acest rezultat rámâne adovärat chiar çi pontru

o funcfie mürginitä, oarecare.

43, - Prima propr¡etate a pol¡noamelor de cer maÌ bunã,

,aproxlmltie. Dacä P(,æry) ssto un polinom de coa mai bunä aproxi-
ma[ie rle gradul n, existä cel pufin un punct (ø, y) unde avern

(40) lf@, Y) - Pln,Y)l - t'" .

Numärul acestor puncte capátá o primä procizare prin proprie-
Éatea urmätoare :

Døcd P(n, g) este un çtolinom il'e cea møi bund, øprorirnøli'e ilc
grødwl n, enistd cel pwlin n1-Z pwnete unile øuem ega,litøteø (40)"
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Pentru a demonstra acoastä proprietato sä considoräm lntâi r¿f û
puncte ttistincte M,(t,, A,), r-7r2r. , ., n + | çi fie tabloul
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Rezultä cä, tn fiecare cerc funcfiile f(ø;ù- P(ø, A\; Q@;g) päs-

ú¡eazá, un acelaç semn.
Fio ( )') domoniul lnchis caro so obfine din (D) sco{ând intorio-

srul ¿orcurilor (C'). In acsst domeniu (D') avem

tf(ø,y) - P(ø,ùl< p'( p,"

Fio acum À un numár pozitiv astfel ales ca

f-

(41) ll 1 t, A, r? ri-IA, . , . A,:ll

r:lr2r...rn*L 
r

coloane çi n + | linii, Sä lnmul{im acest tablou cwctr n:(-l')
urnrätorul

1000000
0ti,0000
0'0 0 4,2i-r 0

0000001

000
000
000

3i -3 -i

^"#ñÉ('"rFo,,)
;.avem atunci

lí\r,a)- R(ø, ù - \Q(û,Y) I ( P'-i- *;I:V:{ <v*

0 ,0 0 0 0 0 0 0 0 0 0...1

untl'o d - y-J.
Dacã, punem z,:t,*iY, vedem cä produsul celor douä tablourir

este egal cu determinantul V(21 , 22 , . , . ¡ zn¡l) çi deci este diforit do'
zero. Formula lcunosculä a lui C¡ucny ne aratä atunci cä" eaistd în.
tabloul, (41) tel pulin un deterrninant de ardinul n + 7 diferit de zeio",

Sä presupunem acum cá egalitatea (40) nu aro loc decât lrn
m 3 n f I puncte M,(a,, !"),'r:1,2, -, , m. Din proprietatoa demons'

tratä a tabloului (41) :rezultä cä putem gäsi 1n primelo m linii un de-
terrninant de ordinul m diferit de zoro. Fie pentru fixarea ideilor,

ll tr, .rl ...Ll'-'û,?J"ls r:1 ,2r...¡ll&
un astfel de deter¡ninant.

' Sä construim polinomul Q(ø, y) de gradul m çi de forma

Q@, Y): 0o* \ n* ' ' *b*-zfln-z+br|
cafe verificä condiliile

QiI*,, A") : f(r,,U,)-P(r,, A,), r:1,2i,..,, ffi¡

ceeace este posibil
Sä consideräm eercurilo inchise (C,) cu centrul in M" çi razat

elirta cu un numär pozitiv ð. Alegem acest numär õ astfel ca

10. Cercurile (C.) sã nu so tae.
20- f(n,?ù -Ptæ,A\, Q@,ù sá mr so anuleze ln aceste cercuri-

ft), (i)r

ün tot domeniut (D). :

Intr'un corc (Cr) avem :

lf(æ,Y)-P(æ,ù -\Q@,Y)l(P"' ,'

In adovär fìe, do exemplu,

f(ø,, y*) - P(n., U,) : ltn
atuhci În (C,)

* þn( - rQ(ø, ù 3 f(ø,37) - P(æ, ù - \Q@,ù < f(u, y)=P(r,y) 3 p*

'ogalitateanoputâ,ntl avea loc decât ilacä f(*, y) --P(*,9):0 sau Q(ør y):0'
,.ooeaco am vä,zut cä este imposibil.

Rozultä dar cð, În tot d¡meniul (D), avom

tf(æ,ù-P(r, ù-\Q@,ùl1tt* l

'deci polinomul P(ø, y)+ ).Q(r, U) dä, o aproximafie mai bunã,. Aceasta e

*rn contrâdicçie cu ipïtur^ eá, P(nry) esie un polinom T,n; astfel pro-

'pridtatea e domonstratä.

44.- Complectarea nezultatului preoedept. .Pqgprietatoa preco-

-dentã, se poato preciza astfel:

Døcù P(ø,g) este wn pol,ùnom'Ta, eæistír'òeí pu¡i,n W) pwnete

-:M,(u,, y") und,e

f (r,, y,) - .P(n,, g,') : ¡t-

..çi cel pulin Wl pwncte M'),(u'n, y',') und,,e''

f(ø',,'¡¡',) - P(a' "', Y' ù ?= U,+' "

$æl îwemnsaød cel mq,i mwe nwmdr întreg cultri,nts în'a''
, Sä demonsträm de exemplu prima parte a enun{ului;



á4 r,EcTrÀ v

Nu se poate sä nu existo nici un punct M,,, cäci În cazul contrar

- þn:< f@, ù - P(u, A) 1 p'1lt* în (D)

- p." (- *+! t fþ,s\ - P(n,ù + P5! :Y# . r-

c^øur rûNcTrrLoR DB DouI v.tBl^BILE lltDEPENlSNlrE ix>

atunei f(n,y)-P(*,y)>0. Avom aça dar

lf(n,ù - P(ø, y) * rQ(c, yl1.¡r,,
În (D').

In cercurilo (C#) ayem

f(n, a) - P(ø,u) + rQ(Ø, u) 1P*

peste tot ln (D).rPolinomul P(a,E)=IQ(ø,g) .då deci o aproximafie

mai bunä, contrar ipotezei. Aceastä contradictie demonstreazÉ pro-
prietatoa.

Domonstratia se face la fol pontru punctele M',' .

46. - Teorema Dlul t¡, Toupr,r,l. Fiø P(n,Vl un polinom de

gradul æ çi E mul{imea punctelor (æ', U') În cari M I (f - P) I este

atins. Mullimea E poeto sä fie fioitä sau o mulfime lnchisá oarecare,

Dt L. To¡rnuU a dat urmätoarea teoremä, caro oste osrecum analOagä

cu prima teoromä a'lDlui E. Bonsr (Nr. lfÐ :

Coniti,lía, necesard, çi sufici,entö cø P(æ, Y) sd fie un pol'i'nom T*
este cø sd, mt, sd, gtoøtd gd'si, ni,ci, wn pclinom Q@,ù ile graiul n vør'i'

f,cânil conil,ílüle

10. sg Q(ø', y')- se(fIu',!J) -P(n',..!l')),
20. r> Ie(r'rûl> 7> 0,

în toate Xrunctele rnullimei' F..

Pentru a aräta cá aceastå condifie este suficientä s destul sä

arätåm cå tlacä P(n,yl nu oste un polinom T* putem gäsi un astfel
de polinom Q@,ll), Sá prosupunem deci cä

tl(tl-Pl):lrj)p,"
Din relafia

T",(ø,E i f)-Pl,r, u\:f(ø, U\ -P(r, y) - (f(n, y) - T*(n' y; f)\
rezultá eá

sg (T*(n',A't f) - P(æ'. y')) - sg(f(n',11') - P(.r',u')\

0 ( p'- p,,1lTn(.t;', U'l'Í|: P(,n!,y') ¡( ¡r¿* p-.

Putem deci lua Q@,ù : Tn(n,U t Ð - P('r, Y)'
Sä arðtäm acum cá acsastå condilia esto çi necesarä' Sá prosu-

am ave&

deci

çi polinomul P(ø Fn- lL
,YI 2

Çl

ar da o aproximalie mai bunð.

Så presupunom doci cä existä numai * alryl non"r. M",

,Ì:lt 2¡...rr¿. Consideräm lncá cercurile'
tnchiso (C") ttefìnite la Nr. procodont. Luärru

lncä raza lor comunÉ ô dostul de. micð
pontru cs, cercurile sä nu se tae çi ear.

f(æry) - P(u, y) sá rämônä, pozitivä în aeeste

cercuri. In fìocare cerc (C') luám un punct

Mf(€,, 4,) la distan{a f o ar M', çi fio (Ci.},

cercul lnchis cu cenlrul !n MÍ çi raza egalä

Fig. 2. 3
Ò

4
Fie aeum polinomul de gradul n

e@,ù': r(ø - E,P.* 
E _Yr;rätJ,i:r?'rf,j, - r,)2 - ò'2r .. .

Acost polinom nu so anuloazð decâ,t pe conturul cercurilor (Cf).

Avem Q1ø, y) < 0 în intoriorul acestor cercuri çi Q(ø, y) > 0 În dome-
niul doschis(D'), caro se obfine din (D) sco!ând cercurile (Cf).

In (D') &Yem 
p*1f(ø,a\ - P(ø,y)s p' { F* .

Sá luám pe À pozitiv astfol ca

^.rffi(.'fru)
' Avom ln domeniut (D)

f(u, ù - P(ø,y) * rQ(ø, y) ( p'f +:'l! a u,

çi 
-þ*1f@,ù-P(û,fi * \Q@,v),

Pentru aeeastó inegalitate, e de observat, eð .avom sigur somnull
S. Egalitatea nu ar putea lnsl avoa loc decât dacä Q(ø,U):0 dar

cu ôr.

õ

M
,+ õ"
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punem cá P(æ, y) este un polinom T," çi cä oxistä un polinom e@, y)
dr forml inrlicatá. considsräm rncä cercurile inchise (c,) cu centrul
iîntr'un punet (ø',y') çi de nzá, õ. Luäm pe ô rlestul de mic pentru ca
oscilatia funefiilor f(r,U)-P(n,y), e(x.u) tntr'un cerc (Ct) sã, fie rnaj
'micð- decât e ( min (p", y). Putem face astfor dobarece funcfiile noas-
:lre sunt uniflorm continue. Fie încä (D') domeniul închis caro se obfine
din (D) scotântl interiorul cercurilor (C,). In (0,) avem

I f(r, y) -iP(*, g/) t< p'< p4 .

f ie acum l, un numär poáitiv astfol alos ca

r,(min(#rcï,1#),
avem atunci

lf@,ù - P(r, y) - \Q@,a)l <u'++:*;! .F-
tn (D'¡.

, Intr'un cerc (C') unde

f( n', A') - P(r', U') : lt,, ,
avem.

0,( p.- e 1f@, tì - P(n, A) 3 p* ,

- À(r*") ( ÀQ(ø, y) (- À(7 - e), i
deci .lr
0 ( ¡r,- e - À(lfe) 1f(:u, ù -P(t, ù - \Q@, tì 1p--\(r-e) ( l¿".

Lr fel aråtám ei lntr'un cerc (C') undo

f(h' , U') - P(æ' , y'\: - ¡t *
av€m

-pø(-p,. f tr(y -.) 1 l@, tì -P(æ, tì - \Q@, ?Ð {-p ** e* f (r f e) (Q.
: Rezrrltä deci cä În cerburile (C'), ,"

I l@,a\- P(r, ù - \Q@,y) I < p,n- l(y - e) ( p,.
Se vede dar cã, pontru I destul de mic avem

I f@, ù - P(n, y) - ),Q@, ù I 1p" ,

în tot dorneniul (D). Acoastä inegahtato con{ino contradicfia caro de-
monstreazä teorema.

47. Multtplicltatca polinoanrelor 'I;. . Vom aräta &cum,
printr'un exomplu, cä polinomul T,,(ø, y; f) poafe sð nu fie unic.

fie f(ø) o func[ie continuä do o variabilä dofinitð în intervalul
(ø,b) çi T,(r:) polinornul sáu clo coa mai bunã apro*imafiä do gradul æ.
5& notãm cu pf aproximafia datð de T"(r).: ' : ,¡,',i '-:

Sä consideräm acum funclia

'f(r,a): 
*U, - c)r,"(r) - iu - d,)f(n)l

,dofinitá tn dreptunghiul (38). Fie þ,, cea mai bunä aproximafie a lui
,flu, ù prin polinoams de gradul r¿. Avom

l@, ù .-T,,(n\ :w;ff@) -r,"(a))
-cee&ce aratä eá

lf@,y)-r*(u)l<rr,i
'egalitatea nofiind posibilä decât pentrù 

?J -c çi pentr" anume valori
ale lui ø. Avem deci sigur þ- 1 þ*

Avem acum
. f(n, c)' - l(n)

;¡i rozultä cä dacä'P(r,a) oste un porinom T,i aI lui f(r,Ð trebue ca

i P(,r, c)=T*(u).
In cazul contrar ¿r exista cel pufin o valoare æ pontru care

I f@, c) - P(*, c) I ) pi.
Avem prin urmare

P, : trl.
Fic aeum polinomul

' Pln, tì : T,,('r) + ^Pf#,unde I ), | ( 1. Avem :r

I f(r, y) -p(æ, a\ : dtl @- a,t ff@)-r,(n)) - Àrr*(y-c) I S

- iht@'-a)r ll l(E-c)l 5 pl: p,,

.doci toate .aceste polinoamo sunt polinoame '.T-.

Fårä a insista mai rnul! se¡r¡nalf,m numai cä Dl L. To¡¡u¿rÍ a mai
.stabilit cliforite alte proprietätri., ale polinoamslor T,,. Se poato vedea
,articolul citat al Dlui ,,To¡rnrr,r.

47, = Toorbmr lui lVqtonstnrss. Toorema lui Wnrnnsrnrss,
.onunfiatä la Nr. 80 perrtru. frrneliile continue do o variabilä, rã,mâne
.¿deväratä. Acees[ä-'tebrèmä ne spùne' cä dacð funcfia e continuã, avem

I p,.(f) -+ 0 pentru rc -+ æ.

I
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Pentru simplificare sä prosupunem cÉ (D) este droptunghiul (38)-

In cazuri foarte genorale putem roveni la acest caz prolungind con-
venabil funcfia f(nrAl,,Putem. domonstra teorema lui l4lrrcnstnAss crÞ'

ajutorul potinoamelor Dlui s. BnnrsrElx cle douä variabilo.

. (a-c), \d- Alv,-r

.b-a
6¿= aliÇ, i:0, 1,,,.,rn

Fäcâncl calculole so gäseçte icð

lf@,u) -P**(u,vir)'= l* [#]- å'[î) I q- o,l@-a)o(b-u)r"-t *-

. #*,2^ (i)' l r-,, I (a' - e)' 6 - ¡*'tf + t

cazut FUNcT¡tr,on nrfiooul vaB|¡Blt,E mDEp¡Nrr.ENTE

l'f@, ù - f(a',c¡)11 1rc,-ai,l* lA-c¡l
o

Am arótat lnsä la Nr. 34 cä

Dacä deci luäm

unde

e¡: c* j j:4,t,...,tu

aeeste polinoame.
Pentru limitarea aproximafiei datá ds acest polinom dofìnim mo-

dulul de¡oscilafio :or(ô) al lui f(æ,y) în,felul urmåtor

,,,(à) - max I f(r', U') - f(n", A") I

cànd (a',A'), (û", u") sunt douä puncto rn (D) astfel ca

l*'- n" l * lY'- a" l<õ'

toare çi caro nu devine negativä. Avem '

I f(*', U) - f(n",'lt") l<.D( I æ'- n" I + I y' - +i' I )'
si

ü)(kò) < (/c+ 1) o(ô)

do proprietälilo modulului de oscilatie,

:@äí,ctütlf@, Ð _ p"n,n(æ¡ a ; Ð'l < @,
.l f(ø, A) - f(ao , c¡) | (æ-a)i (b- x)".-ríy - c)i (d-ql'-t

IrECTfr V 5$.'

çl

Fie

Pr*¡|fr, A ; Ð-

r,¡(ô).t
I

d,- c
mt ,+ ä, 

(T) l' - "' (' - a)o (tt - æ)"*' <!-eo^

è*à(i)t't-'l (Y-c)' (d-at s#

gäsim

^ b-a , d,-cò: 

- 

+-
Vn ' Yn

I f@, V) - P^r"(r, a i Ðla *, W
d-p

Un
+

Dacä faèom m+Ø, n+ o däm posteteoremalui,WnrcnsrnÂss;

48. - Problema celei mai bune aproxlma{ii pentru o funcfle
de o v¡rlabilð oomplexå. Pânä'acúñ am studiat cazul functiilor de-
variabilo realo. Sä examinäm pe scurt cazul funcfiilor do o variabilá".
comploxü. 0 funcfie f(c,ù de douä variabilo realo care ia valorireale''
sau comploxe se mai poato numi çi o functie de variabila comploxä'-

z-x*iy(ø-l'=), O astfel de functio este de forma f(ø,y)*öf2@,U)n,
untle f¡ gi f2 sunt functii reale. Condifia necesarä pi sufìcientó ca fun-

tría f(ø,g) så fìe continuä esto ca functiilo fi çi fz sä ûe continue.
Pentru prescurtare func[ia fla,y)"se mai noteazá çi cu f(z). Volønc.

prosupune ca mai sus cä /(z) esto definitä çi continuä În domeniul (D)*

Sü consitleräm acum mulfimea polinoarnelot analiliee de gradu! re-

P(z): qt7^¡Ø¡zn-t ¡ "' ! a"r.

Un polinom al multimei este, complet determinat de coefìcientiG

ao¡&t1...¡a¡ reali sau comPlexi.
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Modulul unei funelii oste o func{ie realá aça cä I\{( I f-Pfll ) are çi aici

'run sons bino determinat çi reprezintå, prin defÌnifie' eroarea sa;u. aproæöma-

.{ùø cu care polinomul P(z) reprezintä func{ia f(z) ln domeniul (D). cea

mai bunä aproximalio p,,(f), sau mai scurt Pn, osto çi aici, lprin defl-

nifie, marginoa inforioarä a.numerilor Mt I f-P | ¡ cand P e tle gradul n.

Problema care ne intereseazä se pune ca çilmai lnainte:
Fä'nd' ilatd o funclì'e Í(z)' sd se tleterrníne pislinoamele ile gra'

.d,ul n pentrw cari M(l l-P l) ati,nge mørginea sø inferíoard' p'* çi' sd'

.,se stuili,eze acest nu,rndr ¡t', ,

Defìnifia. unui polinom de cea mai buná aproximatie so lntelogo

dola sins. vom nota un astfel de polinom ca T.@; fl çi vom zice cá

'este un Polinom T.. "! :" r:r'.

Se demonstteazá", exact ca mai sus, cä :

Ordce fwtc[ie corutinud, f(z) ad'mile eel pufin un polinom d'e

,.cea mai bunã, aproæima{i'e de grailul n. ' Ii'

Acest rozultat rämâno de altfel exact pentru o funcfie märginitä

" o&recare' 
árul ¡r,, este pozitiv sau uul çi nu so poute *nota tlecât dacä

, f(z) sø red.ucs la un polinom analitic do gradul n, Yctm presupune, În

-<ele]ce urmeazä, cä, p, ) 0.'

Aceastã, problemä de cea mai bunä aproximalie a fost deasemenea,

.studiatä de Dl L. Toncr,lt În lucrar'oa citatä.

49, - Proprietatea fun'lamentalã, a polinoamelor T.. 0 pri-
.mä proprietate a polinoamelor de coa mai bunä aproximatie este urmä-

'toaroa:
Dacd, P(z) este un ltolinom de cea mai, butt'd, aprorima[ie ile

:lra(ktl n, enktd æl pulin n¡2 puncte unde

,{¿z) I fØ - P(z)l:p" .

' Sä prosupunem contrariul çi fie z1 ¡ zz ¡. ,, 1 26 punctele, în numär

,qumai d,ø m1r¿*l undo avem egalitatoa (42). Fio

f(2,) - P(2,):P,ne¿"" r-1, 2, . . ,, ffi,
' Formula do interpolare a lui Llcnlnon permite sä determinäm un

,.ipolinom Q(z) de gratlul m astfel, ca

Q@)=p.*t r:1, 2,,,. , rn.

Sä punem

OAZI'IJ TUNCTIIÍJOR DE NOUÀ VINTISILE ¡NDEPENDENTE 6Gt

taza à, Luäm pe ò destul de mic pentru .ca

{0. Cercurile (C") sá nu se tae.

20. f(z) -P(z), Q(z) sä nu se anulezs În cercurile (C,), Va exista .

atunci un numár pozitiv y astfel ca p > T, v I y 1n cercurile (C'). 
,

30. Så avem

|n- n lln'(T, lU_ a,1<"'<f,
ln cercurilo (C'). I

Toate aceste circumstanle se pot realiza În virtutoa continuitötiür
func{iilor f(ø) - P(z), Q(z)'

In tot domeniul (D') ce se obfine din (D) prin scoaterea interio--
rului cercurilor (C,'), avem

I Íþ) - P(r)l< P'1tt',,
p' fiind un numã,r fix.

Sá luäm acum un numär pozitiv I astfel ca

r (min (r#Éil,, ffirr4, *) . 
..

Avem

I f¡z)-P6) -XQ?)l'= I tt"o- XveP l: p2 + tr2p2 -2plv cos (a - þv
Insä în cercurile (C,)

cos (ø - É) > cos c)q') 0

)'zvz-Z\pv cos (ø -p) ( ì'v (rM(l 0 I ) - 2y eos2a') 1O
Avem deci, În cercr.,rile (C,),

If@ - P(z) - xQ(z) IS p"(p,.

çi

,a¡ncro, binelnreres, {:1,-.,1'I;Jí.' .. rå(j5 ;."
" 

. Sä considêräm aeum csrcurilo lnchise (C,') cu centrul ln z, çí

p" fiind un numär fìx.
Ps do altä parte tn domeniul (D') avem

f(z) -P(z) - ^ 
(r)lS tr' 1' 5I:'+I(F,, -

Rozultä dar cä În tot domeniul (D)

I f(z) - P(z) -lQ(z) | I max (r",'i!) a u. "

ceeace contrazice ipoteza cö' P(z\ este un polinom T,". Propriotatoa'

enuntatá este deci demonstratä.



"62

:sl
IF.: I

I

õ0. - Unloitatea pollnomului T-. Din proprietatea pnecedentð

rezultä imediat cä:
O func[i,e continud fçz) atlmí,te un síngur polinom de cea mai

.burtd, apro.cimafii,e ile grailul, n,
Sä presupunom contrarul çi fie P(z)' P¡(z) douã, polinosrro T,"

.distincto. Polinomul p, - ï3 este çi eI un polinom T,", cáci

M( | f-pz t s r! {rut | /-p I ) + M( | f- p, t)} sp,,.

Fiø zt un punct unde

I f(r') - P2@'\l : P,, .

Avem
I f(z') - P(z') I !¡r,,, I f(r') - P'(z') | = lt*

er.zltrJ FtNc,frrLo& DE DouI vrnr¡¡rr,E TNDEPENDENTE 63

Sä prosupunem'doci cä

M(ll - P l),- p' ) t¿', '(P(z) 
=l=T,,(z; f)1.

Fie A, Ar , 4z punctele .cari reprezintá pe fk'), P(z'), T*(z'; f)
-::espoctiv. Punctul A2 osto în corcul de centr.u Açido mzaøgalá, cü !r,a.

l¡

-âvem
Fig. 8.

þ'-1r,, < lT",(z' i fl - P(z') I f p,' * p,",

¡ars(T.(z'; f) -P(z'))- ary(fQ)-P(z'))l < Arc sin F anO'.

Putem deci lua Q@) : T-(z ; f) - P(z).
Rämâne sä arätäm necesitatea condifiei.
Sä, presupunem cå ar oxista un polinom Q(z) care satisface pro-

*prietätile enunfate çi fìe T,,(z; l) polinomul de coa mai bunä aproxi-
mafio. Putem presupune c 1F,,, Unui numã,r pozitiv dat, e ( p,, ,

corespunde un alt numär pozitiv ô astfel ca oscilatia funcfiilor ¡(z)-T*(z;Í),
"QQ) sä fie mai micä docât e, lntr'un cerc dø tazä, ( ô. Fie apoi
.p(z): f(z)-T*(2;f)-ÌQ(z), ), fiind un numär pozitiv.

Sä considerám un punct z' çi eercul lnchis C de centru z, çi de
'mzä" egalá" cu ô. Fie A punctul roprezentativ al lui f(z')-i,,(z'; l) çi B
:punetul reprezentativ al lui Q(z). Can¿ z deserie cercul C, f(z)-T,,(z;f)
.rämâne în domeniul (A) format din partea comunä, a eercurilor O çi A
"de raze p,, gi e respectiv, iar LQ(e) rämâ.ne În domeniul (ts) format de
.cercul B de razä Àe. Luäm pe l, destul de mic pentru ca (B) sã, nu
-continä originea.

Sä, luäm acum pe e destul de mic pentru ca sä avem

e ( min f c ,in p, sin 150')
\z-)

"çi punctul NI po cercul O, do parte opusã, cu C fa{ä de OA, astfel ca

{MOA:Arcsinf . Fie OP tangenta la cercul B, de parte opusã, cu
c

A fafä de OB. Avem {BOP:Arcsin ( Arc sin 1. In fine sä
c

(t)e

(Ð ,?(z'l

LÍCTr^ V

A¡

z')+(f(z')-P(z')\
2

Råzultä doci cä avem pesto tot semnul -. Atunci trebue lntåi ca

,f(z')-P(z'), f(z')-P{z') sä aibä acelaçi modul ¡r. çi pe urmä, mo-
dulul sumoi fìind egal cu suma modulelor, sä aibð acelaç argument.
Avem aça dar

f@') - P(z'\ - f(z'l -P(z')
P(z') - Pç'¡,

Ori, am väzut Ia Nr. precedent cä existä cel putin ro*1 (çi chiar
"col pufin n12) punete z'. Polinoamelede gnadul n,P(z) çi P¡(z), coin-
cid În cel putin n+l punete çi sunt doci identice, contrar ipotezei.

' Teorema este demonstratä.

51. - Teorema Dlui I-¡. Tovptr,t. Dl Tonel¿r a gã,sit çi aici o

teoremá, analoagä cu prima tooremä a Dlui Bonnr,,
Fie E mulfimea punctelor z' unde M(ll-Pl) oste atins. Avem

proprietatea:
Cond,ù[ia necesard. çi suf,cientd, pentru, ca P(z) sd, fie un polinom

'Tn este ca sd, nu se poatd, gdsí nici u,n polùnom Q(z), de grailul n,
^astfel ca

10. c')lQ(z')l)c)0
20. I arg Q(z') - arg (f@') - P(z') I ( a'( 900

â,n toate gtunctele z' ale l,ui, E,
Pentru a aráta cä aceastä condifio e suficientä e destul sä arä-

-,täm cá, daeä P(z) nu e un polinom T,., putem construipolinomul Q'z),

l.l f(z)-P(z')lt lf@')-P(z')lS 
p,, .l- z
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luäm punctul D po cercul O, de parte opusä cu A fafä de 08, astfeE

ca

{ MOD : o,'* 2 Arc sin i a *0.

Si sä notäm cu'E proec[ia lui M pe 0D.
Dacä luäm

, - þncos ({ MOD)

, ^ - e+lc-ez: ':'

domeniul (B) esto cômpiet în ínteriorul triunghiului MoE. Pe de altä NABNA DN ]WANNR,IÐ
Pdø,

D
IECTIA I, - E n is t e nÇ a çt únlaì,t a,te a p olt m o øm el or de ceø

ncal,bund, cry)roæÅ,md,îûe, - t, Func{iù mdrgínì,te,
Oscilølìa unei funefì,ì,, 2. îunelíö continue, B. Däs-
tanla u doud, funcfiíù. 4. Problema de æø maù bund
aproúmafiie prín polinoame, 6 Determí,narea polf,-

noamelor T* tn aazuri si,mytle. 6. Lemà, preliminard,
?, Contínuitatea luì, Iv( l/-P I ). g Eøì,stenfia polí-
noanelor de cea maí bund. d,proúm,atie. 9, Polinos,-
mele lud Tcnnsycunn pentru o func[ie contínud,,
t0. Complectarea rezultatului precedent, ll, Despre
rnullimea polínoamelor T", 72. Unùeåtatea polínoa-
melor lødTcn¡sycr¡n¡,. ò ¡ .. 5-16

LECTIA II. - ßepultatele Dtruô, E, Bonøn - 18. Despqe
ilùlerenla f(n) ; P(w). 74. Proprôetatea funil,amentald,
a poli,noamelor T*. 16, Príma teoremd, a dl,ui E, :

Bonnr,. 16. Despre ili,ströbu[í,a øerorålor poli,noarnelor
T*-Î^-t, L7. Polínoamele T* ale funclí,ilor de ordi-
nul n. f8. /. doua teoremd, a Dl,ui E. Bonnl. 19. O
consecinfid, a teoremeì, prece(l,ente, 20. Calculul poli-
nomul,uí, T^. 21, Cea mai bunã, aproøûtfuafie a luì,
ú+1.. ... ¡ .. r.. ..........16-26

LECTIA III. - -Bepwl,tatel,e Ðl,ut, Ull. d,e l,ø F¿nntrø
Pous,srrv. - 22. Cea maî; bApd' aprorimaNie pe
n*2 puncte. 28, Determí,nat ea pol,tnomului E" ,

21. Prì,ma teoremd, a Dlwi Çh. ile le.Varr.nn Poussnr.
26. A d,oua teoremd,aDlwi Ch. de lø V¿r,lÉ.n, Pouss¡¡¡.

26. Aplicalie l,a funcfii,ì,le cu clùferenle iliuí,zate mà,r-
gí,nite, 27. Modulul de osci,lafiiq al, uneí funcfröi.
28. Límitarea inferí,oard, a lud p*, 29, Lirnitarea
superdoard,aluiyn,,. . .. . . 26-gõ

N

M
o

Fig. 4.

parte so vodo cä;(A) esto lntr'un unghiu MON:Arc sinl+Arc sin3< OOo-.

Fio acum F intersecfia 'cercului O cu cercul desc¡is djn NI ca centrw'

çi de razä p,. Domeniile (a) çi (B) sunt în interiorul triunghiului mix-

tiliniu FOM. Se vedo acum uçor cã, e çi ). fìind alese aça cum am,

spus mai susr avem
lfØ -r*(z; f) - lQ(z) I ( t,

În corcurile C. In tlomeniul lnchis obtinut scotând interiorul cercurilor'

C avem
lfQ) -r""(z; l) - lQ(z) I S P'( t,.,

deci
lf@ - r"(z ; f)- rQ(e) | ( t,

peste tot, ceeace e în contradiclie cu faptul cá" T*(z; l) este polino-
mul do cea mai bunä, aproximatie.

Proprietatea e deci complet demonstratä.
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LEOTIA IV. - Icoretna l,ul WøruÆ,s?æ¿s,g' 80' Teorema

t*i Wnrenstn¡'ss' 3t Tcorenaa Dl'uå M' ToNnult'

82, Polinoamele Ðluì, S. BnnNsrttn' 33' Dcterminarea


