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INTRODUCTION

« Il me semble gque la notion fonction convexe est a4 pew pres
ausst fondamentale que celles-¢i : fonction positive, fonction crois-
sante. St je ne.me lrompe pas en ceci, la notion devra trouver sa

. place dans les expositions élémentaires de la théorie des fonctions
réclles. » -

Depuis que Junskn éerivait ces lignes dans son mémoire, au-
jourd’hui classique [27] (1), Vimportance de la notion de convexiié
s'est considérablement accrue dans beancoup de branches des
mathématiques modernes, e, en parbiculier, dans la géométrie
et 1a théorie des fonctions.

Dans ce petit livee, Jexpose les principales propriétés et quel-
ques géneralisations des fonctions con vexes d’une ou de plusienrs
variables., Yai divisé ce travail en quatre Chapilres. J’étudic dans
Je premier la théorie des lonctions d’ordre 7, dont les fonetions
convexes habituelles sont un cas partienlier (n == 1). Les fonetions
dovdre n sonl définies par cerbaines” inégalités et en verifient
d’antres qui ont, surtout pour n = 1, de nombreuses applicalions.
Daus Je second ehapitre, je passe rapidement en revue ces indéga-
lites dont les applications sont exposées dans dexecellenis ou-

vrages, ‘comre par exemple dans fregualitics de MM. Hanoy,

Levruewoon et Povya [21 B]. Je signale aunssi quelgues aubres
propricléy des - fonctions d'ordre n. Dans le troisicme chapitre,
jexaming quelques généralisations des fonetions d’ordre n. le
quatricme chapitre est consacré anx fonctions convexes de deux
ou plugicurs variables, Je me borne presque exelusivement au
cas des deux variables parée gue, d’une part, les propriétés les
plus simples s’étendent immédiatement aun cas de plus de deus

(1) Lies uo en caractires gras entve crochets renvoient & la bibloegreaphie
placée a la fin.
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6 LES FONCTIONS CONVEXES

variables ot que, d’autre part, les propriétés plus compliquées
n’ont pas encore été étudiées suffisamment.

La bibliographie n’a pas la prétention d’dtre compléte. Jo ne
signale que les travaux effectivement utilisés pour la rédaction
de ce livre.

Comme d’habitude, je ne donne pas les démonstrations ; le
lecteur les trouvera dans les mémoires originaux auxquels je
renvoie. J'indique briévement les démonstrations de quelques
propriétés qui ne se trouvent pas dans ces mémoires. Pour toutes
les autres définitions et propriétés sans indications sur la démons-

- tration ni références a la bibliographie, je prie le lecteur de se re-

porter & ma Theése [47 a]. _

J’espére que la lecture de ce petit ouvrage sera utile a ceux qui
chercheraient, & combler les lacuties, encore tres nombreuses, de
cette théorie.

Qwil me soit permis d'exprimer mes plus vifs remerciements
4 M. Paul MonTEL pour ’honneur qu’il m’a fait en me demandant
d’écrire ce livre sur un sujet qu'il a, d’ailleurs, lui-méme enrichi
d’importantes contributions.
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NOTIONS E‘REMMRNA!RES ET NOTATIONS

Nous considérons des fonctions f = f(x), réelles, de la variable
réelle x, finies et uniformes sur un ensemble linéaire quelcongue E.

Nous désignerons par @ = min E, a = b = max E les extrémités
(gauche et droite) de . L.orsque nous dirons qu'un ensemble est
fermé nous supposerons qu'il contient ses extrémités, done qu'il
ost borné. Pour simplifier nous écrivons z, ¥, ..., F an leu de
zell, yeh,.. et nous éerivons xe - K si le point = dea K est &
Pintéricur de Pintervalle (a, b). Un sous-ensemble E, de It st com-
plétement intérieur 5 K si ses extrémités sont & Pintérieur de I'in-
tervalle' (@, b). Un tel sous-ensemble est done toujours borné.
Nous éerivons dans ee cas Fy < K. Un sous-ensemable ¥, de E
est une section de K si, ou bisn il est formé par un seul point, on
bien, avee 2y; &y e By, tous les points de F appartenant & Jinter-
valle (z, x,) - appartiennent & E,. 5i une section contient ses 6X-
trémités ¢ = d nous la désigoerons aussi par (cEd). Llintersec-
tion de deux sections est ou bien vide ou bien encore une section
de E. (*). La réunion de deux sections ayant aun moins un point
commmun est encore une section. Deux sections dont la rénnion
n’est pas une section soot dites séparées par I, alors il existe au
moing un point de I qui esh & gauche de tous les points de 'une

des sections et & droite de tous les points de I'autre section,

Plusieurs sections de I sont des sections séparées de 15 ¢ clles
sont séparées deus 4 deux par i. Nous désignerons comme d’ha-
bitude par B, B",... les dérivés successifs de . La presque-fer-
meture T de B est I'ensemble de tous les points de E et Ii/, sauf
les extrémités de I qui n’appartiennent pas & E. Si L = B, nous
dirons que Pensemble E est presque fermé.

Nous dirons quune fonction f est continue sur un ensemble E
si elle est continue en tout point de E'. Nous dirons que f a une

(*) Une section de K est un sous-ensemble convexe par rapport & E.




8 LES FONCTIONS CONVEXES

dérivée (d'un certain ordre et avec une certaine définition) si cette
dérivée existe en tout point 2 ou il est possible de la définir ot
nous dirons que f a une dérivée continue sur E si cette dérivée est
continue sur son ensemble de définition.

Nous désignerons par [y, o, Ty | s 11 1a différence divisée
d’ordre n de f sur les points ay, @y,..., Ty.y. Ces différences divisées
sont définies par la relation de récurrence

[‘T‘Z) ‘T3!' 1"*11/}h[r1\ n"’:r’lyf]
A+l — T

[T1, Tz, ey gy} f] ==
Coie = fim);
et on voit qu'elles sont symétriques par rapport aux points ux,,

a:,,..., Tne1. Désignons par V(ay, ..., 2,01) le déterminant de Van-
_dormonde des nombres x;, 2,,... z,., et par Uz, 240y Tpey5 f)

ce que devient ce- déterminant si on remplace les éléments ! de
Ja derniére colonne par f(z;) r .,\paotlve:ment. Nous avons

U(xlv &2, 00ry Tnay f)
V(.’I«'J,, Ly ooy Ty 1)’

.

[y, @3, .00 @ney 5 f] ==

Nous désignerons par P(x,, Zy,..., Tpsy ; f12) le polynome de La-

grange, donc lo polvnomo de dos'rc effectif. minimum, prenant les

valeurs f(x;) aux pomts zi. Gest un polynome de degré n, en con-
venant d’appf‘lcr ainsi un polynome de degré effectif << n.

Sinous posous (p(.l = (4= @) (@ = 7y)nr (T ~— Zyy,), DOUS AVODS
_l, 1 i
—~ f(x)
[Z1, T2, .0, Zra1 3 [] = l?;“‘ ST
6 " el

I/ e N ) ] ? . (P T v}./

P(21, 29, ..0y @iy fl2) = .“&’“41 Ehr
1 ==

et
(&) — Play, 2, ..., B 1) = (@2 a) oy Torse ;11

Sauf avis contraire, ou sauf si 'éeriture n ‘indique pas expressé-
ment le contraire, nous supposerons dans ces notatiens que
T < Ty < < @y eb o a alors V(zy, 24,0, £400) > 0, donc

Sg[wl) L2:e0ry Tnal g ” by Sg[}(ﬂh, Tg, ‘;'7 Tna1 ; f)v
(8g o = 1, 0, — 1 suivant que ¢ =, >, <7 (),
Remarquons aussi Pimportante propriété

0, mo==01,.., n-—1,

[21, Zg, ..., Tnyy 5 27] =
’ L ] il m = n, ;

[IINE



LES FONCTIONS CONVEXES 9

identiquement dans les x; et qui caractérise les différences di-
visées.

Dans le chapitre IV, nous considérons des fonctions f(z, )
réelles, des variables réelles z, y, finies ei uniformes dans un
certain domaine plan D. Nous supposerons toujours -que D) est un
domaine convexe borné fermé ou non. Un sous-domaine de D est
complétement intérienr 3 D si sa frontidre n’a aucun point commun
avee la frontiére de D. Nous supposerons, d’ailleurs, toujours que
le sous-domaine considéré est lui aussi convexe. Plus particulis-
retnent, nous supposerons que D est un reciangle fermé R,

emr=b c=y=d).

D’aprées A. Marcuaup [36] un réseau d’ordre (m, n) est uvn
systéme de m paralléles & Paxe Oy et de n paralléles & Paxe Oz.
Les points d’intersection des: droites d’un réseav sont les neeuds
de ce réseou.

Suivant une dénomination de A. Marcnaun [36], un pseudo-
polynome &’ordre (m, n) est une fonction de la forme

" ne o
x| R e
vz () HAR=10)

ou A;(y) sont des fonctions d’une variable y dans (e, d) et B,(x)
des fonctions d’une variable 2 dans (a, b). Un pseudo-polynome
st done défini dans le vectangle R. Un pseudo-polynome d’ordre
(m, n) est complélement déterming par ses valours sur un réseau
dordre (m -4, n - 1).

Considérons (m - 1) (n - 1) points (zy, yy), t = 1, 2,..., m - 1,
] =1,2,..,n 4 1de R. Ce sont les noeuds du résenu o = @y, 1 = 1,
Ay Ay =y f =1, 200 0 4 4, dordre (m - 4, R - 4).
En prenant la différence divisée d’ordre m de f(z, y) sur les poinis
L1y Loy veey Loy, Y Gbant regardé comme fixe, novs avons la fonetion
de g, i

F(y) = {21, 22y .oy Tmrr ;5 [, W],
et en prenant la différence divisée d’ordre n de f(z, y) sur les
points ¥y, Yy, .y Yns1, & Gtant végardé comme fixe, nous avons la
fonction de «, '
G(@) = [yh Yoy eeey Yna1 s f(.’l,‘, y)J
On vérifie immédiatement que

,y]a Yoy eeey Ynti ; F] = [xl) Lgy0eey Limtl ("]
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La valeur commune de ces nombres peut étre désignée pap
By ey Ty,
Y1, Yoy eoes Yo | ]
ol s'appelle la différence divisée d’ordre (m, n) de f(x, y) sur les
points (@, y;) ou sur le réseau & = xy, y = y;, t = 4, 2,.., m + 1,
j=1,2,...,n + 1. On peut aussi écrire la différence divisée d’ordre
(m, n) sous la forme d'un quotient de deux déterminants d’ordre
(m +:1) (n -_l—_' i), comme dans le cas d’une seule variable.
Nous désignerons aussi par
/o)
Y

i (xlj xﬁ) veoy Lipsd .
Y1, Y2, .00y Yniy 2
le pseudo-polynome d’ordre (m, r) prenant sur le réseau z == Ty
¥ = ¥, les mémes valeurs que la fonction flx, J) définie danb R.
5i nous posons v

P(%) = (# — D) (T — 29) * * - (£ — Lims1),
YY) =W~y —y2) - (¥ — o),
nous pouvons écrire

+
Tiy T3y .00y Tppa » } xa, J,'
[‘/1, Y25y Yner ’ A ;
2 f n+41
P(ﬂ'l, Zg, eoey Tied ; ) o(@ a:;, f(z, y;
Y, Y2, -, Ynea ; 'E*—-IIJ. "(a4) +12‘fl y"?/l
m-t1n41 \
pr 2& Z )f(:“? 7/?)
(@ — x: y — yi)e (@ (1)
i=1j=A1

et

f\x y) — P (.’El, Ta, oy Tensl f

£ | Ty, Xz, "',-xm+1-,x
= ¢(2)d(y { A ]
Y1y Y2y or; Yo ) ¢(x)4(y) . f

Yy Y1, Y2y ooy Yne1, 9

La différence divisée d’ordre (m - 1, n + 1) d’un pseudo-po-
lynome d'ordre (m, n) est nulle identiquement. Les relations

X1, gy vosy, T I
E b %3y eooy Tmey : xl”?ﬂj iy
LY Y1y 00y Ynia

__30, p=0,1,...m, ¢=0,1,.. n, p+j<m-|—-n,
s p=m, g=n, :

vérifiées identiquement en x; et y;, caractérisent d'ailleurs la
différence divisée d’ordre (m, n). '

,(/ 'q FILIALA CLUJNAPOCA
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LES FO‘-Nﬁ‘i"l‘()Ns CONVEXES 11

Sauf avis contraire, o sauf si Pécriture n ‘indique pas le con-
traire, nous supposerons que dans oces notations z;, << zy < ...
L Tty Y1 < Y2 < oo << Ynere

Nous désignerons par [«] le plus grand entier = a.

Nous.*poserons (ml, ny) << resp. = (m, n) si my = m, n; < n et
m, - n; <~ resp. = m -+ n.

£nfin nous ennp]oyons les abréviations max et min pour la
borne supérieure et la borne inférieure et d. d. pour la différence
divisée. \

LR



CHAPITRE &

. LES H}NCTM‘NS VORDRE ¢

f. Demnron. La fonciion f est dite convexe, non-concave,
polynomiale, non-convexe, concave d’ordre v sur 1 si Uinégalité

(J) [:561) L2yvaey Tnedy ” Ty =y =, Iy < 0

est satisfaite, quels que soient les n -+ 2 points Ty, gy ...y Tura € Ko
Tout(’s ces [071(:111'01&9 sonlt dns‘ ]‘mwfians d’ordr(’ n (‘)

n qm'lconquv l'. etan L um inberv alle, les fon(,,Llons d’or lre n ont. d,-
introduites par Ii. Horr [23], mais la généralisabion sur un en-
semble quelcongue est essentielle pouwr n = 1 ([47 ¢], voir plus
loin n® §).
Pour n = 0 nous avons les fonctions monotones : croissanbes,
non-décroissantes, constantes, non-croissantes resp. décroissantes.
Pour n == 1 nous avons Jes fonclions convexes, NON-CONCAVES,

(1) Les fonctionts non-finics et d’ordre n ne paraissent pas présenter jus-
qi’ici beavicoup d’intérét. Dans ce cas il faut adopter les conventions habituelles
sur les opdrations avec les signes =t o (voir par exemple @ . GARATHRODORY
Vorlesiingen iiber rectle Funltionen, pp 14-15), 11 faut ’abord écrive indga-
lité (1) sous uve forme convenable, Par exemple pour n = 1 si nous écrivons

(g — a2y flay) b (2g—— @) f2y)
it faut de plus que cette indgalité aif un sens pour tout groupe de trois points
de I (tout au moins si on vent que les propriétés essentielles des fonctions
convexes se maintienneal). I faut done qu’en deux poinls de 18, séparés par 1,
la fonction ne prenne pas les deux valents - e el — oo. On voif alors qae trois
cas peuvent se présenter : 19 f est finie ¢t non-concave d’ordre 1 sur Vinter-
seclion de T avec un intervalle (vide ou non), étant égale partout & -+ e en
dehors de cet intervalle ; 20 f est partout égale & — <« sauf peut étre aux
extrémités de I o0 elle prend des valeurs < 4 oo ; 8° 1 est formé par trois
l)omts @y <@y <L @y ob flay) = -~ oo, les deux v.1lour.s aux points extrémes x,,
2y e pouvanl étre 4 o« el — oo,

Nous laissons également de c6té les fonctions d’ordre n et non umformcs

(@ -— ) f(@), T <T@ <T@y, W, T ER
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lin¢aires, non-convexes, concaves habituclles (). 11 est parfois
atile d’appeler fonctions d’m’drf‘ — 1 les fonctions positives, non-
négatives, ldenthuemontnull es, non-positives, négatives. On voit,
alors sur cerlains énoncés, qu'ils restent vrais anssi pour n = —- ik
bout au moins avee certaines modifications faciles.

~ La convexité et la polynomialité d’ordre 7 sont des cas particu-
liers de la non-concavité d’ordre n. Si f est convexe, non-concave,...
“ebe., dordre n, Ia fonction — f est concave, non-convexe,... ete.,
dordre n et réciproguement. On peut prendre comme type
de fonction d’ordre n la fonction non-concave d’ordre n.

On sappose, bien entendu, que B soit formé par au moins n - 2
points. Dang certaines proprietés il est utile de convenir que toute
fonction définie sur moing de 2 - 2 points est d’ordre 2 et indiffé-
rement convese ou coneave.

Considérons, en particulier, la fonction f défnie sur m points.

(2) i I R S m =7 R oo
et employons les notations
1 i :
(3) A (2, T, ooy Ty [, T = 1,2, . menky ke 0,40 me-1,
- Pour que la fonction f soit convexe, non-coneave, ... ete., d'ordre
nosur (2) 11 faut ef il suffit que Pon ait
i
(4) } '}n-~|«‘1 —\"""7

(_'Ini.,i,e_ propriéhé résulle du fait que toute diflérence divisée sur
n - ]mmt.g de (2) est une 1‘110yel‘11‘m arithmétique des différences

=, ==, = resp. << 0, L= 4, Dy mo—e e

s 2 TH e T = 1
divigée A H PHAY Xn 1 1, done
R | RN R |
- v %1 .
L Ot P e ; N e,
|_..z,.ll, Ligannd By s flima ABA/;»[;-D oq A=

leg Ay« s,,.nr mdppomldn bs de la fonction f. 517, << iy <0 o <7 g
on a dailleurs Ay, > 0, Ajy g n—1 > O | 3
On an d.wiulb immédintement, qu'une fonction dordree n ek

caractorisée par Uinégalité [47 k]

Lo, @y ooy @nrn s fl e [, 23, . y Tnaa 3 f]
Z1 s Ty Y s M
() Imzm(’«}np davteurs no font pas de distinctions entes fes fonclions con-
vexes et les Fonetions non-concaves, Plusicues appellent convexes los fonctions
concaves el vice versa, Les précisions de notre texte soront respectdes tout aw
long do cet ouvrage.
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Pour qu’une fonction f ne soit pas d’ordre n il faut et il suffit
qu’on piiiése trouver n + 3 points x; < 2, < ... < Znyp de 0] tels
que Yon ait

;
(@1, 2a, ooy Tnsa 5 10 [22, W9, ..oy Tava 311 < 0.

Romarquons que si f Jomt d’une certaine propriété de convexité
sur E, il en est de méme sur T, c E. Faisons aussi cette remarque
1mporl,ante que toute fonction f — P, ol P est un polynome de
_degré n jouit de la méme propriélé que f par rapport a tout carac-
“tére de convexité d’ordre = n.

Enfin dans toubtes les inégalités précédentes, Pexpression
[y, Tay oeer Tusg 3 [] peut &tre remplacée par Uy, 2y.ery Tura s f), €1
usant de la convention ©; < &y <7 .. Znya. '

2. DiEmnirion (forme géométrique). La fonction f est dite con-
vexe, non-concave, polynomicle, non-convere, concave d’ordre n
sur T suivant gue I'inégaluté

(5) P("El» Ty oivy Tatl s ”T) << oy Ry ey f(w)y
est vérifice, quels que soient Ty << T, Ty, Tayeery Tnisy T & B
Celte définition est équivalente & la définition du no 1.
On peut remp]ac"er Pinégalité (5) par
I)(‘Ula 11?), ?11+L 3 fl:], ~ ::;.7 5y f~:, = (“’" 1 1 ”]f(

Gy e e :c,u;-,, (2 < @y pour § == 0), T1, gy orey Lns1y £ G B,

Pour n == 1 voir L. Gavvant [18]. Dans ce cag, en nous limitant
aux fonctions non-concaves, la propriété signifie que le point
(z, f(x)) est non au- des.‘auw ou non au-dessous de la droite joi-
gnant les points (zy, f( x-_l)), 7., [(2,)) suivant que x est & Pintérieur
ou a lextéricur de Nintervalle (z,, x,). Il en résulte que tout
point de la courbe y == f(x) est non-au-dessus de toute ligne poly-
gonale inscrite, pourvu que Pabscisse de ee point so0it. comprise
entre les abscisses des points extrémes de la ligne polygonale.

Si f est d’ordre n et si [@y, Zy..., Tuia 3 [] = 0, elle est polyno-
nomiale d’ordre n sur (z;Bz,.s), donc se réduit sur cette section
aux valeurs d’un polynome de degré n. :

Une fonction convexe ou concave d’ordre 'n ne peut coincider
avec un polynome de degré n en plus de n + 4 points. La réci-
proque est vraie si la fonction est continue. -

Supposons que B soit Pintervalle (a, ) et soit F la fonction
attachee a f, prenant au point & toutes les valours comprises entre
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-Te minimum et le maximum de 'f en ce point (cette fonction est en
général .multiforme). Pour que la fonction f soit convexe ou con-
cave d’ordre n dans (a, b), il faut et il suffit que la fonction atta-
chée ¥ ne coincide pas avec un polynome de degré n en pius de
n -+ 4 points {47 g]. Iin général, les fonctions d’ordre n peuvent
dtre caractérisées par le fait que, si un polynome de degré n coin-
cide avec la fonction attachée F en plus de n - 1 points, il coin-
cide avec I' en un intervalle fermsé.

Al Toute fonction d'ordre n est bornée sur toute section
e -L.Ba bek la fonetion est bornée sur E. Lorsque E est
borné, toute fonclion non-concave d’ordre impair est bornée in-
férieurement sur E.

Pour uue fonction d'ordre n =21 et ce L/, ce . E, la limite
de f(x) pour E 2 & — ¢ existe. De p]us, toute fonction d’ordre n =21
est, uniformément continue sur tout I8, < .-E. Pour que ce que
nous avons dit ait nu sens préeis, il faut définir la continuité en
¢e 1L’ par Pexistence de la limite de f(z) lorsque E =z - ¢, ce qui
n’est pas une extension essentielle dans le cas des fonctions d’ordre
=4 (voir n° §), ' |
S5l ael ou a = — oo, lim f(z) = f(a -+ 0) powr E 2 X - aq,
existe ou est - cwou— 0. 81 a e K on a f(a) =ouz=z[f(a | 0),
suivant que f est non-concave d’ovdre pair ou impair. Une pro-
priété analogue a lieu pour Pextrémité droite 4. On a f(b) = ou
<= /(b -—0) suivant que f est non-concave ou non-convexe d’ordm n.
Pour une fmutum non-concave d’ordre 1 qui est telle que b == -} o0

/

o= O l,el que lon ait f(x) > o pour x assez grand. Si f est non-
concave d’ordre 7 et si elle n’est pas non-convexe d’ordre n — 1
sur E, on peut trouver, dans les mémes conditions, un « > 0 tel
que Pon aib f(x) > ax”. Ln effet, on peut alors trouver n - 4 points
T < 2y ... g tels que [y, ..., Xy f] > 0 et Pindgalité
de définition Uy, Z4,..es Tniay 2 5 ) 220, 240y << 2 nous donne

f@) == (@1, @2, e, @ner; flam Ao,
les termes non écrits formant un polynome de degré n — 1 en .
Les inégalités de cette nature dépendent, en général, des carac-
teres de convexibé d’oxdre k << n de f pour x assez grand (pour ces
caracteéres, voir no 7).
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4. — Supposons X fermé. Toute fonction non-concave d’ordre
n impair esb semi- _tontinue supérieurement, done atteint son maxi-
mun., Mais une telle fonetion peut ne })d‘» atteindre son minimun.
Telle est, par exemple, la fon(,bwnf =, fx) =2, 0 <2z
qui est non-goncave &’ ordre’ mpair quolconquo drms Pintervalle
fermé (0, 1). Une fonction Loidro pair peut n ‘atteindre ni son
maximum ni son minimum. Telle est la fofiction f(0) == [(2) == 0,
fz) =1 —=,0 =<2 qui est d’ordre pair (> 0) quelcongue
dans Vintervalle fermé (0,2).

Sotent ¥, Pensemble des 2 sur les quels max [ sur ¥oet W,
Pensemble des @ sur losquels roin f sur i sont atbteints. Si [ est

; ; n 3 L
non-concave d’ordre n, B, est formé par au plus i } - i sections
= 9 - : .

séparces de N et, d'ailleurs, s il nlest pas formé par une senle
section, il contient au plus n -+ 1 poinbs. L' ysemble Y, ne peut

gire formé par au moins ! }— H goetions séparées de 1i gans con-

4
teniv Pune deg exbrémités a, b pour n impair-et l extrémité b pour
5 ')
nopair. St est impair eb sl Uy esh formé par- j;w sections sé-
2

parses de 1, sonbient les deux extrémités a et b. De mame 1,

e :

osh foriné par au plus EJ)! secbions séparées de 1. Pour n pair,
- A -

Ja sbructure de B, résulie dailleurs de celle de I, car - f(-— x)
agl eneore noN-coneave d,’ordm n (sur le symétrigue de B poar rap-

N A5 n 1
pork & Porigine). Dans ce cas done I5,, ne pent &tre forné par - t -

o
sections separées de I sans contenir Pextrémite a. Il egt & remag-

quer que, »i n =2 1, toules les sections composant les ensembles

, K, sont d(,s. AN mnbl@s formés sauf peut-tlre celles dont une
pxbremits coineide avec une oxl,,lun.l.te de 1.

La théorie précédente ne g'applique pas an eas A == = fi
'!ani‘f aorphre maximum 72 - 2 des sections séparées ( e d }— J U
pst effectivement abteint par la fonction [ T, ol ’!. , est le

polynome de meilloure approximation de degré n de f, supposée
continue gue B [47§, 47m]. '

ST est an intevvalle (g, b) eb si m est bnpair, Hi contient
plus ’?1&3 poinGs. 4 moins que f ne soib pas une ‘vonstante dans

e 2
(a, b). Sin est pair By o, ou bien au plus ___'_Tl___, points, ou bien osh

Tuprne Poroviciv, \ 2
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- formé par un intervalle (¢, b), @ = ¢. De méme ’ensemble E,, con-

o) 3 no 2 . ! el :
. bient;'0ubien au plus ! ; _i points, ou bien se réduit 4 un inter-
3 - "‘;" L 1] /

‘valle!qui contient Pextrémité a pour n pair.

on peut établir des propriétés réciproques de la manijére sui-
vante. Si la fonetion f est continue et si, quels que soient le poly-
‘nome P de degré n et la section fermée E* de I}, 'ensemblie E} cor-

. 3 - A A » . . V n - 2>
respondant & f — I’ sur I%* ne peut étre formé par au moins ! - ; E

secticns séparées de I8 sans contenir Pune au moins des extrémités
de cet ensemble pour n impair ¢t Pextrémité droite pour n pair,
la fonetion est non-concave d’ordre n sur Ii [47]].

Pour n = 1 la propriété est due & S. Saxs [51 a]. Dang ce cas
il suffit de supposer que f 4- o2 atteigne son maximum en Pune
au moins des extrémités de 1%, quels que soient la section fermée
E* de It et le nombre . L'hypothese de la continuité de f peut
étre supprimée ici complétement '

"De méme si n est impair et si, quel que soit le polynome P de
degré n, I'ensemble E,,, correspondant & f — P, est formé par au

141

plus T secbions séparées de I, la fonetion continue f est non-

congave d’ordre n sur In [47], 47n].

L’hypothise de la continuilé de [ ne peut étre supprimaée en
géncral, mais perib étre remplacée par d’autres moing restrictives.
Par exemple par la semi-continunité supéricure pour le maximum
et par Ja semi-continuité inféricure pour le minimuam.

Géomeétriquement, la propriété du minimum est bien connue
pour 2 = 1. Pour que f soit nou-concave @ordre 1 il faut et il
suffit que per tout point de la courbe y == f(a) passe une droite
d’eppui, ce qui gignific qu’a bont o, & - E correspond au neins une
constante « tel que le minimum de f -} 2z soil atteint pour x = x,.
On peat aussi dire qu’a toub 2, & - B correspond. au moins un
nombre o te] que I'on ait

(6) flag) + xlxy ~— x) =< f(a), x €& K.

81 Ja fonction est convexe (d’ordre 1) et si 10 est un intervaile,
I'égalité n’est possible que pour x == z,. Si B est quelconque, on
peut choisir o de maniére que I'égalité ne soit possible que pour
=l
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5. — Divintvion. La fonction f, jouissant de certaines propriétés
de convexité sur 1o sera dite prolongeable sur E, si on peut trouver
une fonction fy définie sur la réunion de E et By, jouissant des mémes
propriétés de convexité et telle que f, = f sur I5 [47 ¢].

I} est & remarquer que le prolongement ne peut pas toujours
s'effectuer au sens strict, ¢’est-a-dire qu’une fongtion convexe
(ou concave) ne peut pas se prolonger toujours en respectant la
convexité (ou la concavité). Au contraire il se peut quune telle
fonction soit prolongeable tant que fonction non-concave (non-
convexe). Nous dirons alors que la fonetion est prolongeable au
sens lorge. Par exemple, la fonction
@—1p 0=zt
@28  2=2=3

flz) =

est bien convexe d’ordre 1 sur la réunion des intervailes fermés
(0,1), (2, 3) mais ne se prolonge sur un point de intervalle ouvert
(4, 2) que comme une fonction non-concave d’ordre 1.

Toute fonction d’ordre n = 0 est prolongeable au sens strict
sur la presque fermeture B de E. Ce prolongement est unique si
n = % et se fail par continuité.

Toute fonction d’ordre n == 1 peut se prolonger dans tout I'in-
tervalle ouvert (a, 4). Il sufht, en offet, de prolonger la fonetion
dans tout intervalle contigu (z;, z,) de E par le polynome
P(xyy @y 5 f | ) [19] et ce prolongement conserve ioutes les pro-
priétés de convexité d’ordre = 1.

En général, on ne peut pas prolonger une fonction d’ordre n > 1
[47 ¢].

En général on ne peut pas prolonger une fonctlon d’ordre n
au deld d'une extrémité de ¥, Pour qunn tel prolongement soit
possible au dela de b, il fout et il suffit q'ue la fonction soit & nime
différence divisée bornée (voir no 9) sur une section de ™ conte-
nant au moins n - 4 points et le point b entre ses extrémités.

6. — Examinons, en particulier, le cas ot E so réduit A I'en-
semble fini (2) [47 ¢]. Pour que la fonction f, non-concave d’ordre
n sur (2, soit prolongeable sur le point u,, @; << x, << Ziyy, il faut
et 1l suffit que les inégalités '

[;c,-, Tjrty oeey Tjamy X0 5 1 220, jomi—n,t—n 4 1,.., 0} 1,
G=1,2.i41 5i i<n-4

iz f— Ry e R A e, MR ST LS M1 — 1
] b 7
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goient, compatibles par rapport au nombre inconnu f(z,). On ob-
tient. facilement ces conditions (inégalités) de compatibilité, qui
ne dépendent évidemment de f que par intermédiaire de ses
di[l’r’lrel'mes divisées d’Ordl‘e n —l— 1 sur (2) En remplaganb dang ces
d or le n les condltlon,, de prolongf,ablhi,e au sens strmt, L(-,s pomts
x, sur lesquels une telle fonetion se prolonge au sens strict forment
un nembre fini d’intervalles. Les extrémités de ces intervalles
(:'= @ exelus) sont des points sur lesquels la fonction ne se pro-
longe qu’au sens large, pourvu bien entendu que do tels intervalles
existent. / '

Fin restant toujours dans le cas } == ensemble fini (2), la con-
“dition nécessaire ot suffisante de prolongeabilité partout d’une
fonction non-concave d'ordre n est la non-conea /ité resbreinte
d’ordre n sur (2) [47 ¢]. Celte condition peut étre formulée de la
manicre suivante [47 h]. Quels que soient les nombres py, g,
v, choisis de maniere gue lon ait

2 s 0, J=0,1,..,n,

¥

1o

"

59 s o

}-A f"“l‘q‘ L ”L) o 01 T & (‘T"v X "1_)
1==r-|-1

o ===1¥ 5 2’ teny m — /]

Uinégalité

esh satisfaite.

A

Lorsgu’il est possible, le prolongement peut toujours dtre réalisé

par une fonction élémentaire d’ordre n, donc une fonction donb Ja .
dérivée d’ordre n —~ 1 est représentée par une ligne polygonale.
De plus, on peut toujours prolonger une fonction convexe d’ordre
0 ou 1 par un polynome [47 p].

Comme cas litnite, on peut chercher une fonction (l’ordro n dans
Vintervalle (@, b) prenant avee ses n premidres dérivées los va-
lewrs données

o == /(")(ﬂ), Z),’ = ]‘(i)(,)), L SEE 0, 1, veey 1t

anx exbrémilés a eb b, Lia condition nécessaire et suffisante de
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Pexistence d’une telle fonction est que le point M, <ﬁ 52, S, z">
. 0.

soit & Pintérieur, ou sur certaines partios do la frontiére, du plus
petit domaine convexe W, contenant la courbe

'%——(b—-’t) z__12,., (¥ a:;\_"vgb,

dans I'espace ordinaire & n dimensions, avec

(b — a)k
V‘ F—IT:HIE-)_a""M]’ Wi OB, ey > 0.

A—O

Ci == i ”}n .§ T

Ce résultat est di, en partie, & S. Kaxuya [30 b]. Si M, est alin-
térieur de W,, il y a une infinité de solutions. Sur la frontiére, le
probléme est ou bien impossible ou bien admet une seule solution.

Il est & remarquer que le probleme de prolongement d’une fone-
tion définie sur (2) est étroitement lié au problmnn des moments
dans un intervalle (e, ri)

f Vldalt) == A, s A, e, o e A
@&

avec les notations (3) et en posant
¢ </ = Iy, < &g < ve k<D Ty, fi, d, '7017(3:) == (t e )(t i ’Lul) l(f [T xilﬂll}

el

: n -1
4‘i{.t) i < wﬁ'}ﬂ (@ = n

Aol ”‘Pu {rur ) 4
o f—*~ 1 )

< 0, I & (¢, X)), LE (Tivps, d),
EE (Biwr, Tivera), T N R )

D= D ety s

Nous dirons que Pensemble T est dée ompww en n sous-
ensembles conséontify

(7) 1‘11, l ) ol 4,”

st toud point de 1 appartient & wn B; el tout point de I, est &
ganche de tout point de ¥,y 7 == 1, 2,0y m -1, Les enzemblos
(7) sont done m sections de 1, deux a deux non sépardes par Ii,
n’ayant auvcun point commun et épuisant complébement Pon-
semnble E.

51 f est d’ordre n sur B, on peut décomposer ceb ensemble en
au plus &+ 1 sous-ensembles conséeutifs sur chacun des squels la
fonction soit d’ordre n —~— k. Pour n == k = 1 voir L., Gavvawt [14].
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. La propriété est vraie pour k =4, 2,..., n + 1 et elle résulte du
fait que, si (2) est un sous-ensemble fini quelconque de E et si
nous employons les notations (3), la suite

(8) An———k+ 1V A% 44 A;:l:l?:ﬂkdﬂ

prefwnte au plus & variations de signes.

Pour une fonction d’ordre n et pour un & donné, il existe une
infinité de décompositions (7) (E étant infini), telle que sur chaque
I, la fonction soit d’ordre n — k. L.e nombre m des sous-ensembles
E; a alors un minimum 4. -Si m = k, la fonction n’est d’ordre n — k
sur aucun des ensembles E; 4 By, t = 4, 2,..., k — 1. La fonction
est, alors alternativement non-concave et non-convexe d’ordre
n - k sur les ensembles E;. D’ailleurs, si A = k& 4 1 et si f est non-
concave d’ordre n sur E, elle est non-concave d’ordre n — k sur
E,.

Réciproquement, pour que la fonction soit d’ordre n sur E il
suffit que, quels que soient le polynome P de degré n et le sous-
ensemble fini (2) de E, la suite (8), correspondant & (2) et & la
fonetion f — P, présente au plus & variations de signes. Dans
cel énoncé on peut, d’aillenrs, ne considérer que les suibes (2)
ayant n -+ 3 points [47 k].

Les fonetions qui admettent une décomposition (7) de la nature
précédente constituent une importante généralisation des fonc-
tions d’ordre n. Nous les étudierons dans un autre travail, Bemar-
quons seulement que [47 n].

"La condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse décom-
poser It en au plus deus sous-ensembles consécutifs tel que sur
chacun la fonction soit monotone, la monotonie étant de sens
opposés sur les deux sous-ensembles, est que f ou — f vérifie U'ine-
galté

flzy) == max [f(x,), f(z,)] Ty << @y < Xy, A e DY
Dans cette classe entrent non seulement les fonctions d’ordre 1,
maig aussi toute% celles qui sont non-négatives et dont ia péme
puigsance, p > 1, est d’ordre iz

8, — Le voisinage V’l d’un point z est une section de & ayant

an noing k noints & ganche et an moins & points & droive de z. Si
par exception, il 0’y a que »* < k (r ZZ 0 points & gauche (& droite)
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de z, Vf‘ doit contenir tous ces points ot en plus au moins 2k —r
points & droite (a. gamhe) dexrs Le VOlsmave V" doit contomr avec
T e V’ tous les points de lmtervalle forme (a, z,) appax‘tenant &

E. 1l en est de méme pour un V

DEpywiTION. — La fonction f est dite localement converxe, non-
concage,..., ete., d'ordre n sur ¥ si d tout x « I correspond un voi-

o [ h o : 5
sinage V., ot la fonction est convexe, non-concave,... etc., d'ordre n
[47 1].

Toute fonction logalernent convexe, non-concave,... ete., d’ordre

, n o 2
nosur B, avee k = i ~~~~~~~~~~ E, est convexe, non-concave, ... ote.,

d’ordre n sur E [A47 1].

Dans la définition on ne peut pas remplacer la condition z «
par la condition moins restrictive e E. Par exemple, avee cette
nouvelle définition, la fonetion

2, fp=o—1 f<em:

est, localoment polynomiale d’ordre n = 1 (quel que soit k) et
pourtant cette fonetion n’est pas d’ordre n.

Dans le cas d'un intervalle, on peut remplacer V¥ par un voisi-
nage au-sens ordinaire. Pour n = 1 nous retrouvons une propriété
de 1. Braguien [8].

On pent aussi imposer & un voisinage VI dautres conditions
entrainant la convexité. On peub dire que f alocalerment une droite
dlappui sur 16 si, quel que soib ;e 15 il existe nn voisinage V1
une droite non vorbicale passant par le point (x, [(x,)), laissant
la courbe y == f(z) non-an-dessous de cette droite pour ae V_‘[;a.
Alovs toute fonction définie et continue sur Pensemble prosgue
formé ¥, qui a localement une droite d’appui, est non-concove
d’oidre 4 sur 10, On peut méme démontrer la propriébé suivante :

Si f est délinie of semi-continue supérieurvement sur un en-
semble presque ferme I et si, quel quo soit 2, e - 1, on peut, trouvver
deux points z' <<z, << &’ tels que dans tout voisinage V‘f,oc‘- (¢, 'z")
il existe deux points @, 2, o << &, < x4 vérifiant ]’i_n(’zgalité
(@, Ty, 23 3 /] = 0, la fonction est non- soncave d’ordre 1 sur 5
[47 1]. ' '
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fPour Ia,, démonsbrablon il suffit de remarquer que, si f n’est
pas non-concave d’ordre 4, on peut trouver trois points x,, z,, ,,
xl < Ty << 23 de E de naniére que [, Ty, 7, ; f] << 0. Les extré-
bmltés de l’ensemb]e (ferme) sur lequel le maximum (> 0) de la

fonction f ~-‘§;—_—-}- f(x,) —:——-—3—1 f(xs) sur la section (.clEfrz)

’l‘
est attemnt, sont des points z,& - E pour lesquels on ne peut pas
trouver les points @', 2" satisfaisant & la propriété demandée.
p ) prop
La propriété d’étre d’ordre n n’est pas une propriété locale.

n+37]

Mais, si & tout & B correspond un voisinage Vi, avee k== {T I

ou f est convexe ou concave d’ordre n, cette fonction est convexe
ou concave d’ordre n sur B [47 1].

9. — Dans létude des fonctions d’ordre n il est tout indiqué
d’introduire deux autres classes de fonctions déja considérées par
E, Horr [23] dans le cas d’un initervalle,

DEFINITION. — La néme borne de la fonction f sur B est définie
par

Ay = JNff ; B] = ml?)x V210225 oo ity 1)l
(1)

Si Ay est un nombre fini la fonction est dite @ néme différence
divisée bornée sur E.

DiriNtTIoN. ~— La néme pariation totale de la fonction f sur E
est définie par
11 == Tiv—
Vu = Valf ; B] = max f’}“‘ IA'* t ),
le magimum dant pris pour tous les sous-ensembles finis (2) de E.
81V, est un nombre fini la fonction est dite @ néme pariation bornde

sur I,
Nous supposerons que E soit horné.

Bl n o= 1, nous avons les fonctions vérifiant une condition de
Larscuirz ordinaire et une généralisation des fonctions & variation
bornée déja donnée par Ch. e LA VALLEE Poussiy [62], F. Rigsz
[50 a] et A. WinTERNITZ [65].

Sur I'ensemble {ini (2), A, coincide avee le maximum des
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nombres |Ad|, [A%], ..., |A7"|. De l& résulte que, si E est quel-

congque, on peut trouver un @, de la fermeture de E tel que dans

tout vomlnage vk ,» avee k = I "'42 1] on ait A,[f; Vh J=A4,[1;E]

[47 1].. On en déduib que i f est ‘& niwe d. d. bornée dans le voi-
sinage (au sens ordinaire) de tout point z & E', elle est & néme d. d.
bornée sur E.
Toute fonction & nime d. d. bornée est aussi & (n — 1)eme d. d.
‘hornée dono, en particulier, est bornée.
Toute fonction A ntme variation bornée est aussi & nime d. d.
bornée et & (n —— 1)éme variation hornée. De méme toute fonetion
| a neme d. d. bornée est & (n — 1)tme variation bornée.

Toute fonetion dordre n est a néme variation bornée, done aussi
& nome d, d. bornée sur toute section E, c -E. D’ailleurs si A, est
fini on peut trouver un nombre o tel que f -+ oz” (par exemple
o = | Ay|) soit d’ordre n— 1. Pour qu il en soit ainsi il sulfit méme
que les d. d. d‘Ordm n soient bornées supérieurement ou inférieu-
rement,

Toute fonetion f & nime variation bornée est la différence de
deux fonclions non-concaves d’ordre — 1, 0, 1,..., n et dont les
niwe variations totales ne dépassent pas celle de f. Ce résultat a
66 obtenu par E. Horr [23] dans lo cas d’un intervalle et pour

= 1 par A. Winrenrnirz [65]. Pour n = 0, on obtient un théo-
réme classique de C. Jorpan sur les fonctions & variation bornée
habituelles. Dans le cas général il existe une telle décomposition
f=ip— ¢, o1t les fonctions g, | sont les plus petites possibles. Pour
n = 0,1 G. Ascorr [1 a, 1 b] a retrouvé ces propriétés par des con-
gidérations tros intéressantes.

10. — Nous allons maintenant étudier les dérivées des fonobions
d’ordre n. Nous supposerons E fermé et f bornée sur B,

Nous allons adopter une définition directe de la piwe dérivée,
' plus restrictive que la définition habituelle, maig qui &impose
dans Pétude des fonctions d’ordre n. .

Par définition, la pime dérivée f® = [ (z) au point z e B est
la limite, si elle existe, de n | [ay, @pyeery Tnsa 3 f] lorsque les points i
tendont d’une manidre quelconque vers z. La nomo dérivie peatb
ainsi étre définie en tout point de B’ tandis que la néme dérivie
au sens ardinaire ne se définit que sur les points de E®.
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Rt)ur que f™ exigte en un point x e E' il faut et il suffit qu’a

i
tout'e > O corresponde un voisinage V (au sens ordinaire) tel que

Lo ait

(9) |1, @2y .oy Tavn 3 f]— [Ty Ta, ooy Tnaa s [l < €
.’E]_, xg, rey (l"n,pg €5 V.

Pour que f® soit continue sur E’ il faut et il suffil que cette condi-

tion soib réalisée uniformément sur 1. D’ailleurs, si f™ existe en

‘toul point de £ elle est continue sur L. Si /™ exisbe en un x, e« 1%

la fouction est & nome d. d. bornée dans le voisinage de z,, done si
f® existe en Lout ppint de 1¥) 1a fonction f est & néwe d, d. bornée
sur 15, Il est clair, d’antre part, que si f est a (n - 1) d, d.
bornée sur B, /@ existe en.toub point de E.

Les velabions qui existent entre f@ et la pome dérivée an sens
ordinaire ont éL¢ étudides dans le cas d’un intervalle par Th. J.
Stereins [56], T Hovr [23], Ph. Frawgrin [17] et dans le cas
d’un ensemble B quelcongue par nous-méme. lin parbiculior, s
[® exishe en un point 2, & 1M, la dérivée d’ordre n au sons ordi-
naive cxisbe aussi en ce poinb et lul est égale.

On peul anssi définir une dérivée directe d’ordre n & gauche
/ﬁ),”) et une dérivee directe d’ordre n i droite i) au point ze 10

Par définilion f(")(;v 'f("l(.q:] ost égale & la ]i'mi(,> sl elle exigte,

d,._(‘;: nl [, @apeery Ty s [ lorsque Jes points x; 7= [z, = x| de 14
tendent, d’voe maniére quelcongne vers . 1—’0111' Pexistence de ces
dérivées il y o des conditions nécessaires et suffisantes analogues

a eelle exprimée par Pinégalité (9). 11 est clair que si w e I8 n'est

N

Cove,

limite que d’un ¢Olé; on ne définit que la, néme dérivée de ce ¢
quiest alors identique & [®. 5i we K est limibe de denx ¢0Lés

et /@ () existe, f(”)(fc), ff{')(a)) existent aussi eb Iui sont égales,

Mais f(x), [U(2) pouvent exister et méme Sbre égales sans que

{9 (x) existe. Par exewple, pour la fonetion f(x) = ||, e (=1, 1),

77 1 L y - “ .
f,(0), {, (0) exisbent et sont toubes les deux égoles & wero, mualy

{7 (0) wexiste pas. On voit aussi gue, si /{,) /{')] exigbe en - Lont

b

point de 1) ¢’est une fonction conunlw a ganche (& droile) aur J'.

i1, — Passons aux fonetions d’ordie n. 'Toute lonelinn dlardie
n 2> 1 ades dérivées continues d’ordre 4, 2,..., n — 1 sur Louka soc-
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tion E;e .E. O peut méme démontrer que, si f est d’ordve n == 4
dans Pintervalle (a, b), elle a des dérivées continues d’ordre a<n
(z > 0) au sens de Liovvitie-RieManN dans toub (¢, d) < (e, b).
11 en est, d’ailleurs, ainsi pour toute fonction & néme d. d. bornée,
comme I'a montré P. MonTrL [39 a]. Dans ce cas les dérivées
dordre entier existent et sont continues dans tout Pintervalle
(a, b) et A. Mancuaup [36] a montré qu’il en est ainst aussl pour
les dérivées d’ordre non entier. '
+ Toute fonetion d’ordre n > 4 a une dérivée & gauche d’ordre n
et une dérivée & droite d’ordre n, conbinuov a gauche resp. a droite
sur toute section By < . ¥. Bien entendu f ”)).n’esl; pas définie
en un point e B qui’ est limite seulement dc droite (de gauche),
mais alors [ = ],((;l) ()= ffg"')). existe en ce point. Pour que ce
que nous dirons ici soit cohérent nous poﬁrrons supposer (que
f(”) (/) soit prolongée par f® sur ces points. Llexistonce des
‘dérivées d’ordre n resulte du fait que la d. d. [@), Zyyeeey Tnsy 5 ] 684
monotone, de mdme sens, par rapport & chacune des variable ;. .
Dailleurs, ff,:"), /fl”) coincident avee la dérivée a gauche et la dérivée
a droite de /@0 en un point ze T, Si en un point re ' on
a ]‘(") ----- f(”’ la dérivée d’ordre n, /@ existe aussi et leur est égale.

La dérivée f® est continue sur tout By B sur lequel elle existe,
comme I'a remarqué L. Ganvani [19] pour n == 1. Si & < o
x, o e« B, on a

fsl")(a:) <= [y, 2g,..., Tnat 5 f] = (") ) Xy Loy oory Tngy & (xkiz’)

et

(@) = 1) =156 = 106,
pourvu que | soit non-concave d’ordre n sur ¥. Pensemble des 2
sur lequel f(”) % /‘(” est d’ailleurs au plus dénombrable, comme
Pont remarqué I, Bernsrein [&] ot L. GALVANT [19] pour n == 4,
Pour n = 1 lexwhen(‘o des dérivées de deux cObés & 616 établie
déja par O. SroLz [al] eb J. L. W. V. Jensen [27]. S S
S1 [ est non-conoave Qordre n, {® est non-convave d'ordre
n-—f. De méme, / , [0 sont non-décroissantes eb fln 1) fnd)

o
&

{1 cont non-négatives partoub ol eles existent.

Ly

Il resbe A oxaminer ce aui s8¢ passe aux exbrémibis ¢o | G
] i
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a e Blad d onl (|, 10 Taox s f] tend vers une limite on vers
400, 0 - oo, sl les ay =2 a tendent vers a. Sia e B sotte li-
mite coincide avee la li-mit»o, au setts propre ou impropre, de fU7
et de f lorsque B’ 2 x == atend vers a. Si, de plus, Ia fonetion
est continue en a et si la limite existe (au sens propre ou impropre),
jfi”) (7), done /" (a) existe (au sens propre ou impropre) et est
égale & cotte limite. [l est clair d’ailleurs que cetteo limite est < -}- oo
si la fonction est non-concave d’ordre n et est - o si la fone-
tion est non-convexe d’ordre 2. Si la fonction est a Kome d. d.
bornée au voisinage de a, toules los dérivées f¥ (a), @ == 1

sl

k existent et ceci pour k& =5 n. Oun peutb faire des remarques ana-

-y .i.l’-¢-,

logues relativement a extrémite b,

D’aprés une remarque (dans le cas n == 1, hypotheése qui
d’ailleurs n'est pas ici essenticlle) de W. Brascrxy ob G. Prox
[9], si f est d’ordre 1 sur Bet sia « E”, on a

(x — alfy(x) - 0, (2 — a)fs'(2) — 0,
si E' » 2% o tend vers a. Compte tenant des résultats du no 7
eb des in¢galités entre les dérivées d’une fonction d’ordre n (voiv
plus loin n® 16), nous pouvons démontrer que dans le cas d’une
fonetion d’ordre n (== 1) nous avons de méne,

(3: B (l)l'f(l')(li?) 2 07 b= 1-1 21 SN lv
(T (I)”fi,”)(a‘) =50k (@ —-~ (Z)ﬂf((i”)(;l?) = (),

lorsque E' = 2 5% 1 tend vors a. Une propriété analogue a lieu a
Pextrémité droite b de T. 11 ne faut pas oublier que nous supposons
Ji fermé, doune borng, done f est bornée sur I,

Dans le cas [0 == intervalle ouvert (a, b), les propriétés sont plus
précises. Pour que f soib non-concave resp. convexe d’ovdre n > 1
i faut et il suffit que [® % = o 1, existe dang (a2, b) et soit
non-concave d'ordre n t~ f. I,)e'mft‘:mé, il faut et il sufiit qua @

isbe of soit non-décroissante resp. croissante, sauf peut-dtre
aur un ensemble au plus dénombrable (pour n == 1 vair INSUIR
St axiste, la condition fo D 2= 0 est nécessaire eb sulficante
pour la non-concavité ey [0 == 0 est sulfisante pour la con-

vexibé de f. Nous avons aussi dans ce cag nd|f; 0] ==
== Qualf' 5 B] et nV.[f; B = V,f ; &), quelles que soient Jes
bornes ab Jes variations totales finies ou infinies.

Toujonres Laprés Lo Ganvanr F19], Pexistence d’un e
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2y < f<< z, pour tout x;, 2, € (a, b) dans la formule des acecroisse-
ments finis [z, z,; f] = [ (E)',; est ‘nécessaire et suffisante pour
la convexité ou la concavité d’ordre 1 de la fonction dérivable f
dans (a, b). A. TERRACINI 58], remarque, d’ailleurs, qu’'on a

; Ty 12 ,
¢ = J—E——? suivant que /- = 0, en su_pposant Pexistence de

ces dérivées.
Si f est d’ordre n > 2 et A, est le maximum de | f| dans linter-
valle fermé (a, b), on a

A . =
1) (1] = 22, IVE— A —7)| = Body, 8 (@16

avec

A =874 4y3)[3<38, B=274 4V3)< 28,

I o _(13 -— a)(l ~— €08 %)/(1 -}— €08 %)

Les inéga’lités (10)’ é’on{;“a?ﬁalogués aux inégalités

=2 | pVa=al—o|<nd, s&@,0

de A. Markorr [37] et S BernstEIN [7 b], lorsque f est un poly-
nome de degle n.

P. MonTEL [39 b] a remarqué, dans le cas n = O, que l'intégrale

]‘(t)dt d’une fonction non-concave resp. convexe d’ordre n, est
o

non-concave resp. convexe d’ordre n -+ 1. On voit, d’ailleurs, que

9 & est un entier positif, el f somnmable et non-concave d’ordre n

dans (a, b) (n = 1), Pintégrale d’ordre %

f (& — (e

est non-concave d’ordre n 4 k dans (a, b).
Si p(2) est une fonction non-décroissante et bornée dans l'inter-
valle (a, b), 'intégrale de Stieltjes

- b
(1) - rm:f&mww,

ol
ot 4 2 ]
2 ; ; ]
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existe' et représente une fonction non-concave. d’'ordre » § péme
4 d. bornée dans (a, b). On voit, d’ailleurs, que si 'n > 1,

b
f(")({b) = f G _k(:B, t)d?(t), k = 1, 2, N

el sl n = 1,

1@ = sw— 0~ gla), @) = o(z -+ 0) + ol
pour tout z & (a, b).

Réeiproquement, toute fonction non-coiicave d’ordre n (==1)
et & "‘1;3!?18 d. d. bornée dans (@, ) peut se mettre, & un polynome
additif de degré n prés, sous la forme (U1). 11 suffit de prendre, par
exemple, o(z) = f((i"’(t,) et d’ajouter le polynome

n
x — a)t
3 £ o),
i=0
W. Brascuxe et G. Pick [9] ont démontré, dans le cas n =1

que la représentation par une intégrale de Stieltjes est toujours
possible. En effet, lintégrale

) ¢
D(t) = f (& =~ a)(b — x)df/ (=),

oll ¢ == gl_%_b’ existe pour @ <t <C b et est une fonction non-dé-
croissante, bornée dans Pintervalle ouvert (@, b). En prenant pour

® (a) une valeur convenable < ® (a + 0) et pour @ (b) une valeur
~convenable == ® (b — 0), nous avons la représentation

b
fo) = et f H(z, )db(),

avec
. (x_ﬁ i
i X
g =X
H(z, 1) =
(2, ) i R
'Z*-——-(-l-’ ig_tb,

valable pour tout point z intérieur a Pintervalle (a, b).

12. — On peut étudier aussi des dérivées définies autrement.
Pour Asimpliﬁe’r ‘supposbns f définie dans Dintervalle borné
(a, b). Supposons qu’a tout z e .(a, ) dorresponde un ensemble ¢
de couples de points (', 2, tels que &' <z <z" et que toui voi-

A/ FLALA CLURNAPOCA

}\.% EBQLL%OTEC.A

W 27 fv'l.‘.
«\f,,} L pe €
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sinage V. contienne au moins un couple («/, z'). Le max. et le:
min. de 2[z', z, ' ; ] tendent, pour % — 0, lorsque les points
o, 2", (¢, ') e e restent dans Pintervalle (x — ), & - A), vers

les 1‘,'unitel (propres ou impropres) Df(x), D?f(x). Nous pouvons

appeler D?f(x) une dérivée seconde supéricure généralisée en x et
D2f(x) une dérivée seconde inférieure généralisée en . Si, en tout
1

nous avons une dérivée seconde supérieure resp. inférieure gené-
ralisée dons (a, b). 51 f est deux fois dérivable on a évidermment
DY) = D?(x) = {"(2).

Nous avons alors la propriéts suivanbe :

Si f est semi-continue supérieurement 6t s'il existo une dérivée

'givoinft z € -(a, b), nous avons dafini les nombres DZf(x), D*f(x),

seconde supérienre D?f(z) telle que

Diz) =0, «&-(a,b)

o effet, soil p == roin D2f(z) dans (@, b). Nous avons p = 0.
8i p > 0, la propriété résulte de la propriété démontrée & la fin
du no 8. Pour p. == 0, la propriété résulbe du fait qu’alors f -t ax?
ot = 0 est dans le cas p > 0. Les fonctions | -4 ex?, o 7> 0 sonb
doue non-goneaves d’ordre 1, il en ost de méme pofur leur limite f

gi o — 0 (voir plus loin n® 17). i
Trang -le cas particulier &' == & —- Bt = b 0 h << g,

(4]

e > 0, D¥(x), D*f(x) sont les dérivees secondes généralistes habi-

tuslles eb la propriste précédente est dne 2 8. Saxs [B1 al.




CHAPITRE II

PROPRIETES DIVERSES DES FONCTIONS D’ORDRE n

i3. Pour une fonction non-concave d’ordre 1 nous avons
I'inégalité classique

(1 2) f< Plxl S PaZy . -+ pnzxm> - plf(arl) '-|— pﬂf($2) e p?l!f(xm)
Pyt pyto b pn BL P+ Pat oot P ’

Cou p; > 0, donnée dans un cas particulier par O. HoLpEer [22],

el dans le cas général par J. L. W. V. JuEnsen [27]. Si f est convexe
I'égalité n’est possible que pour #; = z, = ... = z,.
A. pur Cuiaro [15] a généralisé cetbe inégalité par la suivante

| [ pede 1% J ey

J'pd:c ‘/qum
]eal intégrales étant prises de a 4 b et o0 p(x) est sommable et pres-
que partout > 0, ¢ (z) mesurable et bornée dans (a, b), f(x) non-
concave d’'ordre 1 dans (m, M), m = min o, M = max .. Si f est
convexe et p n’est pas presque partout une constante, nous avons
le signe < dans (13). Dans des cas particuliers, I'inégalité (13)
a deja été signalée par J. L. W. V. Junsen [27] et G. PoLyA [46 a].

Toules ces inégalités résultent du principe suivant : Soit f
non-concave d’ordre 1 sur I et J une famille de fonctions ¢ d’une
ou de plusieurs variables, définies sur un ensemble E* de maniére
que : 1° ¢ est uniforme et toutes ses valeurs appartiennent a E,
2061 gy, ppe Fon a aussi kg, e, 0, 4+ ¢, € F, k 6tant une cons-
tante réelle, 3° si ped, on a aussi f(p)ed, 4° 41 e F. Soit alors
Q)[¢] une opération fonctionnelle lindaire non-négative, définie
pour la famille F, dont les valeurs appartiennent a E et telle que
Q1] = 1. On a done :

(13)

1
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10 Ofke] = & Q[e] si k est une constante,
2° Qe + ‘Pg] = Qfpy] +- Q['\Pﬂ]r
3° Qfy] = 0si g = 0.
L'inégalité
fel]) = f(o)],

résulte alors de (6) comme I’a remarqué B. Jessen [28 a). En
particularisant, la famille et en choisissant convenablement Popé-
ration Q, E. J. McSuane [38] a obtenu diverses inégalités eb a aussi
ébudié les cas ot le signe' = a lieu, En particulier, la famille peut
étre formée par une certaine classe de fonctions d’un nombre
quelconque m de variables et Popération O exprimée par une inté-
grale m-uple. '
H. P. MuLnorrann [40] démontre que, pour que I'on ait
N My ]

f (%‘}) <A :!3{23:{) o b O
A, B étant deux constantes positives données, il faut et il suffit
qu’on puisse trouver une fonction ¢ non-concave d’ordre 1 telle

que

(%) = f(2) = Ag(Ba).

Considérons la moyenne quasi-arithmétique

_ iy 2
M, = 9~1(§P§%§’ﬂ), on 9N, = tp"l(j; cp(g)dm),

g etant une fonction convenable de z eb ¢! la fonction inverse de
¢. B. Jussen [28 a, 28 b] démontre que si ¢, ¢ sont conbinues, ¢
monotone, ¢ croissante, Iinégalité .‘)I'(-,Pg:?llq, pour fous les
iy ps=>0 ou les fonetions g, revient a Pinggalité de Jensen. 11 faut,
eb il suffit en effet, pour qu’il en goit aingi, que Y(p) soit non-
concave d’ordre 1. K. Knopr [32 a] remarque, d’ﬁi]leursi que,
pour qu’il en goit ainsi, il faut et il suffit que

?__,l(cp(-r--) ; ?(.1/)) =g [\ V() 1, '-I{(;UJ),

\pour tous les @, y dang Pintervalle de définition des fonetions,

14, — Des inégalités limitant supérieurement le second nombre
de (12) ou de (13) ont ét3 établies sons certaines hypothéses ros-
brictives failes sur les @; ou sur les fonelions D 9.

Tisenr Porovigivu, ]
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_ ‘50[!. ! contmue eb non-concave d ordre 4 dang Pintervallé formeé
M) (), I-’O‘Sous y

; A iz f’cpd,r, A;::‘f f(fp)d:v,

o, pour snnphﬁer nous pouvons supposer ¢: contmue dang’ (() 1),
telle que 0 < o == So=f=12<<A L 1negallt<‘ ‘de Jenson s "éorit
alors By == Af_« f~f(A_) == 0. Si, de plus, ¢ est non-concave Qordre
0,1,..., n nous avons [47 1], :

(I;E‘fi it 1)[ ( A wljff> I(Q”_ﬂ)ﬁ.};ﬁ - A)rn]ﬂlgdq

J

1)(A - a) B fla)dx
Vs Vo

5i, de plus, la fonclion f est convese, Pégalité dans (14) n’est
possible que si o est égale au polynome qui figure comme argu-
ment de [ dans le second momblo el dans (15) seulemaent si

Ces résultats condmmnt a la limitation | supéricure de Dy,
D’aprés K. Knoep [32 b on a, si ¢ est non-décroissante,

(ECCHTE |

- Py == max
(O') IS)

Le maximum du seccond membre est atteint pour une seule valeur
@y de x, si f est convexe. Le maximum de B; n’est alors alteint que
par des fonctions discontinues, par exemple par

- {1) On peut passer facilerent & un intervalle fermé (2, B} quelconque.
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Lorsque ¢.est continue, non- decrmssante et non- goneave d a’'ordre 1,
on a (47, ﬁ‘}, ‘

B,& max | flo) + ;:a)f [F(2) — fe)lde — - f(z)
A ( a+@> &
2
égalité n’étant possible, si f est convexe, que pour une seule va-
leur z, de z et pour la fonction

|@—A] + 2 —2

@~ 2
p=2a+4 (p—a M—n — = b—"——-_f’fﬂ

B a

Dans la démonstration que nous avons donnée & ces résultats _
[47 1], nous avons supposé, de plus, que f a des dérivées finies en 0
et 1. On peut facilement voir que cette - restnctlon nest pas
essentielle.

J. FavaArDp [16] a démontré, entre autres, que

e )
e A<ff2mA

-8 g, O = m = ¢ = M, est non-convexe d’ordre 1 dans (0, 1) et §
non-concave (intégrable) dans (0, M,), M, = = max (M 2A). Si f est,
de plus, convexe I'égalité n'est posmble que pour les fonctions

P p(t—a), u[(i—,zx)xw—lw-—m, u>0, o<A<1

15, — On a cherché a détermmer les 1neg&htes de la forme
-, I . '
(16). 2 p;f(:cs)EO, LT <%_<"' < T, Pi?i;O_, L= 1,2,..., ",
S |
valables pour toutes les fonctions non-concaves d’ordre n. La
\ condltlon nécessaire et suffisante est que I'on ait [47 1, 47 1],

(17) Z‘, Pt =0, k=01, n
n=zt

S‘ pafﬂs—-iﬂru)(ﬂ?!— ) (@ — grin) =0,
L-—l
r = 4t ym—n-—1,

On suppose, bien entendu, quil s’agit d’une fonctlon définie
sur les points ;. Lorsque la fonction est définie dans un intervalle
contenant les points i, les conditions ,procedenteb ne sont plus
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nocessaires pour n > 1. Dans co cas les conditiong nécessaires et
suffisantes sont (17) et

r m
oY . . ~y . L
o P pj(;lfi- ..... ) — };‘ pi.(il'i — :17)" B33 0, Tre (:l',-, ey l)'
r:.-.! i:—"':-!"‘l’Tl

r=1,2,...,m-—n-—1,
Lorsque la fonction est convexe d’ordre n le signe > a lieu dang
(16),
Considérons r points z, <C 2, << ... < 2, eb r nombres positifs
Ay Ay, A Parmi tous leg polynomes de degré m de la forme
P(r) = 2™ 4 ..., il en existe un et un seul P..(2) rendant minimuin

r
Pexpression 2; 2i[P{x))*. Nous avons ainsi une sutte de poly-

|
nomes

=5 'PO) pl; Lpog p"'lv Pf = .l[ ('E T xi))

. [‘:21
qui sont orthogonaux, en ce sens que

21 Pu@)Pyla) = 0,  az=p.
i=1 _
Les zéros du polynome P, (m < r) sont tous réels, distinets et a
Pintérieur de Pintervalle (v, 2;). De plus, les zéros du polynome
P;, s < m, sont séparés par les zéros N <Y < oo < ynde P,
m = r, ¢’est-a-dire que la suite e '
: Psyy), Pulys), vy oY)
présente s variations [47 U], ce qui précise beaucoup la distribu-
tion des points i, y;. .
Les zéros ¢; de P, sout déterminés par le systeme

m 7
h I £ 0 4o : ‘ )
.?.x:;l Y = .}-J N, $=0,14,...,2m —1,

qui donne aussi les nombres positifs u;, § = 1, 2,..., m, que noug
appelons les poids du polynome P,. Les ), sont les poids de P,.
Toute fonction définie sur les poinbs. x; w,; el non-concave
Lordre impair n = 2m — 1, vérifie Pinégalité
i n A
Eedod = T, (mzt, o),
=] ===y
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Pour r = m + 1, Pinégalité revient a linégalité de définition.
Si, de plus, la fonelion est convexe nous avons lo signe < [47 i].

Soient, maintenant z, < z, << ... << z,, les 2éros, tous réels et
distinets, du polynome P,, + p'P,,.’ v1- Nous avons le systéme

I r

- q x‘ K & e
DivE= A, s=01,0,9m—2,
t==1 =1

qu1 débermine aussi les poids positifs v; du polynome P,, -+ pP1.
Toute fonction non-concave d’ordre pair n = 2m — 2, définie
sur les points a;, z; vérifie Pinégalité

m ¢ r

- ey - nJ2
X = e, (mz1, p b
L x|

pourvu que le nombre p 80ib choisl de waniére que y, = =, qui
pour 7 == m revient & I'inégalité de définition. Lorsque la fonetion
esh convexe le signe << a lieu |47 i].

- Pour m == 1 on peut voir aussi que, si f est continue et croigsante,
ou décroissante, il existe un seul z, tol que

et, st <T &, o0 a x, <<z, <z, [21 B].
Dang le cas n quelconque, on peut faire r — oo et obtenir ainsi
des inégalités analognes & cello de J. L. W. V. Jensex [voir 47 i,

- 16. — L’inégalité (16) peut aussi étre écrite sous la forme
mo. m
: : S €Y,
QD L @)= 2, My,
' t==1 . =1
BT E e Y S = Ym, 81 les rapports mutuels

des coelficients p: sont rationnels,

Pour que cette inégalité soit vérifiée pour toute fonction [ non-
déeroissante, il faut et il sulfit que z;22 y;, i == 1, 2,... m, 165 cas
d’égalites étant immédiats, -

G. H. Haroy, J. L. Lirrizwoon et G. Porya[21 a] et J. Kana-
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maTA [31] ont examiné Pinégalité (18) pour une Tonction non-

concave d’ordre 1. La condition nécessaire eb suffisante cherchée

eut alors

e BRI F ==Y Yo e ey, DR A R 1,
ay oy Ak @ b Yok s Y

Cette condition est équivalente & la suivanbe[21 B]: On peub
trouver m? nombres non-négatifs py tels que

L i pady - pada - b Pin®n, A /R

n M

l:, ] g 1, 2, e 'y m.

I4

Dang cothe cotégorie rentre Pindgalité de K. Tova [59]

-1

vatable pour toute fonction non-concave d’ordre 1, les y; étant, les

’ ni
zovos de la darivée du polynome EE (x — @), Iégalité n’étant pos-
i g
sible pour une fonction convexe, quo Sl @y == Ly == ... == Iy Pour
les fonctions de la forme a7 (p =2 1 ou p < 0), cetle inégalite a
été deja etudise par H. 15 Bray [12] el 5. Kaxrya [30 ¢].
Linggalite de M. Pearoviren [44]

m m
}4 f(ze) == (m— 1)f(0) - / od ¥t ] g Z240);
i._._,‘: ,] I‘, = ]

ou Pinggalité plus géndrale

ot { est non-concave d’ordre 4 dans (0, 4 o0) fermé a gauche, peub
se palbacher aux inégalités (16) et (19).
Pour que I'on ait, ¢, b, étant non-décroissantes,

b b
(19) | tiwan = [ i,

I o
pour toute fonction f continue et non-concave d’ordre 1, il faut
gl 1l guffit que

*h vh
f wdr = / bde, ‘a=E=b (pour £ = a, le signe esh =)
Jt JE _
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ou bien; sous une autre forme, équivalente a celle-ci,

b 1])’ ; 2
l ¢~ \|dx ;\jf | ¥ - \|da, (pour A == 0, le signe est =),
a A i

quelle que soit la constante A {21 b].

Tous ces résultats s’obtiennent facilement, en remarquant que,.
pour ‘qu'une inégalité de la forme indiquée soit vraie pourtoute
fonction non-concave d’ordre n, il faut et il suffit qwelle soit
vraie pour un polynome de degré n et pour les fonctions de la
forme (f & -~ 1| + z — 2)?, X éLant une constante.

Comine une app]ication de (19), on peut considérer Pinégalité

1 /NWI e B A f— )

LU h .':.:'.: 2 1

Zh -} ,L, X .’3 £ . ((l, b)‘

qui est vérifite par toute fonction non-concave d’ordre 1 dans
(a, b). Réciproquement, toute fonctivn sommable et semi-continue
supéricurement, qui vérifie cette inégalité, quels que soient z ot
h possibles, est non-concave d’ordre 1 dans (a, b).

T. Rano [48 b] a généralisé celte inégalilé de la maniére sui-
vante : Pinégalité |

1 1
1 Im+h.,,.“"— t 5 «l ¥ ey
&) i iih]fw, U‘(_t)J”—dtJ 1;[.’7“ o) ;f Ol ]f,
x4 hyx-~he. (a,b),

est vérifiée par toute fonction continue, posilive et non-concave

d’ordre 1 dans (a, b) si, et seulement si « = - 2, 8 == 0, ou
Iy B ' 1 5

e D L 8(5 =« { 2, 0u —5=a=l,fzalog 2/1og (= - 1),

\

A

........ 2 == e

ou, enfin, o == ’I 3P = a 4 A 51 33 ~— a — 2 == 0 et si la fonetion
continue (lt po 1!1VG f sabisfail a Pineégalité (20), elle esb non-
concave d’ordre 1 dans (a, b). Il en résulte que les fonctions

eontinues, positives el non-concaves d’ordre 1 sont carachériséos

par Uinégalité (2), 81 33 = a -+ 28t -~ 3 = o = —

DO =

17. — On peut aussi établir des inégalités entre les valeurs de fa

f. Poiie

fonclion f et de ses dérivées jusqu’d un certain ordre =5
simplifier, supposons f définie dans un intervalle conbenant los

poinks 2y, << @y <7 ... << @,. Pour gue Pinggalité
m fe Sl
(21) }A S Pl P22 220, S | i
R J== 0

=20, e PSP o

e

2
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ot 0 < ki <% n ot f® désigne P'une des dérivées f(") % (non pas

néc@ssmrem@nt la méme pour tous les x;), soibt vérifiée pour touts

fonetion non-concave d’ordre sy il faud et il suffit que '
5 .

E E pgs(:szmi?}fl) (s =+ )] 2] = 0 s=0,1,.., 1,

: i“"’ij-m()

E Emnn i) rnmy D R B0, (w, wna),
g4 e 0 eh )

En partioulier, dans lo cas 3} (ki + 1) = n + 2, Pinégalité (21)
i=1

n'est autre que la limite de I'inégalité de défimtlon (1) lorsque
les points z;tendent 'un vers I'autre par groupes de &; + 4, &y + 4,

-y I -+ 1.points. On peut écrire cette‘ inégalité sous la forme

[-”'1, RN Ty Tgy ’Um- “ 3'27 g °3ma S TR o)
T i TR s

et le premier membre estun quotient de deux déterminants qu’on
obtient facilement de la d. d. d’ordre n - 4 par application répétée
de la régle de L{Hospital. En partwuher pour m = 2, ky =k,
nous ol)tenons

k
(--- 1)“"“1[ E (f) (n Seg e\ s P ajif(i)(a) LI

L 2 (= 1)1(” ] 7"")(-,, S R a)ifob) | =0, a<b

Si la f(mctlon f est convexe d ”Ordre n, dans toutes ces inégalités
le signe >> a lieu.

18. — Une fonetion peut jouir a la fois de plusieurs propriétés
de convexité. In particulier, les fonctions qui sont NON-CONCAVes
d’ordre 0, 4,..., n s’appellent aussi (n - &) — fois monotones et
interviennent dans divers problémes d’Analyse Mathématique.

- Les fonctions non-concaves de tout ordre entier non-négatifs

sont aussi appelées fonctions complélement monstones. Nous dirons
un mot sur ces fonctions au Chap. suivant.
Il existe des fonctions définies sur un ensemb]e fini, jouissant

Q¥ ?‘f

.Jﬁ’?ﬂ;m%w
7 pOE o QM,&\

07 FILIALA CLURNAPOGA 4"

{,, BELIOTECA

Y4
nl UTUL, o CAYgd
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de plusieurs propriétés de convexité données d’avance, pourvu
que, i la propriété d’ordre n est de polynomialité, toute propriété
d’ordre > » soit aussi de polynomialité. D’ailleurs une fonction
polynomiale d’ordre n doit nécessairement étre convexe, polyno-
miale ou concave d’ordre n— 1. On peut aussi trouver des fonetions
(polynomes) jonissant d’un nombre fini de propriétés de convexité
ou concavité choisies arbitrairement dans un intervalle (a, b) [47 d]

La famille des fonctions d’ordre n est invariable par une trans-
formation linéaire. Si f, g sont des fonctions jouissant des mémes
propriétés de convexité, les fonctions cf, f + g Jouissent aussi
des mémes propriétés si ¢ est une constante positive, la convexité
et la polynomialité étant regardées comme des cas particuliers
de la non-concavité. On peut aussi préciser les caractéres de con-
vexité du produit fg et de la fonction de fonction f(g). Par exemple,
8i f est non-concave d’ordre — 1, 0, 1, ..., n et g non-concave
d’ordre — 4, 0, 1,..., » ou non-convexe d’ordre — 1,0,1,..., n, le
produit fg est aussi non-concave ou non-convexe d’ordre — 1, 0,
1,..., n. Si f, g sont n-fois monotones, f(g) est aussi n-fois mono-
tone,... etc. De telles propriétés ont déja été établies par J. L. W.
V. JeEnseN [27). pour les fonctions monotones et les fonctions
d’ordre 1.

La limite d’une suite convergente | j,, | de fonctions jouissant
des mémes propriétés de convexité, jouit encore des mémes pro-
priétés. D’aprés P. MoNTEL [39 b] si les f, sont non-concaves
d’ordre 1 et egalement bornées sur un sous-ensemble complate-

ment intérieur a E, lim fn et max f, sont aussi non-concaves
d’ordre 1 sur ce sous-ensemble. Ces propriétés restent vraies pour
les fonctions d’ordre — 1 ou O et aussi pour les fonctions qui
possédent deux ou trois propriétés d’ordre — 1, 0 et 1, mais ne
sont évidemment pas vraie pour les fonctions d’ordre > 1. Pour
le voir, il suffit de prendre la famille de deux fonections z, — X,
qui sont d’ordre n > 1, mais leur fonction maximum |z| n’est
pas d’ordre n > 1 dans un intervalle contenant Iorigine. G. Va-
LIRON [61 a] a précisé les résultats précédents en remarquant
que si f(x ; ?) est continue en z et ¢ pour a Zx < b, & = t = f3
et convexe d’ordre 1 en x pour tout ¢, la fonction max f(z; ¢) sur
E: c (a, [3) est aussi convexe d’ordre 1 dans (a, b). L’exemple

ST r — )2
R e Uker o e L
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nous .montre que cette propriété ne peut s’étendre au cas n > 1.
Au contraire, comme -G. Vavrmow [61 a] le remarque aussi dans

%

e casn == 1, I'intégrale { f(x ; B)dt est non-concave resp. convexe

LA §
«dlordre n si f(z; 1) est non-concave resp. convexe d’ordre n pour
toub 2. lei il suffit d’ailleurs que 'intégrale existe au sens de Lg-
BESGUE, quel que soit 2 et on peut, évidemment, remplacer (a, b)
par un ensemble I queleconque, et (2, ) par un ensemble mesu-
rable quelconque. :

Toute famille de fouctions non-concaves d’ordre 1 et égalermont,
bornées sur F est aussi également continue done normale sur
toute section c - Fi, M. Nicorrsco [41] a démontré que la famille
esh normale pourvu que. les fonctions soient également bornées
supérieurement et en déduit que toute suite monotone de fone-
tions non-concaves d’ordre 4 qui converge en un point z, e . E
converge uniformément sur toute section « - K.

19. — P. Monren [39b] et G. Vaviron [61 a] ont démontré
que pour que log f soit non-concave resp. convese d'ordre 1 il
faut et il suffit que e*'f soit non:concave resp. convexe d'ordre 1
poﬁr toutes les valeurs de la constante e,

Soit F(t) une fonction eroissante dans (— oo, 4~ o). Si la fone-
tion ¥(f 4 P) est non-concave resp. convexe d’ordre n ( =2 1)
sur B, quel que soit le polynome P de degré - sans terme constant,
la fonction f est non-concave resp. convexe d’ordre n sur K. En
effet, si Fon détermine le polynome P tel que

f(ﬂ)i) =i P('Ti) = P {= 1) 27 vy M- 11
01l &

Uy, @2, cory asg 3 J)
V(ﬂ‘l, T8y aeey .’1,‘,.4.1)

flausa) + Pltara) = o +

et l’inéga-lit‘é :
[x1, 29, ooy @ngn 5 F] 2= 0 vesp. > 0,

nous donne o <
b - F(f(zare) + Planee)) = vesp. > Flp), .
d’ot la propriété. Pour n = 0 la propriété est banale. SilF(j) osb

non-décroissante resp. croissante, f est évidemment non-décrois-
sante resp. croissante sur . '

—
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Mais il y a des résultats beaucoup plus complets. Supposons
K(i)conbinue dans (—— oo, |- - o), et soit fune fonction continue
dans 'intervalle (o, 0). Fn suivant un raisonnement de S. Saxs

’:[Si_' ¢], on peut démontrer que, si ¥ (f -+ o x - ) est non-concave

d'ordre 1, quelles qne soient les constantes o, (3, alors : 10 I est,
non-concave d’ordre 1 ; 22 ou bien F est, constante, ou f est linéaire,
o1 1 est n.011—(1901'0u;sanLu ol  est non-concave d’ordro i, ouen fin
I est non-croissante et f est non-convexe d’ovdre 4. Si n > 1 los
qmmlums so présentent beaucoup plus simplement. Supposons,
pour simplifier encore, que I ot f sont (n - 1) fois dérivables.
Alors, si I'(f - P) est non-concave d’ordre n, quel que soit le
polynome P 410 degré n, la fonction I' est nécessairement linéaire.
Soit, en effet, £ une valeur do t, &y une valeur de z eb « un nombre
qn'io](:(mql_le. Nous pouvous délerminer le polynome P de maniére
que Pon ait

"/(.’UU> l— :P(Q_TO> L3 g, /("’)(:lf \ ]j(l)/ ) == 17 ]f' Pty 1’ ,(:)1, cany B = 1
Jo ) POy = a.

La foemaule de la dérivée (n -] 1)t d’une fonetion de fonetion
nous doune alors, pour & == x,,

il

L U P) = (0 - 1)237(8) - A 220,

A étant un nombre indépendant de = On en doduil BY(E) =0,
dove I est lingaire. On voit d’ailleurs que, de plus, ou hien £ est
constante, ou bien F est non-décroissante el f non-concave d’ordre
#, ou bien F est non-croigsante el, f non-convexe d'ordre n,

P. Montrr [39 b} et G. Vivron [61 2] onl également d6-
montré que, si log [ est non-concave resp. convexe d’ordre 4 en

log @, Ta fonction log / f(x)dz est anssi non-concave vesp. convex

d’ordre 1 eu log a.

20. - D’aprés J. PAL [43], toute fonction eontinue non-concave

A

d’ordre 1 dans un intervalle fermé, peut dtro approchco indéfdui-

ment par des polynomes non-concaves d’ordre 1. Toule fonstion

f, continue dans Pintervalle fermé (4, ) est la Limile d’une snibe

do polynomes, jouissant des mémes propriétés de convexité ous f
) ) ) | . I
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el convergenle uniformément dans tout Pintervalle [47 d]. Ceel
esh réalisé par Jes polynomes de S. BErnstrIN [7 a],

n
| e N 1 S/ n b
o Pl s )= e B (P10 1558 ) o aph — e
| ==

De plug, toute fonction continue et non-concave d’ordre n dang
(o, 0) est la limite d’une suite 1111i.formément convergento de poly-

nomes d’ordre n dans (~- o, -+ oo) [47 0.
L kdme borne de P, est = la ktme horne def pour k=== 04
el esh en péncral <7 la ktme horne de f pour k> 4. De méme

I kdme variation lni,alo de P, est _
peb en gondral < gque celle d(‘ f pour ll = 1 {47 d].
On a, d'ailleurs,

X € (a, b),

w(@) étant Ie module d’oscillation de f [47 d].

Tonle fonction continue et d’ovdre n dans (a, b) est la limite
d’une suite uniformément convergente de fonctions élémentaires
(voir no 6) d’ordre n [47 ¢]. Supposons, d’abord, que f ail une
dérivée continue d’ordre n - 1 dans Uintervalle termé (a, b), ¢’est

alors une fonetion non-concave d’ordre 1. On peul trouver une-

ligne polygonale y == ¢(x) inscrite dans la courhe y == [0 (x),
de maniére que Pon aib

(1) 1c¢
'/(n ) (P| "—-—"W, LA ((17 b)\

|
0 quelconque étant donné d’avance. o est une fonction 8lé-

mentaire d’ordre 1. La fonction élémentaire d’ordre n

Al A ‘)( )8
n Ik : ¥ — a)
o) = [ Coat; ot 4+ 3 B o,
S F g ¢l
vérifie alors Pinégalit .
1(2) (@) | < e, @& (a, ).

Dans le cas général, il suffit dé remarquer qu'on peub trouver

d’abord une fonetion f, ayant une (n — 1)twe dérivée countinue

bello que max | f - f, | soit aussi petit que V'on veut.
Hemarquons, d'ailleurs, comme le fait L.

ana e




cas n o= 1
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, que pour toute fonction non-concave d'ordra n dans

(a, b) nons avons une décomposition de la formu

oD

; e — 2| e e— R
fie) = o) + 3 ] EEEEEEE ce 0,
==l N '

s b — L . 3
ol gy @ «(a, b), ¢ =2 0, 2;,4 ¢; << - o et f est non-concave d’ordre
o p i == 1 :
n ayant une dérivée d’ordre n continue dans Pintervalle ouvert

(¢, b). Les x; sont les points de discontinuité de la nime dérivee do f

el
4o ,
i = =iy (@) — ey

21. — Le polynome de lCIILH YCHEFF, ou le polynomo de meoil-

Clewre approximalion de degré n, T, d’une fonchtion conbinue
. v 1 )

Aéfinie sur un ensemble formé 1, est le polynome rendant mini-
mum Pexpression max | f—P | sur E, ot P parcourt i’ensemble
des polynomnes de degré n. Le polynowme T, est caractérisé comple-

‘tement par le fait que f — T atteint les valeurs =tz max [ ferTy |

en au woins 7 4 2 points congéoulifs avec des signes albernés,
somme 'a démontré B, Bovrawn [11].

i f est, de plus, non-concave d’ordre n, ne se réduisant pas &
un, polynome de degré n, on poub trouver seulement n -}- & pointg
conséculifs m‘]]‘ ------- Pue= Hoanax

f— T, | avec des signes albernés.
Avtrement dit, si f est non-concave Cordre n, sans 8tre polyno-
miale Qlordee n, les polynomes Tu, Thq sonb distinets, done T,

o5l eilpctivement de degré n - 1. Réciproquement, si f est une

fonstion continue dans Pintervalle feriné (a, b) b 8i, guel que suib
Pintervalle fermé (¢, d) < (a, D), le polynome de Tapuay oy e
dogeé n - 1 de [ dans (e, d) est elfectivemend de d(_ss.v-:r(» n 4 14, la

fonction f est.convese ou concave d’ordre n dans (

On poub sussl rearquer que, siof esl d’or(im'ln,
max | [T, | est nécessairemen , atbeinte aux extrémibds ¢
On s, dailloues [fla) - .(u, T I(b) = (0] =10

fue n osh pair ou tnpair Béciproquerient, si f csb sonbi

S

Piniervalte ferme (o, b) et 51, guel gus so0lL Pinberyalic e

(o, i) o la, 03, 1o polyavme L, de ti g (e, d) vérifie e cgali-
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,‘ ;tes | f( c)———-"H,, ()] = | {(d) — T,(d) | = max | f—T,] _dans (c, d),
| - ‘1a fonction f est d’ordre n dans (a, b) [47 }].

22, - Considérons l'intégrale

')
() == j ¢(z)de.

Si f est mesurable et bornée dans Pintervalle fermé (a, b),
Pexpression I{| f—-P]) a un minimum lorsque P parcourt Pen-
semble des polynomes de degré n. Ce minimum est atteiné par au
‘moins un polynome P,, qui est unique si f est continue, comme Pa
démontré D. Jackson [26]. En particulier, pour f == a;"“ A. Kon-
king, G. Zovorarkrr [31 bis] et M. Fusiwara ‘[’ESJ ont montré
que '

; (b —~ a)»*! sin (n - 2)0 2 — a — b
(22) Py = 9212 IS]'Il 5 3 ‘} == arc ¢os '“”'7)*:-;;‘—

done (n - 2) (2"~ P,) est la dérivée du pdl’jmome

= mz
4 a) - ¢08 (n ~ 2)0

2]5'7“ 3

qui s’écarte; parmi tous ceux de la forme %' -~ ..., lo moins
possible de zéro dans Pintervalle (a, b). Les zéros du polynome
(272) sont

(n) a 4 b b—a k

ey =0

k=1,2,...,n+ i.

On peut donc dire que le minimum de I(]amt — P|) est réalisé
P
e 1. : 3 I = n n n
par Je polynome de Lagrange P(t,(1 L tfz ) tfl 31 :
Hoit n == 0 ¢ f une fonction monotone (non constanto) qu’on

pn 1 | ).

peut supposer Ctre non-décroissante. Le probléme revient alors
a déterminer le minimum de I(|f — 2 ]) comme fonction de 2. Le

minimum est encore atteint par P(s)" ; flz) = f<~~—-—>, ¢e qui
résulio de inégalité

L

(% — a — b)f(a) = 2 f f)d,
' O—I'— ])
2

équivalente a Pinégalité [z, z, ; 11 == 0, verifiée par la_ fone-
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-. tion F(z) -f f(t dt, non- concave d ordre 1 H STEINHAUS [55]

4t demontle que, si n = 1 le minimum est fourni par Ie polynome }‘

b Pl 1, s /] ) si f est d’ordre . Enfin, V. HRuskA [24] a montré i

que, pour n quelconque, le minimum est donné par le polynome |

:" P(t] {n), t” s L’ii ; flz) lorsque @D existe ef est = 0. On en |

dedult facllement que le résultat subsiste si f est seulement ﬁ

d’ordre n. : :

|

'%

|

'\

J

il

|

|

|

|

|
]..

l |
';I.

‘ |
5!

] |
5




CHAPITRE II1I

. GENERALISATIONS DES FONCTIONS D'ORDRE n

23. — 11 paratt que O. SroLz [57] a le premier introduit les
: fonctlons convexes, en démontrant que pour l'existence des déri-:
vées & gauche et & drmte, fg et f;', en tout point d’un intervalle -

\ ouvert (a, b). ou la: fon(;‘mon contlnue f est définie, il suffit qu A tout
z correSpond un » > 0 tel que I'on ait '

(23) f(x-l-h ) + f(z — h) — 2f(x) >(0u<)0 | [
pour [ k| < ».Cet auteur démontre que (23) entraine 'l’iné'gali'té
- [, @, 30 f] = (0u ) 0, S m << 23 b,
Mais c’est J. L. W. V. JenseN [27] qui a le premier étudié d’une

fagon systemathue les fonctions vérifiant l’mégahte (23).
Considérons les différences d’ordre n, °

H

o) = X =t e - i

t=10 ;
de la fonctlon f, définie dans lmterva]le (a b). La différence
- 0)f(z) est, & un facteur mdependant de Ia fonction prés, une d. d.
d’ordre ny : '

a;:f('J = n 1 W[, @ - By &+ Wy ey 2 - b /1

DEI‘INITION — Nous dirons que la fonction f, définic’ dans l’ln-
tervalle (a, b) est conveze, non-concave, polynomiale, non-convexe
‘resp. concave d’ordre n (1), ou au sens de Jensen, dans (a, b) 9uwant
que I megalzte

3;f+1f(a:) >, ==, =, << resp. < 0, @ A (n+ Dh&(a, b), k>0,

est satisfaite.
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Toutes ces fonctions sont des fonctions d’ordre n. (J).

On en déduit immédiatement que, pour ces fonctions, l'inéga-
hité (1) est vérifite, pourvu que les points x,, @,,..., Z,,s 58 divisent
' Loy ety

rationnelloment, ¢’est-d-dire que les rapports = =—— soient
A i 4 o

rationnels.
La définition peut s'étendre & tout ensemble B qui est tel

: T, + =,
qu'avec 2, Ty e & on a toujours ng 2

la définition & tout ensemble de points rationnels, mais dans ce
cas, d’aprés la remarque précédente, ces fonctions sont d’ordre r
au seus ordinaire (du chap. I).

Toute fonction convexe, non-concave,... ete. d’ordre n (J) sur

e II. Ainsi on peut étendre

E est convexe, non-concave,... ete. d’ordre n au sens ordinaire sur
tout sous-ensemble de I dout les points se divisent rationnelle-
ment.

24. — Toute fonetion convexe, non-concave, ... etc., d’ordre n
aun sens ordinaire dans (a, b) est évidemment convexe, non-con-’
cave,... ele., d’ordre n (J) dans (a, b). Si n = 0 la réeiproque est
vraie naturetlement puisque les deux définitions coincident, mais
si n > 0 la réciproque n’est vraie que #i Pon fait certaines hypo-
théses restrictives sur la fonction f. 1l en est ainsi si la fonction est
continue dans (a, b) ou plus généralement si la fonction est bornée
dans (e, 6). J. L. W. V. Jrensen [27] a démontré que pour ia fongc-
tion non-concave d’ordre 1 il suffit méme qu’elle soit bornée su-
péricurement. P. Torrorici [60 a] a donné une nouvelle démons-
tration de cette propri¢hé, La propriété réciproque est vraio aussi
lovsque la fonclion est mesurz{ble dang (a, b), comme 'ont dé-
monbré pour no== 1 . Bromsunre [10] et W. Siznrinsgr [54 bl
W, Sipreinskt [54 ¢] a mdine démontré que, pour n == 1 e la
fonction non-concave, il sulfit qu’il existe une fonction mesnrable
wotelle [ 72 o0 AL Osenowsic [42] démontre une propriétd analoguo.

L2¢bude des fonotions lindaires (J) revient en somme & Uélude

co Véquabion de Gavany,

24 ‘ fie 4 y) == fla) o piy),
doni Ja solnbion gonfinue esh’ Az, A élant ung constante. &n ook,

)
PR - Jimn B = m 7 TN fomepn i s i e
¢ oest imdadre (4] I Tonchion './{.!,)

PV O LV EITVE TN s Gl LY By

PG &R ROP oW T,
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solubion est encore Az pourvu que f seit bornée supérieurement o
inférieurement, daus un intervalle fini. DVaprés H. Lesuscus [35],
S. Baxacn [3] et W. Sierrinskt [54 a] il en est encore ainsi «i Yon
Buppose f mesurvable. M. Kac [29] () en a donné récemmeant une
elogante démonstration. M. Kormus [33] a montes qu’il suffit
méme que f soit bornée sur un ensemble mesurable de mesure > 0.
On peut, daillewrs, démontrer, pour toutes les hypothéses signa-
lees, quil saffit qu’elles soient réalisées dans un intervaile si petit
soit-il. De méme Ihypothése de M. Kormus est applicable &
boutes les fonctions d’ordre n quelcongue.
Faisous nne petite disgression sur les éguations de la forme

P. Montir [39 a] a démontré que si f est continue et (25) esh
vérifiée pour tout x et pour deux valeurs fixes w;, w, (< 0) de h,

~dont Je rapport est irrationnel, Ia fonction f est un polynome de

degré n—- 1. 11 en est ainsi méme si f est, continue seulement en 7
oints |47 e]. Nous avons éludié les généralisations de Péquabtion
| 3 e}
(25) dans vn autre travail [47 s].

25, — Disons quelques mots sur les lonctions discontinues

d’ovdre n (J). Des remarques faites plus haut il résulte que si f est

d’ordre n (= 1) (1), elle est uniformément continue sur Pensemble
des pointe qui divisent rationnellement Vintervalle (a, b) et qui

appartiennent & un sous-intervalle < - (e, ). On refrouve ainsi,

pour 7 == 1, une propriété de F. Brrnsruin [5].

Soib f non-concave d’ordre 1 (J) dans (e, b) fermé. F. Bennsrrin
ot G. Dorrscn [6] ont démontré que, si f n’est pas hornée inféricu-
rement dans Pintervalle (a, b), elle n’est bornée inférieureiment en
aucun pomé de (e, b). Ces auteurs ont aussi démontré que, si
m(z) est la fonction borne inférieure de f et si f 7 m en un point
ze - (a, b), la fonction f nest bornée supéricurement en auecun
point, et les points représentatifs (z, f(x)) de la courbe y == f(z)
sont partout denses au-dessus de y = m(z). La fonetion m(x) est
d’ailleurs non-concave d’ordre 1 si f est bornée inféricurement.

(1) Les démonstl.'ations de MM. W. Sierrinskr et M. Kac sont particulidre-
ment importantes puisqu’elles n’emploient pas Paxiome de Zermelo. Au con-
traire, les résultats qui suivent ici sont démontrés a Paide de cet axiome (niuvs
exactement & Paide du fait qu'un ensemble peut étre bien ordonng).
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Dans le cas conbraire, les points représentatifs (z, [ (x)) sont partout

“denses dans la bande comprise entre les ordonnées a et b. G. Hamer

[20] remarque aussi que, si f est lingaire (J) dans (- oo, -}- ),
les pninl 1(‘I)i("&(‘l”ll,al;i['s sont partout, denses d(mh Te-plan.
. H

en l'esoiwml; I’ mlual,lon (24). A une constante additive pres, cette

a (Jnnsl,rmt,la fonoblon linéaire (J) la plus géuérale

fonction est de la forme
frvn ) == maf(e) o ref() e

Ol 7y, Iy,... sonh des nombres rationnels, o, (3,... Jes éléments d’une
base #6 des nombres réels, donc des nombres tels que tout = peul
dtre représenté d’une maniére unique sous la forme

W ,P‘la ’ rzﬁ 7%» e (y_’ |€, el B J»[',"

;
avec un nombre fini de nombre rationnels ry, ry... non nuls et
enfin f(«), [(£),... sonl des nombres donnés quelconques.

M. H. Invcranam [25] a géuéralisé ce résultat donnant la solu-
tion géndrale de Péquation (25). '

26. — Fn ne considérant que des d. d. sur des points équidis-
tants de la fonction f définie dans un intervalle (a, b), que nous
pouvons supposer ouvert, on peut encore définic une nime borne

A% qui est, par définition, le maximum de la valeur absolue de la
15, ), . ’ LR o G !
d. d. =TT 07 f(z) dans Uintervalle (a, b). 5i A} est fini, la fonction

f -4 ,c“fe.’;',j:r:" est non-concave dordre 7 —- 1 (1).
Toule d.-d. Qovdre 1 de f, prise sur des points qui se divisent
abionnellement, est comprise enbre — A% et A%, d’ou Pon déduit
que si [ et conbinue, A% == A, /\,, stant la mime horne définie an

no 4. 11 en résulte auwssi que, sin =2 2 eb si fest bormée owmesurable

et AF est fini, la fonebion est CO]I.[)JZU.UU:.

S, Sakg [51 b] remargue que, si la fongtion f est dérivable, el

lim A Pel e 30220, we-(a,b),

elle est non-concave d’ordre 2 dans («, b). b, Verprunsiy [$3 a

démontre, dailleurs, que, si f est dérivable dang Uintervalle for

(0, b), eb sila dérivée troisieme généralisce

lim 4"'1.",};‘"4”5?,,[\ — 3h) = o(x), B & {a, b
>0
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existey on a, pom‘ a<<c¢<<d<b 3h =d-—c¢

(e, d) (e, d)
el trouve une propriété analogue pour la différence du quabridme

ordre 8} f(x - 2h) [63 b,
Remarquons aussi que, d’aprés A. Mancuaup [36], si f est

min () = ((28,)7 "85 f(& — BRy)), o, 5 mAX (a),

bornce dans Vintervalle ferms (@, b) eb 3}/(x) — 0, uniformément,
parrapport & 2, la fonction est continue. De méme si 2707 f(2) > g(x),
uniformément, f a une nitme dérivée continue ¢gale & g(x). Ces vésul-
tats subsisbent si on suppose la founckion f mesurable [47 ¢,

comme I'a démontré, pour la deukiéme propriété, aussi . Wirr-
NEY [64],

27, — 5. Brungrrig {7 b] considére les fonctions f qui vérifient
lea inégalibés 0, f(x) <= 0, b > 0, n == 1,2,... dans un intervalle
(a, b). Ce bouh les fonctions mmplebcm nt monotones an sens du
no 17 (). Ces fonctions sont done eont aues et indéfiniment déri-
vables. De plus, S. Bernstein démontre qulelles sont analytiques
al développables snivant les puissances de » ~— @ dang un inter-
valle (@~ ¢, @ -- p), p == b - a. Pour qu’une fonction soit la diffé-
rence de deux fonctions complétoment monotones dans (a, b),
il faut et 1l suffit qu’elle 501k analytigque et développable suivant
les puissances de z — a dans (o — p, a -+ ), avec p =2 b — a. Les
fonetions qui sont telles que 0)f(x) est de signe invariable pour
chaque enbier positil n, sont encove analybiques eb développables
suivant les puissances do 2 — a dans (¢ — p, a +- 2), avec p == -lfr——_};:»f-

. Binmsroin [7 ¢] a fait une étude systématique des fonlions
m_r,u_p].ol;amnn b monotones dans (— o, 0) et a déterminé celles qui
prennaent, avee leurs n premicres ou avec toubes leurs dérivées, des
valours données pour & == 0. Ce probléme est étroibement 1i¢ au
probléme des moments puisqu’une fonetion complébenient mosno-
tone dang (-—- o, 0) est représentable par une intégrale de Ja

.-|— ™
J(@) = f etdy(t),
. 0 .-

ot g esb non-décroissante.

forme

YoM, 5, Beansrrin les appelle absolument monotones.
g
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28. — On_peut aussi généraliser les fonctions d’ordre » d’une

autre maniére. Consldemns un intervalle ﬁm.et fermé (ar, A) con-

tenant I’ enaemble borna E. Soib

(2(‘) | fe: fiv- s Ty oo

une suite finie ou infinie de: fohc“bmns définies dans (@, ). On dit
que ces fonctions forment une base lorsqu'une combinaison liné-
aire ¢,fy -+ ¢ fy 4 oo + € o, avee des coelficients constants ¢;, est
complétement déterminée par ses valeurs en n -+ 1 points dig-

tinets et ceci quels que soient n ot les n -- 1 points considérés.
Désignons par D(ay, ..., 414) le déterminant

i | Fols) fales) » f‘n'f'i )hi=42..,n+41

ot par D(xy, a5,.. y Zaaa 3 f) le déterminant,

| ol fula) -+« fulawd) )|, € = 1, 2,00y m - 2,
[ étant une fonetion quelecongue. Pour que les fonctions (26)
forment une base, il faut et i1 suffit quo I'on ait D(%y, @ayeesy Zass) = 0
POUr 2y, Tyyeoy Tuyy € (2, f3) el distinots et pour 7 = 0,1,... Nous
dirons encore que leg fonctions (26) forment un systéme (T) si

D(21, g, vy Tns1) >0, ;< ag << Tpay,

D1y Xy 0oy Tnat € (o,f) 0 = 0, 1, 2,...
Si k\s fonvhona (26) sont continues et forment une base, ces

fonctions forment un systéme (T), & condition de changer éven-
tuellement le signe de certaines de ces fonctions,

Dans la suite nous considérons umquement de suites (26) for-
mant un systeme (T).

Divinerion. — Nous dirons que la fonction [ est convexe, non-
concave, polynomiale, non-conveze, concave (T), ou bicn par
-rapport auw fonctions fy, fyyey fuy sur B, si Pinégalité:

D (s eve, ks ) Sy 2, ey = 2 )
est vérifice, quels que sotent &, << my << . < Byyq, Lgy Lgy oy Tuig € K
[47 ). | '
. Pour simplifier le langage nous dirons que toutes ces fonotions
sont des fonetions (1). :
La convexité (ou la eoncavité) (1) exprime en somme la pro-
Pricte que f, fiy wey fis 7 (0022 ) forment un systéme (T). Réci-

proquement dans un systeme (T) Goute fonclion esh convexe (1.

par rapport aux fonclions qui la précdédent dang la suite (26).

/ v
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Une fonction polynomiale (1) se véduit aux valeurs sur 13 d’une
cormbinaison lindaire oy Joo = @ufy s b =k eofn des fonetions (20).
D ailleurs on peulb caractériser geomélriquement wne fonetion
(1) & Paide de ves combinaisons linéaires, tout conune dans le cas
patbiculier f, =1, f; = a,.., [, = e qUO NOUS avons jusquici
dludie,

Pour que toute fonetion (1) soit bornde sur tont | DR e
faut et il suffit que les fonotions for firerey [ soiont borngéos sup
ot by < -1 Siq, b, e B In propricté ’dtend & fout, Pensemble
. Ba particulier, pour gue les fonctions d’un’ systome (1) sotont
borndes, il fant et il suffit que Ia premiére fonetion fy s0it bornée
[47 £]. On a une propricts analogue en co (qui conecerne ln conti.
nuité dune fonetion (1) sur un By - B osin 1, 1y particulier,
les fonclions d'un systeme (1) sont continues dans Uintervalle
cuvert (=, £)si, eb senlemeoent 81, les deux premicres fonshions Fobeh)
sont conbinues dans cel intervalle. On a la mdme propricte, en
prenant, au liew de la propriots de sonbinuibeé, la propricts o étee
& premiore d. d. hornée of mame, sous corvtaines condilions vestrin-
tives, d'ébre & fime (k> 1) d. d, bornée [47 1),

Les résultats précédents peuvent dtre éhendus, sous eorbaines
conditions, au eas un peu plus général ot f, 'annule un nombre
fini de fois dans (=, ). Si, par exemple, n == 1 et f,, /, sont con-
tinues, on peut d’abord considérer les intervalles oi {, ne s’annule
pas et ensuile les intervalles (qui contiennent un zéro de fo, €L o
fines ‘annule pas, inbervallos qui existent, puisque fos 1 e penvent
pas Sannuler en meme temps. Dans ees intervalles il sulfil d’in-
vertir le rale des fonetions fo, M4 : .

Les fonetions (1), dens le cas n == 1, ont &6 infroduites par
B Puracurw et 1, Linoeror [45] qui ont considérs le ens

f(l == 08 il-" /L =] Si[]_ 4

qui a son importance dans la théorie des fonctions d’une variable
complexe. Les fonctions (T) dans Uintervalle (¢, m—¢), e 2> 0 sont,
alors, celles pour Jesquelles le déterminant

Cosmy  ginay  f(ay)

™
4

GOS 3 sinay  f(xy)

CO8 2, sinwy  fla,) |, x < Py T By, &y, By By & (2, 70— ¢)

ne change pas de signe. De ce que nous avons dit, il résulte que
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f est continue et méme vérifie une conditjon de Lirsceuirz ordi-
naire dans tout intervalle complétement intérieur.

A Winrernirz [455'] a g:ém,rllm, ces résultats, en considérant,
e cag ou f,, f, sont a premlm’o variation bornée dans un inter-
valle (x, f) el a démontré qu’alors toube fonction (l) dans (o, )

86 & premiére variation bornée dans tout intervalle ¢ (e f8) et
m]nw(, done une dérivée & ganche et une dérivée a drmto en un
point @ e - (z, #) qui sont a variations bornées (d’ordre :O) dans
tout intervalle o 2, ).

Le cas des fonctions d’ordre 1 dans (0, 1) vevient au cas f, = {-—z
Pl (1) ]u\DON [49] a de]a démontré ces résultats dans le cas
fo = (1 — 2P, f; = a’, p == 1 dans (0,1). Les résultats ont aussi
éle 1'(*[1'()uves par G. Pouya Mﬁ b] dans le cas (27) et par G. Vant-
roN [61 b] dans le cas go.n.oml sous une forme qui revient i celle
de A, Winrenrnirz [65], J. Ranox [4¢
et A, Winterxitz [65) dans lo cas gendral, onl dtondu los résul-
tabs de W. Buascnse el G, ex 4] (voir Ne 1) sup g FEDTisen -
bation de ces lonclions paros imbcorale de Stiefhjes.

» dans fe cas qulil a etudig,

i)

On peul remayquaer que tes foncbions dn 4. Ranox (459 joutssant
encore de Ia propriche qo'on peud diviser Vintoren o {H, u_) en doux
inbervalles particls  duns lesquels la fonciion esh monotone.
Drailleurs la peme puisannes (7 1) Lune fonction non-convere
dordre 1 el non-negative dans (0,1) est non-convexe au sens de
J. Ravon. Il en est de méme de Ja pime puissance d'une fonetion
non-concave d’oedre 1 el non-positive dans (0,1) si p est an entier
positif impair.

Supposons, plus genéralement, que f,, fiseees fa s00L des solutions
lingairement ou'\pmu!.mlns d'une équation différentiolle lingaire

d’ordre n - 1,
i:(?j’l - ’N””I) i~ (Ul’[j('?) 2 [IO‘JZII(M’ 1 «,- . l— (f)u,,“/ — (3

0l jes coelBeients n(,.w does F()mztiom conbinnes

toute Tonction (T') est & pime (, d bornee sur tond §i, « . F.

Le cas du Chap. T correspond L Péguation ) = 0. Le cas
(27) & Péqualion gy - y == 0. .1 © cas de J. Rapon & P'équation
a{d — 2y - (p 1) (2% — L)y’ — p(p — Dy = 0 dans un intors
valls  (0,1). '

4o s . r' SR b ot
Sila fongtion (1) a dans ce eas une (rn = 4)boedap; ta me
cavilé (‘_if‘) s'exprume par Uindgalibd L0 22 0. Lay condition i

asb suliimante pour fa convesild (19,
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Disons encore que S. Baxuya [30 a] a déterminé les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu'il exisie une fonction f
(n - 1) fois dérivable, telle que L(f) = 0 et prenant, avec ses w
premnidres dérivées, les valeurs donnéey

/(5)(00 == (g, ]'(")(F"A) = by ) e 0, .1., veny Ny

ce qui généralise un probléine de prolongement examiné au no &.

29, - Pour terminer avec les fonctions d’une variable disons
que . V. Brckunpacu [4] a donné une généralisation encore plus
étendue. Cette généralisation est la suivante :

Considérons, dans un intervalle ouvert (a, b), une famille de
fonctions K = I(x; 7, p) dépendant de deux paramédtres 2, p
et satisfaisant aux conditions suivantes : 1° chaque fonction de
Ia famille est continue dans (e, b) ; 2°il existe une et une seule fonc-
tion de la famille satisfaisant au systéme
(28) Flagsh v =y,  Flz;h p) =1y,
pour tout couple de points distinets z,, x,, de (a, ) et pour tout
Yus Yoo

E. F. Brexennacu dit alors que la fonetion f, définie dans
Pintervalle cuvert (a,bd), est une fonction sous-F si, quels que
soient les points a << @ <C @y < b, on a f(x) == ¥Fy,(z), le second
membre désignant la fonetion F(z ; ), 1) qui vérifie les égalités
(28) pour y, = f(x), ¥» == f(2;). Le prinecipal résultat obtenu est
que toute fonction sous-F est continue dans (e, b).

On peut généraliser encore, en considérant des convexités par
rapport & une famille I'(z ; 24, Ayeeey Aesq) dépendant de n - 4

parametres A, Ay,..., 2041, tels que le systéme

Flae; A, Ay ooy Mavt) = 4 P==1,2,---,n+1
ait toujours une seule fonction F comme solution. On pent aussi

considérer des fonctions définies seulemeont sur wn ensemble B
quelconque appartenant a («, b).




CHAPITRE 1V

LES FONCTIONS CONVEXES
DE DEUX 0U PLUSIEURS VARIABILES

340. — Un pseudo-polynome d’ordre (m, n) wWest pas nécessaire-

ment borné el encore moing continu dans R. Mais, 8’il est borné.

yesp. continu sur un réseau, d’ordre (m - 4, n -} 1), il esh une
fonction bornée resp. continue dans R, De méme si un tel pseudo-

polynome admet des dérivées particlles }’_S;’;), ]’E/‘f‘,) resp. des dérivées

partielles continues fﬁ,’;’, fL‘”},) gur un résean d’ovdre (m -4, n - 1)

. ; L i 4 o 3lr e, .
il a dans R des dérivées partielles f( ;v;”-iy.BH resp. des dérivées par-

. 5 o flerd E = "
tielles continues | ( ”_‘Juﬁ‘ ), aveo o ==r, 3 1= .
Dang I'étude des fonctions f dans R il est commode d’introduire

le nombre

Am,n = ANRAX Hadnigima ? ./”
(R) | Yo Yoy eees Ynrr
que nous appelons la borne d’ordre (m, n) de la fonction f dans R.
Si A, est fini Ia fonction est & d. d. d’ordre (m; n) bornée.

En particulier, une fonction a d. d. d’ordre (m, n) bornée est a
me d. d. bornée par rapport & x pour toutes les valeurs de yp,
‘maig la véciproque n’est évidemment pas wvraie. Une fonclion
bormée est une fonction a d. d. d’ordre (0,0) bornée.

Un pseudo-polynome d’orvdre (2 —— 4, n — 1) est videmment a
d. d. d’ordre (m, n) bornée, mais ses d. d. d’ovdre (my, 1) <2 (m, n)
peuvent ne pas étre bornées dans K. Pour qu’il en soil ainsi pour
Loutb ordre == (m, n), il faut et 1l snf_ﬁ!; que ses d. d. d'ordre (ar, 0)
et d’ordre (0, n) soient bornées sur un rvésesu d’ordre (in, n). De
plus, si le pseudo-polynome est a d. d. d'ovdre (i, n,) el d’ordre

(my, 1) bornées, avec my == Py, Ny == Ny, 1l esb & 4. d. d'ordre

(m', n') bornée, avec my == m’ = iy, vy == ' 257
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Toute fonction a d. d. dordre (m, n) bornée est la somme d’une
fonction ayant toubes ses d. d. d’ordre =% (m, n) bornées el . d'un
pscudo-polynome d’ordre (m — i, n - 1). Done, pour que toutes
les d. d. dordre = (m, n) d’une fonetion soient bornées, il faut et
v d. d. d’ordre (m, n) soit hornée el que ses d. d.

il sulfit que &
d'ordre (mn, 0) ot d’ordre (0, n) soient bornées suran vésean dovdre

{m, n).

Une fonction continue pae rapport & Pune des vaviables et

4

ggalement continue par rapport & Paulre, est continue dans R.
fin particulier done, une fonclion a d. d. dordre (1,0) bornds el
coatinue par rapport 4 y est continue dans R. Il en résulte que
toute fonction - d. d. d’ordre (m, n) bornée, avec m == 1, n 2=
continue sur un réseaw d’ordre (m, n), est continue dans 1.

i une fouction [ a d. d. d’ovdre (m, n) bornée a une dérivée par-
Lielle [/, cebbe dérivée est une fonelion a d. d. d’ordre (m — 1, n)

bornée, On en déduit que, si de plus les dérivées [0 R /f/',’;,"ff") sont

confinues sur un res

(7=t o)

partielles f ,} ’ 1, s==n—1,ad.d. d’ordre (m -—r, = s)

)P
hornées dang B,

P, Monrus [39 a2 ot A Marcravn [35] ont aussi démontré que,
pour une fonction & d. d. d’ordre (m, 0) et d’ordre (0, n) bornées,

el

tonbes les darivées partielles 1) axistent et sont conbinues dans
1 .1,7'!/5‘ ;

R, pourvu gue - 4 %< 40 Ml en résulte gue, siune fonelion est a
A m :

n
d. d. dordre (m <= m’', n) et d’ovdre (m, n — n’) bornges, elle est
aussi & d, d. dlordre (m ~— r, n -~ s) bornée, pourvu gue
r S Geey | o s () Cply ' T |
;n, “}- Tb’ Syl mm U oY /[ § =

24 ... Pagsons mainbenant & la définition de la convexibé,

a8 Ea

Tout d’aberd la définition sulvante s’impose.

DErINTIoN. — La fonction | est dile convere, not-concave, poly-
namiale, non-convexe, concave ¢'ordre (m, n) dans le rectangle R
st Uinégalité

Wi Topnaiody 40 i 1
180 A 3y Ay S i

3 f 8 >
Yy Yoy ooy Ynia Lk

(29)

=

est satisfeite, quels que soient les points (23, yp), b= 4, 2y, o 2

sseau ovdre (m, 1), la fonction a des dérivées,
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= 2.y n 2, appartenant a R et formant les novuds d'un ré-
sean d’ordre (m, n).

Toutes ces fonctions sont des fonctions d’ordre (m, n).

Les valeurs —1 de m et » ne sont pas exclues. Une fonetion
convese, non-concave,... ebe. d’ordre (m, 1) est une fongtion
qut esb convexe, non-concave,... ete., d’ordre m par rapport a z
pour boutes les valeurs de y.

Une fonction polynomiale d’ordre (m, n) est un Ig)seudmpoly‘-
newe d’ovdre (m, r). Si f est d’ordre (m, n) el si

2 iﬁmu Lay eny Trisg s

Yis Yfy oo mas |
clle se réduit a un psendo-polynome d’ordre (m, n) dans le rec-

fangle

)

%

= v 5 1 S5 Y 5E Ynasn).

Une définilion géométrique, analogue a celle donnée dang le
cas d’une seule variable, peut étre obtenue a Paide des pseudo-
polynomes. Considérons le pSeudoq)olynmne

l)c '/Ul'! x27 ceny Lipaa !

Y Yoy ooey Ynir ?/>
La non-concavité resp. la convexité d’ordre (m, n)s’exprime parle
fait que la fonetion doif, étre, en tout point du rectangle

(i <To << @ny, Y <y < Yir1)
non-au-dessous resp. au-dessus ou von-au-dessus resp. au-dessous
du pseudo-polynome suivant que in -+ p o i — j est pair on
impair. Ceci est valable aussi pour i = 0, m 4 1, j = 0, n |- 1,
dans les rectangles ;
Wiz <<a, ¢Zy<y), (Tinr1 <0 =2

_ b ety <y
(¢ = @ < Loy Yovr <y =2 d), (T L

1_ b, Yuia <y = d).

On en déduit immédiatement que si une fonction d’ordre (m, 7)
esb bornée sur un réseau ‘ |

AR CO TR A T A B R T o B ) 7 By eeny B D)

dordre (m ++ 2, n + 2, elle est bornée dans les rectangles

A Yniz), (%) 25 & 55 D, i ==

On peutb encore voir facilement que, lorsque les d. d. Qordre
(m A1, n) et (m, n 4 1), d’une fonction d’ordrs (my n), sont bop-
Nées sur un réseau

=

Tesidhy Sy s U = D e 0 D= D o) = 2,
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42, 30 - 2), ces dod. sont bornées dans le ree-

dlordree (D

tangle

(::;O.\' (51')rx) L

Tty Yty i 'J)‘

Pour que, de plus, les d. d. de tout ovdve < (m 4 4, n -+ 1)
aotent borndes dang le vectangle (30,31 faut ef il sufft que lesd, d.
dordre (m -} i,i)) et dlordre (0, # - 1) soient bornées suy un 1é-
sonut diordee (m - 1, n+-1) dont: las neends appartiennent 4
{5 o

]
3
L "

Les propridhés de davivabilité des fonctions d’ordre (i, n)

régplbent de cellon des fonctions & d. & bernées. 51 Ia dérivee

ro- s <l om - oo 2 exisbe, o'est

—'5), ;m.,unlfm! le méme caractore

La

de oonvex cité. Lorsque ‘( Ty * ) gxiste, ellg est non-négatiy

rl’.‘nil'lmu':é;, nécessaire ef suffigantbe

|u 71 ode

3= g {0,
dition {17

pour la non-concavité, et f nebnck ) () aat gulfisante ponr la

PR TR

gonvesiteé dordee (m, 1) dans R,

Lo fongtions dlovdre (m, n) peuvent ftre dafinies aussi dang

in dormaine gueleongue 1, :

On peut augst definie des foretions d’ordie (m, n) en imposs

soulemend la sondition que, pour toub groupe de n 4 2 valeu
so1i d’ordre

taseeny Warp A0 3, 10 fonetion de @, [17g Yareos Unen

i sh, pour toud groupe de m - 2 valeurs &, Xy, T o de zy la
fonction de ¥, (2, @y Ty 5 1 s0it Pordrve m. Nous ninsistons

Jes sur eelie gensry gt YO, DOTS considérerong senlemaont los gog

Ligaligrs m == 0, » = 0 aux numaros suivante,

32, — Iaigong le changament de variahlan

(31) & o= ool -l Byl Y =t - By wh e foy

Mous dirons que ceble transformation définit wne dircction i
Coct glgnifie quon 2 pris un nouvean systéme daxes Oa'y'. Bn
particulier, le systdme initial Ozy définit la direction f,. MNons

bl

ong supposer, gons resbreindre la généralibé, que o - % ==

Le changement de variables (31) transforme la fonetion [ en
ues fonckion fi(=, ¥) de #" eb /. Les d. d. de f dang la direction
$gond a‘ahwz-;; fos d. d. de f; comime fonction de 25 y'. On peub aloes

&/ FILIALA CLULNAPOCA 4-’

4, BELIOTECA

s/ G
w2 Ury1, pe O
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définir des fonctions qui présentent une propriété de convexité
dans une direction queleconque, mais ces fonctions reviennent, par
un changement de variables-simple, gm,xi&mc_tvim}vs précédemment
définies. el '

On peut aussi considérer des fonetions qui présentent une pro-

priété de convexité dans deux ou plusicurs directions disbinctes
ou non. Par exemple, une fonction gni est polynomiale (non pas

nécessnirement de méme ordre) dans deux directions, se réduil en
général & un polynome en z et y. Il en’est stirement ainsi st les
directions sont f, et ¢ avec «fyd 7= 0, & un nouveau changement de
varviables pros. 5i, de plus, Ia fonction est polynomiale d’ovdre
(m, ny dans la divection ¢, et polynomiale d’ordre (m/, n') dans la

direction 1, elle se réduib & un polynome de degré == m -+ n -} m’ -

41 - 2. Les seules fonctions polynomiales d’ordre (m, n) ding
toutes les directions sont les polynomes de degré << m |- n - g%
mais on pent trouver des polynomes de degré m -+ n - 1 poly-
nomiales d’ordre (m, n) dans une infinité de directions [47 s}.

Laissons de c0L6 cps généralités et revenons aux cag les plus
aimples, qui sont, d’aillears, les plus importants.

f!’.ll\?lf(m'i‘ich [39 ¢] a studié les fongtions f, non-coneaves d'ordre
1 parrapport d @ pour toute valeur de i et non-concave d’ordre 1
par rapport & y pour toube valeur de z, en les appelant donble-
ment converes, fonchions qui ont été également considérées par
N. Kwitrgos [34]. :

Plug généralement, nous divons qu'une fonction [ est d'ordre
noen @ resp. dordre noen y s elle est d’ovdve n par rapport &
@ pour toute valeur de y resp. d’ordve n par vapporh & y poear
toubo valour de @ Mous dirons aussi quane fonction est dou-

blement dordre [, n] st elle est d’dedre m en x eb d’ordre ran y.

‘Remarquons que dans ces définitions on nexige pas que la fone-

tion présente le méne caracbére de convesité d’orere m par yap-
porb & @ pour toutes les valeurs de y ou gu’elle ﬂn Gaente 1o maome
caractéve de couvexité d’ordre n par rapport & y powr tontes Jes
valeurs de a. Tin particulier si f est non-coneave d’ordre s par
rappert &z (nar vapport & ) pour foube valeur do y [de @] noas
retronvons une fonction d’ordre (n, 0) [d’ordre (0, n)]. 11 eat alair

o
¢

ce quiil faut entendre par une fonction donbdlenient noa-concae

Cordre [in, n]. Yes fonctions de P. Moxrer sonb doublement non. .
concaves d’ovdre [1, 11
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On démontre que toute fonction d’erdre m en x eb conlinue

pac vapporh & g est & d. d. dordre (m, 0) bornée dans tout rec-

bangle ¢ - I Tlsuffit méme, pour qu il en soit ainsi, que f soit boy-

noeen g dans tout intervalle < (¢, d) ; pour imm‘ valeur @ e . (a, b).
Une !mn tion doublement dordre [m, n], »

v, n a2 est done
adod. dordre (m, 0) et d?ordpe (0, n) bornées, done esboontinne at,
.{']":'i\it!‘(‘,‘.‘fi P, Mowvsn (88 al, a une dérivée partielle j.(,:.;‘i_;I'*) econtinue,
ponrvie que e =0 dang toub vectangle compldtement jnté-

- - 3 i n s :

vigr,

10,01 onl éta
. o1 (), 7)) esh
un point de R, ces fanchions jouissent do I propratd que, 51 une
suibe de i’”'”'“ (s )y == 4, 2,00 de Wotend vers (a,, ”y) do ma-
niore -1_[514.3 Pon ail constammoent Ty 3 Byy Y 5 ¥y ou Ry =S
Sty [y o) lend wers une limile == f(g, ) 00 Z5 f(y, ¥o)
Ces anteurs ont dgalement dtudis Te eag o1, de plug, la fonetion est
non-concave d’ordre (0,0),

Leg fonstions doubloment non-coneaves d’ordre
examinées par W. L Youwe et G. C. Youna [$8]

On peut avssi considérer des fonetions donblement palyno-
minles d'ordre [m, u] qui sont polynomiales dordre m on v ot
pelynomiales d’ordre #oen y. Ces sont ¢videmment des polynomes
de depré m en 2 et de degré 0 on », done ce qu’on peul appeler un
polynome de degré (m, a).

93, — O peut enfin définiv des fonetions dans un domaine D,
qui prégentent certaines propeiétes de convexibe dans toule diree-
fion.

oo particulier, nous divons que [ est complétement d’ordre n
dans D gi elle est d’ordre 2 sur Loute deoite cotpant ie domaine D,
auntrement dit elle est d’oedre (n; 0) dans toute divection, Lorasque
noeab pair it v’y a pﬂ:gx liew de faire des distinstions entee Ia con-

vexite eb la concavité. Au contraire, si n ost impair, on peut

détiniv des fonctiom, completement convexes, non-coneaves,...

eie., d'ovdre 2.

Une fonction compldtement d’ovdre 7 est en particalier, dou-
pisbel , ) | 1

bleraent d’ordve [n, 1), done elle esb continue en Lout point in-
térieur de D sin > 0. Une fonétion completement d’ordre 0 est
bornés dans tout D, < D. Une fonetion compléterent d’ordre s
a dos dérivées partielles d’ordre < n continues en tout poink
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intérvieur. Si, en particulier, les dérivées partielles d’ordre n + 4
existent, la fonction

e (| ama

95 SR i =641 Lo Ll

(32) :);4 ( b ) cos" 9y ginfa v ‘”m;
=0

doit éhre do signe invariable sur toute droite faisant Pangle’s avec

Paxe Ox. 51, de plus, la fonetion est complétement non-concave

d’ordre n impair, pour toute x, y, lo polynome (32) doit étre non-
négatif. En particulier, les conditions

‘l.lg = (), fi’? Vg e ( /,I )2 =0

= y vy =

sont nécessaires eb suffisantes pour la compléte non-concavité, et

IIE,u > O, /” z S ( 7[/) = 0]

sont suffisantes pour la compléte convexité d’ordre 1 de f, en
supposant, bien entendu, que les dérivées secondes exisbent.

Leinégalité de J. L.'W. V. Junsen [27] peut &tre étendue aux
fonctions completement nov-concaves d’ovdre 1. Nous avons
Pivnégalité, établie par ¥, Steirant [53],

By Lpive  Epiye\ Pf/’:w)

E. J. McSuang [38
plusicurs variables, comme dans le cas d’une seule variable,
Une fonction complélement polynomiale d’ordre n se réduit &

a généralisé celbe inégalité ponr deux ou

un polynome de degré n dans D.

34.. ~= 51 f, g sont denx fonetions non-concaves d’ordre (m, n),
cf et f - g, ol ¢ est une constante positive, sont encore des fonc-
tions non-concaves d’ordree (m, 7). La limite d’une suite conver-
gente de fonctions non-concaves d’ordre (m, n) est encove non-
concave d’ordre (m, n). D’ailleurs, toute fonetion sontinue deng R
présentant une on plusieurs propriétés de convexité bien détermi-
nées est la limite d'une snite uniformément convergente dans R
de polynomes présentant les meémes propriébés de convexibs,
comme nous le monbre les polynomes de S, Bunnsrrin de deux

variables - !
rooq
1 T R (PN, b NUEN
(0 — ayr(d - ()v od b ( i > <J) Higt Lp- Rals ]' }
e () ] = U

(@ —— @)(b —— x)o- ¥y — Y(d e )it
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M. Nicoresco [41] a démontré, comme dans le cas d'une va-
riehle, gu'une famille de fonctions doublement non-concaves
d'ordre 1 et également hornée supéricurement dans D, est nor-
male & Pintérievr de D), et en déduit que toube suite non-décroig-

sante de fonetions doublement non-coneaves d’ordre 1 qui converge

en un point e . D, converge uniformément i Vintérieur de D,

J. L. WOV, Junsewn [271 a déja remarqué qu'une fonetion dou-
blement non-concave d’ordre 4 n’est pas nécesgairement complé-
Lement d’ordre 1. ,

I Bresz (50 b] géndrvalise les fonetions non-concaves d’ovdre 4
dune variable par les fonetions sous-harmoniques de deux ou
plusieurs varviables. Une fonction f est sous-harmonigque dans D
si, Dy élant un gous-dormaine quelconque de D, elle est, en tout
point deo Dy, non an-dessus de toute fonction harmonigque gn'elle
ne dépasie pas en aucun point de la frontiore de D,. Sila fonetion
sous-harmonique est continue, ou plis généralement si Pintegrale
suivante existo, elle est caraclérizée par le {ail qu’elle roste en

1

-1, non-an-dessus de sa valenr moyenne prise sur
une cireonférence ayant ce point pour centre ot appal'l,enant a .
I,A,a‘fmmh(m soug-harmonique [ est done caractérisée pﬁr Piné-
galit.é
1- i e :
fla, 4) = i}- k flw + 1 cos 0, y 4 rsin 0)d",

quels que soient (x, y)e -D et r < (51 D est fermé =Z) que la dis-
tance du point (z, y) a la frontiére de D.

létude des fonctions sous-harmoniques sort du cadre de ce
tivre. Nous nous contenterons de rappeler quelgues résultais on

apport avee les fonctions convexes.

£, Monten [39 b] a démontré que toute fonetion (1011])[(,1(1911‘0
non-concave d’ordre 4 est sous-haggmonique, Celte properL n’osh

pas vraie peur Jes fonetions doublement d’ordre 1.

P. Momnrer [39 b] et T. Rapo [48 a] ont démontré que 1o, condi-
tion nécessaire et suffisante pour que f soib sous-harmonique est
qus e/ e B e soit, pour toubes les valeurs des constantes e, B.
£, MontiL [39 ¢] a montré que la propriété subsisie auvssi pour ley
founetions doublement non-concaves d’ovdre 4 et Jes fonctions
gomplétement non-concaves d'ordre 4.

501L 17(g) une fonebion (‘(mhnnc dans (-~ oo, - @) eb [ continua
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dans D. S. Saks [51 a] démontre que si F(f 4+ ax + Yy 4 v) est

sous-harmonique-pour toutes les valeurs des constantes a, f3, 7, la’

fouction I est non-concave d’ordro 1 6t : 1° ou bien ¥ est une
constante ; 2° ou bien f est llhr'l.no.rliql'.ie ; 39 ou bien I est non-
décroissante et f est sous-harmonique ; 49 ou hien enfin F st non-
eroissante et — f est sous-harmonique. Ces propriétés subsistent

pour les fonclions doublement non-concaves d’ordre 1 et los fonc-
Lions complétement non-concaves d’ordre 1. Dans le ecas 29 la._

fongtion harmonigque doit alors étre un polynome de. la forme
Ay + Bz 4 Cy 4 D, resp. un polynome do la forme Az - By - C,

35. — Comme dans le cas d’une variable, on peut définir aussi
des fouctions plus générales en ne considérant que des d. d. sur des
régseaux formés par des droites équidistantes. Considérons la
dilférence d’ordre (m, n)

el n

6';:"’ ;:f(:t?, y) = 2: }; (- 1)""”'*’1'“7'(’?'1) (Z;’)[(z + i,y - k),

E=0j=10

qui est, & un facteur indépendant, de 1a fonetion pres, une d d.
d’ordre (m, n),

S pfle, y) = mlal hf"-l;:"l‘-m’ Rl m.’a; f !
’ /e A S AR RS 1 ]

A Taide do ces différences, on peut définir des fonctions con-
Vexes, non-soncaves,... ebe., d’ordre (m, n) (J) dans R, qui coin-
cident, d’ailleurs, avec des fonctions CONvexes, no:1~(:0i10:;3,ves,...
ote. dordrs (m, n) au sens ordinaire, si la fonction est contipue
dans R. On peut voir facilement qu’il en est encore ainsi si la forne-
tlon est bornée ou linéairernent mesurable dans K. Fn elfet, dang
Gos cas, pour chaque valeur de y el &, v, y - (- ee (e, d), In

w0, N1
Q Jo
o, k

fonetion f(x, y) de 2, est hornée, ou mesurable, et d’ordre m,

done dordre m au sens ordinaive. Nous avons done 'inéralité
; ]

-:'}JJ 'T“j, ey Xy . /

MY Ry (e R
en supposwit la fonction non-concave dordee (in, n) (4). Lingga-
lité générale (29) résulte alors du fait guwen fixant x, x,..., ©,.,
la fonction de y, [x, 2y,... 2.0 i /1 est bornée, ou mesurable non-
concave d'ordre r (I). 11 importe de remarquer que la lindaire
mesurabilité ne peul 8tre remplacée par Ia mesurabiiito superii-

Tmewr Porovicru, 5

il
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oclle J47 s dimit, on effel, y{z) une solation disconlinie, done non
mecirahle, de i’ﬁqllai;irna (A4 dang Uitepvalls (e, £), b choizie
do maniereque y(a) = v(5) = 0, On a alors z(e) == 0 a0 toub point

el divise 1':1l,1r;mm!§=ﬁ:nmn,1. Pintervalic (a, £). La fonetion

[l ERTA :

i 4] g he Bl = a)
o)== : T X ) i (¢, d),
. @b ¢-1=d

l,('~ ,’/} ST 09 Lolpe «[:,' ' I =R 3

w5t bien polynoiiale Qovdrve (m, »2) (1), m 0

o ;m;\_ésx n’ sk
(w-tgiml)ungni, pas un prgc‘,u«'?.()—«p!)Qyi!mine, '
On pent ausei definie des fonetions comptotement & ordre » ( 1).

Congidérons, on particulier, o eas 7 == 1 of envitageons lo cag de

i variables. Congidérons done nue :!.'mmt,im.l. HB I F b ) ie o)

définie, complétement non-goncave d'ordre 1 (1) dans o domaine

yiel

eanvexe eb borng . Ces fonetions sont eavacléristes par UVinégalite

(=50 ) = S0y + 0)

S g B P 4 P )
on Py Ple D, ab —L — est le nuh('ﬂ du segment PP, Cos fone-

2
Liona constibuent Ja gend ratisation donnee par b Lo W, V. Teusen
[27] des fonctions d'nne vaiable quil a étudides. Ces fonetinm:
soitk non-poncaves d’ordre 1 .(J) sur Loute droife coupant lo do-
maine D. On en déduil, avee P. Torvonicr [60 a, qu'une fone-
Lion compléterment non-concave dordre 1 (1), et hornde supérien-
rement dang D, est completernent nonsgoncave 'l’mdro 1 aw cens
wdm bire, 51 csb fermd on peut remarquer, avee . Buumning

18], qu i sulfit mome que Ja fonetion soib bornée « u[n,rlr uremoent
sur I fronkiore 10 de D, Bn eflet, soit P an point intérievr de D,
Une droibe passont par £ goupe Ia frontiore I en Py, 17, Le vapport
des sepments PP PP, varie d'une !’won ontinue lorsque la droitbe

bourne autour de I' et n’est pas en n*nm,ml ronstant, done pw-uri'

.n;f"xcesss\n.it‘é\m(mb une valeur rationnelle. Il en résnlle qu’on peut

== max [f(P), /(]

(_m, vaisounement nlest en défaul gre si 1 est un hyper-sphere

Aaisir les points Py, Py de maniére gue f()

do centre P, done au plus pour an peint, d'ou la propricté.
A Gorucer [13] o Tait 1a remarque gue, 1 f(P) est bornée superie-
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rement sur un segment A B3, ellé est bornée sur tout segment
paralléle & A B, d’extrémités e -D. On peut en conclure que, si
f est mesurable, elle est complctement non-concave d’ordre 1 an
sens ordinaire.

P. Towroricr [60 b] remarque aussi que, xi Drest fermé, le.

wmaximum de f(P), supposée continue, n'est atleint que sur fa.

frontiere, & moins que la fonction ne soit pas une constante. St
f(P) attieint son minimum. sur la.frontiere It il en est ainsi dang tout
Dy = D, propriété qui est analogue & celle qui précise Ualfure de
monotonie dans le cas d’une seule variable. Cel aubeur précise
aussi ensemble des points P ow min f(P) esl alleint. '

La surface représentative de la fonction f(P) jouit de la pro-
priebé qu’en Loul ’\[()_oin b ()0I'I().“\p()l.l_dmll, a P e-Dilexisbe un hyper-
plan d’appui, “elest-d-dive que, par un tel point, on peul faire
passer un ]13@.;6['})ﬁl:jnl ldigsant la surface non-aw dessus. L. Gar-
vant [19] démonbre, dans le cas de deux variables, que, pour gu'un
plan tangent exisle en un poink veprésentabil corvespondant a P,
il Taut eb U suffib que la fonestion soit dérivable sur dens drm;ea
distincles passant par P, done, en particulier, que les dérivées
I)ili"l;i(%:lll‘,ﬂ g e

" existent en ce point. Dailleurs, Penseroble des

points P pour lesquels le plan tangent n’existe pas, est de premiere
saatégorie, done est formé par la réunion d’un nombre fini on d’une
nfinite dénombrable d’engembles nonsdenges dans .
Remarguons encore que, si Pensemble ot la fonetion continue
f -+ ax 4 oy - oo @y &y ableind son minimum est convexe,
gquels que soient les constantes oy, gy, o, la fonction f est corm-
pletement non-concave d’ordre 4. Pour Ie maximum, le théoereme
de S, Saus [51 a] ne s'dlend pas, puisqgue lo faib que [ - oy -

A gy e voe g i, ableint son maximue sur la fronticie de Uy,

p

gquels que soient o, ag.., @, eb le domaine Do i3, carachérise

U . . s A%
tes fonelions song-harmoeniques, qul ne soub pas, o géndral,

complébement non-coneaves d'ovdre 1 [ &,

o

6. -— L. Gavvanr [1%] o également défini une conve

(Povdre 1) sur un ensemble plan i guelecongne.

fa fonebion f est non-concave sur B s, quels que soient les

points Aley, 1), Bl v.), Clu,, o) de 8, non colindaives, la valeur
de f en tout point (x, y) appartenant au triangie fermé AL

non au-dessus du plen délerming par les trois pointd represc
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£ TS (e e O (m ety B e W 3 Ow definit de la ménme maniere
' : la eonvesité, jioh‘nomialilo .. ebe., sup I, '

SI f est non-concave avee cette défitition elle est hon. Cones e

dlordre 1 sur tout sous- onaemble de 15 appartenant & vne droits,

Lo G ALVANT [19] a démontré un certain nombre de propridtés de

cos fonetions, i (x, i), G o) st ond deu’ potuts de 15, app,utu,lm_n.i.

i

au triangle ABC, le point (e, », ]‘( 7, ¥)) est & Pextériour de Fangle

tricdre formé par le point (2, ( ¥) el es poinks A B, O,
La fonetion est’ hornée''dans toul triangle ABC pourvie que les |
points on sont prises les valsurs de fappdvtiohnent a5, y
M K ose l’e"m’f & un domaineg D, ces fonetions gont idont; HITes atrs
fenetions complotement nob-coneaves d'ordee 1,
137, — Poir iemunm,amnalr)‘ns engire qlwlqm-‘* geeralisations
des [’maohow convexes de plusienrs vnrmbk“.
Gro AUMANN [2-a] definil, Ia fonelion non-concave fiw,, 8. . 10 Bl
dians To rectangle a - == 0,200 md Paide des maoyeines
quil a introduites [ b] Une moyenne M( Xayeony 23} €5l définie
par les propriétés ‘:un‘aule o
10 M est Lonimue et, symétrique en x;, appartenant a Pinter. o
valle (a, D) ;
20 1l existe un o >0 tel que si 08 v 5 2, 01 il
| n M = ot — ay), pln = ), \

8¢ M=y, b= 1,2, n,ona
My, 2, @) 25 M, e’ e, i),
De cetfe moyenne de n mm)]n(,., 2 on déduit wne :mlw dv n --l i
nom]no

5 par le procédé suivant, Soient T = 0
! ‘

poinls’de (a, b) et posons
Ly A = ‘NI(-'I'U Ty coey Bindy Linty eony Tpy l)? T e i’ Do, A 1.
Alors . £ i
oLy == it == 0.

' De ces nombres, wous déduigons par ko iméme procéde,

i __ij__ -?5,If; "_':_: .'.1‘3” e L .'l-'“'m'] ::__:: b

et ainst de suite.

(On a alory
/.

lim le =z i ;r&m s e ]1m .1”) 1= M(a 1..112. 1y Tnat) POUT P> o0
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qui est encore une moyenne, mais de n 4+ {1 nombres. L’auteur
Pappelie 1a moyenne supérieure (Obermittel) de M(a,, Tgyerey Tp)e
Soient maintenant Mi(zy, ..., x,), v=1,2,...,m m moyennes
dans (a, b) et N(y1,9,,..., y,) une moyenne dans («, 8) ot » = min f,
B = max /. La non-concavité de la fonetion f est alors définie par
Pinggalité | .
M (41, @55, xl?,,), My (@, gy oery Tan), o, Mon(@nty Tingy ene, Bom)) =

)

;E N(f(-xl‘l, Loy, eeny xml), ceey f(ﬂ.?m, X2y ean, xnm)),

quels que soient x;; « (a, bhi=1,2,..,m,j= 1,2,..., n.

G. AumANN [2 a] dit alors que f est convexe par rapport &
(M, M,,..., M,, ; N] et démontre que la fonction est alors aussi
convexe par rapport a [M'y, My, ..., M, ; N'], oui M’;, N’ sont les
moyenres supérieures de M;, N, et que, si la fonction est bornée,
elle est continue. Bin particularisant les moyennes qui entrent dans
cette définition et la fonction f, on obtient diverses mnégalités inté-
ressantes.

1. Scrnur [52] considére les fonctions symétriques f(z,, Dgyerey L)
qui vérifient Pinégalité

(34) f(xy, @, ey 2m) % f(X1y Xay ey Xin)
ou ‘
e n e
N ) L Y X '
_ X}; = 2'4 s, k == J,, 2, ey N, ari =— 0, };si Apy === ZJ Apy = 1.
VE=) 2= i k=1 E

Si une telle fonetion esh dérivable, on a (T — ) (f;_/c o f»;a) = 0.

k s ] - " P A rr cy 7 il r 17
En sapposant que fo, = s entraine j-l‘k —- )Jimm = fx;is < 0, Péga

lité dans (34), n’est possible que si les X, sont une permutation
des z,.
Cetle propriété de convexité est vérifise par les fonctions sy-

’ 5 O . . C'~i-1
metriques fondamentales ¢; = Y, - - - Z;, par les fonctions i;,
. Hy ;
par les fonctions ' ¢(x), ot ¢ est une fonction non-couvexs
: =1

¢’ordre 1 et méme par les fonctions

%!
3 ow)o(mg) - oz

81 @ est, de plus, non-négative.
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