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' il Il me seìnbh, qne lü n,ltíon, fortcbion corlvexe est ù peu, ptes

r¡¿rssi londununta.lc ryt.e r:ell,es-cí: f onctiolt ¡rositiv+1, fonct,ion crois-
sanl,e. ,Si ie ne næ trornpe pils eîL cttci,, la notion deura trouçtcr sa

, rl,oce. rlans le,s eøposi,tion.s é.\é.m,er¿ta,ires tl,e ls, théorie des lan'ctíort's
¡'riclles. u

l)eprris que Jnns,ili¡r ilcrivait oes ligne$ dans solr nulmoiro, atlr-

jorrrrl'lrui classit¡ttc [2?l (t), I'inrporbanctl tle la not,ion rïe cortvenit.é

rl'esl, çollsidór'¿rJllement a0ct'tlC d¡rn.s bear.reoutrl rJ.e I¡ranches des

rual,ìrótnirbiques n¡odornos, cl,, ctt prrrticulier, dan$ la gdlornétrio

et la !,lr(rorie tles fono"l;ions.

Ða¡rs oe perl,it livrtt, j'r::rpose les'plincipftles pro¡rliél;íls et, qurll-

qr.rus grinéralisal,ions tles foncl,iOns cottvexe.q rl'une orì do ¡ilut;ieurs
r,¿r'riablcs. J'ai. di.visé ce l,ravail ert quai,t'c Cìhapil,rcs. .I'étt.¡.tl,ic clano

lo prcrriit:r la l;hóorie clcn lonct,iolts c['orçLre rt, r]ont, lcs fonoliorls

colrvoxor't Ìrl,bituellt)s sonl, un cas pall,iculior (it, -- 1). Les fonctiorls

rJ,'ortJ,re ¿ sr¡rrI rtí:{inies par cerl,aincs inégalil;és et, on vér'ifient

cl'arrt,r'ell qui ort[, tiltt'r,oÌr{, pottr r¿ : t, de nornL¡l'tlttl¡tl's äpplica-l,ions.

D¿nli lo scoll¡rrl cha¡ril;rr:, jo posrie ro.piderncttt otì rovtìtj corr,inó¡.1rl-

lil,tis rJiin b 10s applitlationli soIì[ exrposées danr.i tl'exootr1ll.rtÍr otl-
'vr illr.sfi, c0nìrlt0 f)af oxem.¡-rJt' d.arrs l rterlu.ul,itíe,ç tlo .tl4iü. Ïi ,ltttt l ,

f ¡I'1,'r't,!t\4't)()D al, l.Ìót,y¡t lâå íll. Je si¡;nalr: a"ussi qtrclt'¡trr+n i,r.ltl,rur.i

¡rro¡rriiti;év r),es.foncl,ions tJ.'ord,rtl ¡2. l)i¡.ns ie lrclisiiltne oltq¡;itr,rtl,

j'c,.ianrinc rluclqririt,í génórnliilations rlcs fonotjonä d'orrtrt'c tt'. Ï,0

r¡uir[;r,iòrne clrapihrc çEit 0on$¿r.cr'é aux foiLcl,ions oortvov;tts tLc t'lrntx

0u ph$ieuHi v.ariaitlcs, Jc me borire pl'csqìr{} cxclusivolrteîl iltt
cas clcs rLoux. r'trialilcs píu'co t¡rrc, rl''ttne lirtr[,, lct lti'ogti:ió1;írsi l(]s

plr.rs simplcs s'ébcntl.cnh irnnrrirJ.iat,onoiìL au üiÀs dt ¡rlrrs dc tÏ'tlt.l;t

(r) Lcs ìtos 01 cå(ít0tirl.0$i gras entle r.:rochol;s rctiEoieilt ¿ì la irìJ.¡lioiçrilllhic

¡tlitc(:e ù la fìlr,
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varialiles of que, d'autre part, les propriétós plus compliquées
n'oirú pas cucore été étudiées'suf.fisammont.

I¡a'"bibliographie n'a pa,s la prétenbion d'êtro complèto. Je nc
signale t¡ue les travaux offectivement utilisés pour la rédaot,io*
¿lo ce livre.

. comlrre d'habitude, je ne 'donno pas lcs dónronstraüions ; Ie
leoteur les trouvora, daus les nrémoires origirraux auxquels jo
renvoie. J'indiqrre briòvement les dérnonsl;rations cle quelq¡es
propriébés qui ne se trouvent, pas dans ces mómoires. pour toutes
les au{,res délìnitiorts el; propliéhés sang indica[ions sur la riémons-
tration ni références à la bibliographie, je prie lo leoteur d.e ss ro-
por[er à rna T'hèso [a7 a].

J'es¡ròr'e que la lec[ure de ce petit ouvrage se'a ubilo à cerrx r¡'i
oherclreraie¡lb à cornlller los lacuñes, encoro tròn nontbreuses, ¿e
cette thóorio.

Qutil rne soit perrnis d'ex¡rrirner mes plus vifs rernerciernents
¿ì &f. J,raul MonT rl pour I'honneur qu'il m'a fait en me denlandant
el'écrire ce livre sur un suje[ qu'il a, d,ailleurs, lui-mêlne erlrichi
d'irnp or[4ntçs coutri]¡u lions.

¡Jcr
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I{or¡s consirlérons dos fonct,ions t : Í@), réelles, do la variable
r'éello ø, fìrties et uniforrrÌe,q slrl un onsornble linéaire quelconqno Ð.

I{ous cl,ésigneron,s pa,r¿: inin .flra,S å == ûliìx E les exbrémités
(gn"ucho el; rl.r'oite) de lll. l,orii!{ur} r}ous tlirons qu'un onsembie est
fetlné norlii supposorons qu'il ooDbis¡rt, ses exbrérnil,és, rlono qu'il
ost .borné. Pour siln.plifìer nous ócrivons fr, !/r.,,re fll a,u liou tìs
re:. ltl, yell,... et, u.ous écrivons $æ.8 si lo point, ç ds E osü à
I'ini;óricur rle I'inlerva,lle (ø, ö). tJn sous-en"qonrble Er de hl ost conl,-

¡tlt)f.em,ant inté¡'íeur à Itr si sçls erxbrórnil;ri:s ,¡onb à I'i.ntérierrr de I'irr-
'tervrrlle (ø, ¿,). [Jn tel sou$^cnrìernble e¡tt dorrc toujours borné.
ï{orrs ócrivonl¡ d"ans co ca,o IÌ, c '.F.1. Un sous-ensemhlo ltr, do E
est, tuto section rLc þj rii, otr hion il rlsl, forrné par un scul poirt.t, ou

bion, avco rl; $¡ e g)r, tous lcs lroints cle Lll apparl,cna,rrt, ¡I I'inl;er-
valle (ør, ø*).apparl.ierrnont à 11,. fii une secl,ion, conLiont se$ ox-
tlrinril,és c 

= 
d nous l*r" rìósi¡¡uerorrs aussi prrr (cÏìd). L'intcrsr:c-

bion rfe deux sections osb or¡ birlu vide ou. biou r.ìrlçorro uno seclion
d,o I-1. (1). Lrl réuniort tlo rJ.orrx scol,ions aynnü au moirts rrn point
coüln.run esb encor€ unc sccl,it¡n-. IleLrx ssctions rT.cxrû la róunion
n'est pas un.o scction so,n.t, <Til,es së,¡ta.rë,es par trì, alols il exisl,o au
rnoins uu poirrt d.e ltl qr.ri osl à gauoho do l,ous les ¡roints d,e I'une
des sccbions of à droilo de bous les poinbs cl.e I'a.ul,ro seoti.on,

Plusieurs sec[ions d.e ]Lsont d.os seations sépurées d,e ]l si clles

sont, sópar'ées r:l.eux à d"eux pal iI. Nor.rs r.lósigneroD.$ conlrlo d'ha-
bitrrde par Il', 8,",.". les dór'ivós sucoessifs do 11. La presqne-fer-

nætut'e Il ,le Tl est I'cnsenrblc de tous les poinl;s ds E et ltr/, oauf

les cxtrirtnif,és d.e Il qrri n'erJrparl,ionncÌrh pas à Il. Si II := trl, nous

dircrns qrte I'ensornblc þl o¡lt prcsqu,ç fermë,.
Nous dilons qu'une foncl;ion f csl, continuc sur un ensornblo E

si elle est continue en tout poirrt rl,e E'. Nous dirons quo I a une

(1) Une section de L{ est un sous"ensemble convoxe par nappont à H.

i
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tlÉ¡:ivtitl (tX'un cert¿tilt ordre et avec rrne cerbnine clólìnit,ion) si trot,t,e
tftirivec existe en tout ¡roint ø oir il +¡st ¡rossilrle de la tléfi¡tir ot,
norib clirons qtre f a rirrc tlérivóe cont,inue .srrr E si oett,e d(lrivée est,
continue sur scln enscrnble tte defìnition"

Nqus rlésignerons par [rr;1,, r{s,,.., rrn+r ; l] la tlí.fltirtrnce diçi.sée
tl.''rtlrc n tlo I sur lcs points Írì, íxÈ,..., rnnr. ces cliflóronces tliviséus
sont, rléfìnics pirl la rel¿rtion tìe récnr'¡,enoe

[:r¡,, rrJ2,,.., lj,¡+r ; l ] :Br:l:,:¡ul.h-tg.t -{tr:::rjl..ll.
iÇ¡+t -- ;t:l

[r; l] - l(r),
et, on voit, qrr'elles sont svnrtitriqucs par rapport aux points rr,
frû,.,.,, ø,,nr. I)ésignotìs par V(r¡, f,,,..., rü,,*r) Is clóte'urinant do Van_
clernronr:le cles nornbres t!, r2,...Ø¡¡1 et par ll(ø1, í1.r,",,r lr¡ i l)
co qlte clcvient ce cl.óterrninanb si o¡r renrplace losr élérncnüs øl,tto
la dernièro colonne par l(;u¡) respcctivcurent. Norrs avon$

[ør, :rn,...i,?:nnr ; l'.1 --=
u(tt, X:z , .", ønnr i l)

\frt.t 3iL,,,,, ï,t,
Nous désigncrons pÍ1r p(:r:r, ør,...r ff,,,r ; Íl4le polv.nomo do La_

granse, rlonc lir pol;rn'ornrl rle de¡;r,ó effcct,if nrinirnrrrrr, prena¡t les
valcurs l(,u,) artx point,s øi, c'esh r:rn polynrrrne rle rrogré r¿,.on con-
venanb rl'a¡rpoler' ¿linsi un ¡roly'.ornc dr: dc¡¡r:ó elïcclif I n.

si nou¡ posons rp(r:) -,'= (ø'- r:r) (¿ ---;¡rc),,. (ø -- cr+r)r noì-ls Âr¡orìs

lrr, *rr.,,¡ tn l ; lJ == H Fî,ï'
Í(nù

n-t-1

í== I

j-:- I
n'l- 7

è

P(*y æy,...r ã,r,r ; I lro) : .H (ø ---:r;¡)ç
v(s\Í(:ti)

(r;)

et

l@) ^- P(Í1, 1,s, ...t nntr; Íl:v) -=. 9(ø)[ør, rr,...,;¡;,+r, r i lJ,
sauf avis contraire, ou sauf si l'étiriture n,indiqìle p¿rs expressé-

men.t le contraire, nous suppose.on,s clans oes nr.ri,¿ttions que
&t { fi¡ ( ... {frn+t et on a alors V(ør, uzr..,r tu,.r) -) 0, donc :

ß{ì[ør, rz, ...¡ tn+r i lJ .: sgtJ(ø tt rùt ,..¡ rurt | Í),
(sg a : 1, 0, - i srrivant quc ø .:, )'=^, .í 0).

Renarquons ûnssi I'import,ante propriêl;ó

[fr\ 12,.,,, în1t i nnl : 7¡¿ == ()r1 ,;,., il. --,- 7,

lfl.: fL, I

0,

t,
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identiqrre¡ne¿¡l, darrs les ff6 €ö qui canactérise'les diffórence$ di-
visóes.

Ðgns lo chapi{,re IV, nous considérons des fonctions f(ø, A\
réoì'les, des varialiles réelles n, yt fìnies eb uniforrnes dans un
cer[ain rlornaine Jrlan D. Nous supposerons t,oujours'que Ð'est un
clonraine convexe borné feimé ou non. {Jn sous-dornaine de Ð e,st

conìpl,òtentent itttérí,enr à. D si sa fi;onl;iòre n'a aucurr poinb commun
avoc la front,iòr'e d.e D. Nous supposerons, d'ailleurs, t,oujours que
le sous-domaine consirléré esl; lui aussi convexo. Flus parbiculiò-
rerrrerlfir nouß sup])o$erolì.s que D esb un reclanglo ferrnó ll,

(ø f r -,;,-- b, c :_í, ll :> d).

D'a¡rròo "¿L. M¡ncrratrÐ [3S] un róseau d'clrtlrc (nt, n] ost, un
sysbèmr: rlc ¡¿ para.llèlr:s ir I'axo Og ol de n paralk)les à,l'axo Oø"

Iros poinbs tl'inl,ersecl,ion d-es tlroil,cs d'rtn rdtseAu sotrt los ¡t,tBuds

clc ce réscil u.

Srrilarrt u:ne dónonination do .4.. 1\.{¡nclrnul [3S'1, un pseutdo-

¡tolynonte d'u¡'drc (rn, n) osl; r.rne foncl,ion de la fol'rne

}j "'u'trH X ,"',n*,,
'f."==0 7--:.0

oir.A¿(y) sont des fonctions d'une r¡.o.riable y rlar"rs (c, rJ) r:1, B¡("r:)

des foncl,ions d.'une variablo ø di¡.ris (a, h). [-ln pserrdo-polynome
ost donc drlfìui tla'ns lo reol,nnglo R. t,ln pseuclo-polynr-rme d'ol'rlro
(nt,, n) est com¡rlòLcrnent cl.ót,ornlinó lliìr sos vi\lcurs "qur urt róseau

d'orcJlc (rn -l^ 1, n -l- I).
(lonr¡irlérotrs (nz -l- 1) (r¿ -j- I ) points (n¿, !Jù, i - L,2,..., nr, j- L,

i: Í, 2,..., n. -l- I d"e Ìì" Co sonl; Ics næurls du rescil.u c: : ft¡,'i - 1,

l)',.,., tt,- -l'- l, U .-;= ll¡1 j -'=' 1r2,,..., tt, -l- 1., tl.'Oldre (nt,-l- I, n '1 11.

I-ìrr prenn.nl; 1a rliflór'orrce clivisrir: rì'oldl'o t¡t rle t@, a) snr les poinl,m

frt, fr2r..,r ii,,,r1, y óf;ilnf, r'ogilrd.ó oolltnlc fìxe, norrs a,von$ la fo.nction
de l/,

I,'(3/) == fnt, nr,...t frt,n; Í(r, !ìf.,
cL on ¡rrenqnt l¿r cliflércnoo rlivis(lo d'ordle n ¿le 'Í(n, y't u.¡1 lr:rl
points !lt, ?J2,,..., !/n*1t ø ó[¿i:nt¡ qogaldé oornme fixc, nous avorístIa
fo¡rcbion cle :r,

G(ø) : lyt, !r,...¡ lln+t; f þ:, y)1.

On vórifie im¡nédiaf,eurent qrro

l?/t, !/nr.-"t !ln+t.; lì'] ='= \frt, ut,,.., tcu¿a1i {ì1.
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.La vri{orrr cornrrnlne rlc ocs . nornbres pout êfrr,e rlósignéo par

âi:"i::, 

"i;'::,,1
ot, s'ayrpeilo Iq díllérence dipísé,e d'ordre (m, n) de l(ø, gr) sur les

¡roinL.s (n¡, lj¡Iort Bur lo réeeau * - fiit U : ?l¡, i : L, 2r..,, ffi * l,
i : f, 2,..., fl f f. On peut aussi écrire la di{Iérence divisée d'ordre
(m, nl sgus la forme d'un c¡uotient, de dcux déteuninants d'ordre
(¡n -l-,i) (n .l- t), comme dans le cas d'une seule variable"

Nous désignerons aussi par

-(i: 
i::, ',i:::,,I

le pseudo'polynome d'ordre (nt,, n\ prenanl, sur re réseau * : ûtt
U : '!lt les mônles valeurs que la fonction Í(ø, yl défìnie dans [t,

Si noue posons 
:

f(ø) : (s - nt)(ø __ n,À). . . (ø _ nm+t),

+(y) : Qt'* t/r)(a -- ur) . . . (y - un+t)t

üous pouvons écrire

n$ I n$1
\t1 vktu
i* | i:1

v@'11@¿, y¡

ø\
s/

ldL, &Åt,,,t &¡¡t+\ 
.

U\ V¿,.,,, lln+t '
t 5rH (ø * r¡)7'@¡)

*@)f(r, yì
ø=vñm-

{i',iT:,:::: il:l'rl
mll

Í(r¡, u ¡)

l@ñ6'
n*1
\l.ä

0\

v): +
i:tr i:7
nr-f-ln{1
\lSTA¿ Ád
i:l i:7

- :'@t(Ðil"!-s¿__--
(n * rù (y - U ì,p' (nt)*i (yt)

Í(s, y) - - (i:: ii:,.,:,i":: , ,li) : ç@)*(y,Li:,,i,:',' 
,,1::i,,

Ï,,,4 rliiïérence clivisée d'ordre (m 4- I, n * {) d'un psoudo-po-
lynorne dtordre (m, ru't est nulle identiquernent. L,es rolations

ot

*r¡tl
Il: 0, 1r,,., ffi, ?: 0, 7r.,., fr, p + q 1, nl, l-n,
P: wl,t 8: ll',

vúrifiées idontiquement ÐL fr¡ øl !lt, caraotérísent d'ailleurs la
différence divieée d'ortlre (m, n\.'

;,,J

l-sr' flr, "., Øm+l .
l-Yr, gt .,., !n+r I

-10'_- 
| r,

t:lLlAtA CLlrr,.NAPÖCA

ËeA

t],

T

DUL
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Snlrl avis contraire, g$, sanl si l'éori[ure n'indique pas le con-

t,rnirc, nou$ süpposerotu ;{ue dans ces notatlons. or ( or (
',.1 frtn.t t¡ ?h 1. !!a ¿-- ,.. 1lnrt

Nous,désigneron$ pal' [aJ le plus grand entier 
--S 

a.

,Nous, rl)oserons (mr, nrl <1. resp. I (m, n) si'm, É m, n¡ S n et,

n4 -l- ftt .!.resp. S m I n,

llnfin nou$ enrployons les abréviations max et min pour la
borne srrpérir:ure et la llorne inférieure et d. d" pour la dillérence
rlivisée.

¡,
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Í" I)únrrvr'¡'tow. "Lr¿ fott,t:tí,ort f esl, díte catlveftet non,^cotlc&se'

pol,¡¡lonr,ia.l,e , ,nort'coÌLQer,e, 
cott,ca,Pe d'ord're, tt su'r Il sl I'inú'goti't'é

l,J) |.r¡, :r2..,..', íì1¡ nz i ll )-', ...Ì, '=., l:i;' < 0

est. so,ti.sfu,ita, qu,cls quc soi,t:rtf,lrr,r ¡¿ '-[- 2 points frv frn,..., ø,,',¿ Ê T:1ì'

l'au.Lcs ces lrnzt:tíons son,l, des f on't:[,i,ons tl,'orclrc ,¿ (t).

tr,¿r di:fìnilion a itl,ri donnó0 pûtlr ¡¿.'., J. pnr l-.,, [1¡lv¡rcl [îl]1. tr'our

n t¡rrnlcortquc,ltì éf,arl1, utt itrlcrvallO, lcs fonr:Lions cl'ordre n ot.)lê1,ô

i¡f,r'ritluihg¡¡ par.[Lì. llol'1, fZi]l, rnais ln ¡¡rilrirralistrl'ion sllr ìrlì cn-

¡icrnrblc r¡ucltrottqrte csb essolllielle polrl' n >> 1" ([4? el' voir pltrs

loin n0 Íi).
I;uur ¡1, : 0 nous ¿\\'ons k:ri lclncl,i(lns t,¿rll¿dlon,es; ct'oir'i,qantest

riq¡r..rlócrclissa.lll;cn, c()lrstan,l,cs,.n()rì."0r'()i$tlitntcij resp" dílot'rlil+1.¡ant,c¡i.

Itour tL *,. I iloutj avotì-s les louctiorl$ ODnYo)ioil, n.on-c(l]loiì.Yosir

(r) Les folrcl,io¡rs ¡rolr-fìlticsi eI tl'rlldro n tte paraisseltt ¡ras 1;rti,ulnl,er,ius-
r¡u'ici beaucou¡r cl'intórôí. Jl¿uls; ce o¿ìs; il laut udolil:er lt;s tlo¡rvçlttiotls hllrittlcllcs
sut'lcs o¡:ríraliotts itt'trt: lOs si¡¡ttns -r o., (voir plr cxcntple : Ç. C,tlt¡'ruponnuv
llorlesii.ngen ì.ilt¡:r rsril,Ie ,lt'unl,:tiottt:¡¿, ¡-r¡r. L1r-L5), Il fuuf, rl'aholtL ócrire I'i0ó6a-

lité (1) souri unr) fol.rne colrvon¿rJ¡lo, l.)¿rr exentplc ¡tonr n -, 7. si nr.r¡ts écrivons

lrr'-- r:o)f@r} 'l- (,¿, -- ø.)l(rur) ,=-.: (". ' ' nt)f þ:,r), 11 <í r, '-- ør, !r1, !\''2, øn tä Ì!ì

il larlt, do pìrrs rltte cctl,r: iité¡¡alilri aiI irn sellr¡ lìotrr totrt ¡¡to|Ipe tle t'rois poirtts

tki Itì (tout au rnoins si on rr:u[ que los ¡rro¡rriótes r¡ssenf.iclles des font:tiu¡rs

convexc$; stc lLraintie¡ureul,). Il fauI clonc qu'erl rÌenx ¡roints de I!, sópi,rr'és par.ËD,

lu fOttcl,iolt lto ptelìne pas lcs dcux Yaleurs 1- cr, cü - oo. Oll voit alors qtte l,rois

c¿ts peltycr.tt l;e Jrrrisentrr: Jo I r:st tinio cl; non-cottcavc d'tirdt'c 1 sur I'itttor-
seo[io1 rlc I,] avr:ç un irrl,cr-v¿rìle (vitlo ou non), ótant égale ¡rirltout à -l-' r:"en

r]':hors rJc oct intervalle ; 2n I cst ¡rarl.out é¡ïale à - oo siurf pcut ôl,re aux
ex.tldnril,tis rJe ll or) elle pronrl cics valeurs ( -l- co ; ilo Iù est forr¡tri pur trois

lroirrl,r; uy-.7, r, <l e;, ct lþ:^l -- -..- c,o,lcs dotlx v'irlr:urs attx points cxtrôtitcs a;r,

ì,r,rc ¡touvürrl êtrc -l . co {r[ 
1,,,

Nous luissorrs égalemcnt dr: côté les fonctions dlordrc r¿ ct rton uni'fÒnnos.
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,lirróiriles, non-convexos, s habituclleg (t). Il est, par,fois
irl;ilc rl'a¡r¡roler foncl,irlrrs --- t les foncl,ions ¡rositivcÀ, non-
nó¡¡af,ives, irlentiqucrnc4b nulles, non-posir;ivos, n(rgnl,ivcs. o¡r voit
alors sur or;rl,¿rins ólroncós, qu'ils resl;ent vr¿ìis aussi poìrr n:.--- l,
,t,ouh ¡ru rnoins avec corta,irrcs rrotlifìcal,ions faoiles.

[¡rl 0oûvcxité tlt la polynomialité d'ordre r¿ sonb rlos ons Srar[icrr-
ii+:rs rlr.r la ron-cron,,orril,ó ,l'orì,:1r,, rz. Si I esl; convexe, non-conoiìve,...
cbo., rl'ot'drc rr., lil foncll,iolr:-f cs[ r.rontlâ.ïe, ¡o.1-corìvcxor.,. et,ç.,
d'orrlrc il, of r(:ciprot¡rrernr:n[. on peut prerrth'e cornnìe ty¡re
de fouglion rl'ol'rlre ¡¿ lu foncl;ion norr-ooncave d'orrlle ¡¿"

()n nnl,¡roso, biou enl;onrtrr, que [l soil formé l)ar arr rngins n -)- 2
poirll,Ll" l-!nlls lttlrtrrilío¡l ¡rropriól,írs il csL ubilc drl convonir. rlrte [,r_lul;ç

frlttt;l,iort clófinio suÌ'rlroirr$ dr: n -l-. 2 pr:rinl;s r;st, d'ordle ¡¿ of irrrlifié-
t'l,rntoil b olllt vtìxo ott colìû¿ìv 0.

(ionliilórr:)n.'l, el). p¡rrl,iculicr, la Íorrol,ion I r!óf:nic sìrru¿ poirr[s
(?) 0:r <.',. t;rr .< . . .

clt crrn ¡tloyons les no Ii-r.l;icurri

(iJ) ò,?j,.''.'', 1:r:4,r¡t+tr...r :t',¡ttrill, t,,.,= 112,...rm,*,--lc, lç....0,t,..,,1¿ -*1.
Porrr rlur: la foncf,ion / soil; conyexe, rìr)r.r-corìoiì,rc,... cl,c., cì,orrl,i.o

r¿ sur (ll) il fa.rrt, r:1, il suffìl, gue I'on nih

tt\ ti\4) i,, ¡.i Þr jl, :"', r'cs¡t. { 0, i =.. lrl),..,,, nt,--- 2--* 7.

(l-)1,1,tr g;ropri{rbi: rrisul[e du fait r¡rrc i,orrte tlilïi:ronce tlivisóg lrrr
n'l I'l poin¡,¡r rl.c(2) enl, tlne rìoyennc il.r'ib.hrnél,ir¡lrertcrstlillórerrc6r

rJirzirr'r* A,l;l , , A?,¡ r,..", Aii,_;í--'r, rlono

nt--"n -^I n l-*- i¿-:- 1

l:I)¡r, .t:;..,.".t il)it,rn; ll -,-, )1] r\rÀi, t,r, Âr i-: 0, ),1 Å; ,.=., .1.,

i..-it i-.!
l¿r{r,¡ ¿ r'rl,¿irh i¡rrllt¡renrltrrrl,s r.l.e l;.¡. .fonrl[;io.n /. Í:îi it ":_ in ",r_ .." -:.i ¡.,0,*

cn a r{',l.illr:rlrti z1¿, --'= 0, Ai¡¡¡.-,,.---r } 0.
()rr ,lil tlr'rriurib irnrntid,iill,t:¡ncnl, qn'unr) fonr:tion rl'olq,trg ¡¿ r:fl1;

crtrir I i rirli l; ri r: fr itr, l'i n ó¡r;l Iì t (t lì.4^ f lçl

l.ï1, t:2,.,,, ï,r,¡t I f .l'l:tp., t;1¡,...r itjrn.r r ; li ,1,. (),

!)).¡, fr2, .,,¡ î,.t,, f:; Ïtì.

(') llc¿tltrl,ltl¡r tì'l;.ttl{:ttt's li,¡ fr¡rrt ¡rlr,.l rlo rlir; l,ir¡cl,jons cnltr'i itrri folrr;lir)n:i l¡l¡1,
't'crrt.:; (r1; J¡lr; J'onr;l,ioltl; lìorl-0oircavr:rn, Irhrsir:uvi ¡,lllcllcnL ot¡n¡¡c.lorl .l.L;ri l.r.rrtcl,irill¡¡
c{JIrr:rr';1;,;,;t.¡ir;e a,,fjI,,síì, ì,t;s prd:cisirlns tlo not,t'0 l,c:;.1,0 r,ir)rolrI l.trl;Ði)ct,tii:;l tutrl llt.i
lotr¡¡ rlrr urll, r¡ul,nrlio,
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Four qulune fonotion f ne soit pas d'ordre ru il faut et il suffit
'qu'on pirisse t,rouver n + 3 points frr.1ûø1... <
cque,ll'oir ait,

lar, ra,.,,, fr,t.t.s ; t\'[n¿, bB, ..., øn+s ;r f] (,0.

Rcmarquons que si I jouit dlune cert,a'ine propniété de oor¡vexitó

srir E, il en est clo nrêrne sur Ei. Itr. Faisons aussi cett,o remarque
'îrp¡ior't,an[e'que toube fonction I -- P, où I] est, un polynome rie

, rlegró n. jnuit rle la rnôme propriél,é que I par rapport, à tout, cari\c-
'bòre de con'vexitrl d'orclre à n.

Iìnlìn daus toubcs les inógalités précírt{enl,es, I'expression

[or, ír*r, .",,fiu,ri Í] peut ôbre rotn.placée par IJ(øi, fra,,,.., fr¡¡. i /), en

usarrt do la conventiotì ttl, '{ fla'í ".. fr'',',

' 2" DÍrnrNrrtou (forrne góornétriqta), Lø fonctíon I est rlite con-

çec:e, nor?,-concû,Q(., pofulnonzirtl.e , n,on-conçene, aon'cdpe d'ordre n

sr¿r fil su,íçu,nt rpt,e l'ínrigulitó

(5) Ir(ø1, :12,...r íl"n+l ; llr)'i, 5, ='=, þ, Þ f(n),

est vérifi.tie, qu.el,s t¡u.e soienl, ,T'1¡.,,71 fr, (D¡, .fis1,.,1 fi¡,,-t¡ fi æ E.

Cl:l,l,o r:lófìnit;ion est ór¡rriva.lt¡rrtc à la dófìnil,ion du no l.
On pcut, reinplaoer I'itr(:galil;é (5) par

' .[](:t1, rb,..,t r,'n+r i llø) n-, í'5,:, i;, ] (-_ 1)n--;rtl(ø)

n¿ <í n .7, g¿*t. (r { ør llonr í =''- 0), r)¡, fis,.."r fa4lr ø ç F.l.

Pour Í1 == l. voir: I.,. (l¿Lr¡,rN¡ [î{iJ. L}anti ce oûs, on n{]ufJ iilni{,ant,

aur foncl,ions t)on-c,oncit.ves, la ¡rroprié1,ó nignifie glle le point,

(ø, l(:u)) esl, 
'non 

au"d,c¡isus otl non a.u-cLesstltts d.e la droite ioi-
gnant les poinbs (,ør, l(,'rr)), (:nr, l(t:)) sui'vant (Itre # est å l'intórieur
ou à l'exbór'ierrr tl.o I'irLf;t't'vållc (rrr, nz\. Il en résrrlte que loul
poirrb rlo l¿r courbc ,y == l(:r) est, Tìotl-llu-desstls tle l,orrto lignc poly-
gonale irtscrite, pouï\¡ì, r¡rre I'Abscisse tlc Oc point sOi{, conrplisc

enbre le¡.i abscisses dcs ¡loints exl,rêtne$ de la li¡4ne polygona.lo.

Si f est fl.'ordre r¿ et si lrr, nrr...¡ flr.tÃ; l] =: 0, elle esi, polyno'
nonriale d'orttre ,z sur (r|Titrn*2), donc se réduit $ur cebt,e section

aux valeurs d'un polynorne de d"egré n.

Une lonctiort convoxc ou coltcave d,'ordrle n DQ pcut ooinuillcr

aveû un p6lynome tJ.e degré ¿ srr plus de r¿ -l I poin[s. L¿t róci'

proqu0 ost vrpio si Ia Toncbion est conbinlle.

Supposons que Ïl sioit, I'intorvalle (ø, l,) et soit F' It fonction

attachéo à f, pronant s.'u poin[ s loutes les valo'urs ooinprises entrÛ
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lo rniniln¡rm et lo rnaxirnum ds'f en ce poinl, (cette fonction ost e¡¡

général,¡null;iforrne). Tlour qrre la fonot,ion I soil, conrrexe ou con-

cave d'ordre ø dans (ø, ü), il faut, et il suffìt r¡ue Ia fonobion atta-
ohée F ne.coincide pas avec un polynorne de degré n en ¡rlus de

n + :L points [.47 g]. En général, tres fonctions d'ordre n peuvenû
êt,re,caractérisées par le fait quer si un polynorne de rlegré n coln-
oide avec la fonction attachée Il en ¡rlus rìe n, -l- 'i" points, il coTn-

oicle avec I,' otÌ un intervalle fet'rné.

íi" ----- Toute fonotion rl'ordro ¿ es[ borntie sur l,oul,e section
Er c . lN. Si fl, b, e, E la foncl,ion est, bornóe sur Il. l.,orsque F] est
horné, torr[e forrc[,ion non-oonciìvo d'oldre inrpair csb bornéc in-
fí:rieurelnon b sur B.

Pour ulrc foncl;ion d-'orrlrc ¡¿..:: L et, t:etr)', ,.*.8, l¡r limite
dø l(a;) Ilo{rr ftl e ø *> c cxiste. De plus, t,out,e fonct,ion d.'orrlro n. } L

est; unifol'¡nómcrtt co¡rl,inue sur tout, Er* .Il. Porrr qrre oe rltro
nou.s al¡ons dil, aiû urr seirs pr:écis, il faut défìnir. la conl,inuité eri
ce:fi','pa,r I'oxir;bcncc cle la. linribc rle l(:r;) lorsr¡uo li.ç --*c,cc r¡ui
n'est pns ult{j o}'l,elìsion r;sscuticlls dans le cas rLes foncbions cl'ordre

i,'. f, (voil rro lí).

Si ¿e}il' orr (L -..*- crr, lirn l@): l@ -f" 0) porrr E s n -* fir

oxisLeort osl; -l- cÐou--- co. $i ø e f,l, ou a f(n) .-;ou>¿l@ -l- 0),
suivanf qrrc f est non-concavo d'ortlre pnir ou irnpair. lJne pro-
priÉ:t;ó analogrrc il lieu ¡iorrr' .l'e.rtr,ónlil,ó dloi:l,e å. On î\ lþ) :ì ou

:-_lþ --- 0) srrivan b que / est, non-conrítve ou ltorJ.-{lon.r/0xe d'oi,cLro r,.

Pour une foncbibn non-conoÍìve d'oldre I qui csl, l,cllo quo ô: -f^. 0Ð

et lim Í(n):-,[- oc pour INz n.*+ /.r, {rn peut trouver ì]n nornhre
ø Þ 0l,el quc I'on aib Í(n)> dír porlr fr i\Íjsc'¿ glarrrl.. Si f est non-
conoave rl'old.re ¿ cI si elJc n'esL p¿ìä non-convexe tl'ord,rc n -- L

sur E, on ¡reuL l,r'ouvot, dans lcs rnêrncs conrlil,ionrí, un a ) 0 tel
r¡rre I'on aib l(ø) > o:x':.0r: olïe[, on peul, alors tlouver n *l- | poiuts
nr1 n, < ...
de dótinil;iorr U(ø1, fr2r..., (rt¿trt þ ; l) 40, ü,,,t 1 ø nous doluto

f ßù >::lnt, n2,..., r,¿+r ; Í'l!t" .1- . . . 
,

Ies telrlrcs non ó(ri[s forüri\nb un polyrìonle de rlegré n -- | e\:r.
Les indr¿4alités tìc cet,[e niì[rrro déperrderrl,, en génér,al, rles oq,raû-
tèros cler oonvcxil,é d'rlrdle h 1n rla I pour fi as'sat Éìrand (pour coo
caracbòrcs, voir no 7).
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4. -- suPpos0ns Il felrné.''['outo fonct,ion fìon-0onoave cl'ortl're

n irnpair e sl,sr,rrri-0onl,inrto supóritltrromOù'b, donc att'ei¡rt son maxi-

tnltn. N[ais ulltl tcllc follcl;ion ptlut ì10 piì$ ¿ttboindle sOn m'inirnunì'

'f'cllo csl,, po,r'cxcrn¡rlo. l¿r,ilclncl'iorr /(0) '.= t, /(ø) : &' 0 < nll'

qrli tlsb llon-(iorloûve d'ol'c[rei'irnþail quclcortquc d¡rns I'in1'clv¿rlle

t,lrrrr¿: (0, {). IJnc foDction d'iifdro pair petrt n'al'l;eindre ni son

r¡t¿rxil¡r¡n lri s0Ìt ntin,irntrrrr.'.1'olle esh l¿r foiìcl'iolt /(0) ='= f(2) .== 6',

|(:r) -...1..-.r,0 n .'.2, qui est tl,orr]r:o pnir (-\> 0) tlttoloonr¡ue

rLan¡i l'ittl,tlt'valle forlnó (0'2)'

lioirtll, I:i)n, l,errsonrblc cJ.es ø sru lcsq-rloIs rnax f slrr: ]t ol' 1l:,,,

l,r;¡.seruhle rl.as íE sìp, loliquels nrin f sul'lI |lortl; ùf'l'cit't¡5' [ii f osl'

rì()ïr (Ì()ïrc¿lvc tl.,nrr¡,rì p., Til, rxil; folrnó piì.r Íìu plus Itt I 
ill*r'l':t'ions

slópi't^i:rics {e 'lll a:[;, tì'itillcrtrs' s'iI n]esl pas fortttrS ¡rar ulle stl¡tLll

rr.:cliotr, il oorrlielrl, nrr plus tt l'l poinl'li' L'r lscltrlrle ]lj" nc ltt,'t-lt'

ôLre Írl,rní:1iar'¿ru rnoins l-O.i 
? 

| 
s,,,'f iotts sóprrr'(:os rl-t¡ li sn.ns r:cnn-

l"enir l,uno clo¡i c:rLl,il¡rril,Ós rr,, å pour: n, irl.pair et I'tlxtróniil'é l¡ pr:ur

ir ¡rair," Lir ¡¿ o'i; ir'¡rair et, si f-lon csit; forrìrdl 
'a¡ 

11 l-il ,,ot'f iun' $r1r

ptrrir:¡; tlc ll, il conl,ient, lcs clolrx oxl,t'étniLós ø elt, tr. Tle lnfirrr: lijnu

usr; frr',m.é pnr"ir,rr 
'r,,,' 

IV,-!;?:flscot,ìortri 
rió'aróes dr: Ti" lf,ourrzpatit',

lr. ii[,r.uglrrrc fl6 trtì,n l'és¡Jl,c tl]ailletlrs dc ct¡ìlo drl JÌ,,, cílI'--'- lÇ-'rl
el]L 0nr.lr¡r,{J flOn,.ci)n0ÍìV0 d'Olltl-rc ru (iirti'le sVrnÓt,rique d.o f!ì ¡ror rttp*

1tr-rlt, rì ì,oril,lir.to). DiUrs oe cas donc I4,,, n0 pr:rrl; ôbt'o folllrti ¡"1' 1L -+"-i

${:ìr)l;i{)t}ti l;ópar:ócs cl.o Il s¡rtlrl Ool.¡.t,1;nir l'tl:ilrtirtlil'ti ç'" Il est' ri reillâlr:

{irr0ì, r:f rr0, Ði tt,.1:;1.4, t,Otif,r:s les ltlO'Li6rtli cOltlf)OSilnb lcli ensCn¡bles

11.,, 1,1,,, ,q0lt L cle,s +nsc¡ril-ilos; fcrlnc.s s¿l'tr t fitlith fjt'l'tl oollo¡i tlon L rillc

1;¡Íi stttiló rl¡litluid.U at'tlc tiDel c-v'l;r'órnil'(l tf il ll'
.i ,lL i,fltiol'ic pt:dlçí;clcllìbç .n0 ll'fli:1rli11uc p0-s iJlr o¿l'rl /f ::- ' --.' f''

!,i¡ *ollilt.¡ ln¿.xi.r¡iltlt r¿ -{- 2 cles sec{,iolis fi{)i:}&l'íìLlíl ri0 ill^ .[- ]In,

r:¡:jb e llcttl;ìvt)ìn011t o,l,t,ci.nL pitr' 14, f6¡ril,ion / "-- '!'r,, tlÌl 'I", ell lo

rrDlvnoin0 rlo nroillcLlr0 rìppl'0,sitvr¿.rbiolt t).tr tltl¡.1rí+ n ùe l, srr¡tFtlsétl

r;r'rr.ri,irìuri llur Il [4,?í' 4irf,Ti]'

[ii L] 0st, un. int,r¡r.¡¿.llc (0, lileb si ¡,, ost iinpa.ir, .[i1,, oont'ietrL ittl'

plL¡r 11-1..1 poirrt,s" Êr lnoirts rlut I lttl soif; PÍls tlilo r;ottsta.nt'c d'*'*ri

{rt,, 1fi"3i ¡¿ ''t 
pair,}l* iì, o* hi¡rt a' pt,rs 1'-J'-? ¡loi*ls, or-r t'in* trát'

â

'j'r ltll tt tr) I't) l' Ú\'lt;tt.i
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, forr.nd.phr'un int,ervallc (c, b),, tr, !, c. Ðe rnême I'ensemblo'8,,, con-

i tipnü; öti bicn ari plus f,f¡Z.lpoints, ou bien se réd,uit àuninter-

vdllelqui contient I'extrérrribé r¿ pour z pair.
Ort' peu[ ólablir dos propriótés réciproques cle la lnaniòre sui-

vanle. Si Ja foncbion f est, cont,inue et si, qrrels que soient le poly-
''no.nle P cle degré' n, et,la sccl;ion ferrnée Iìft de E,l'cusernble E$ cor-

recpontlan [ à I -- I]'sur ll* ne peub ôbre forrné par au moins 
I \j.l

scct,ions sópar'ées tle tl* siln¡icontcnir l'uue au .ryroins des ex{;rérnités
de cet cnsemble pour z,irupail cb I'exbrd;mitó droit,o pour ru pair,
la foncl;ion est, non-conc¿tve rl'ordle ¿ sur E t47jl.

Porrr n : 7.la propriól;ó cst r:ÌLre à S. S.n.ns [fil nl. Ðans ce cas

il suf fìt r,le srrpposlcr qlro I -1- ot: abl;eigno son rraxim.uìn en I'une
atr rnoins rJes oxt,rénriltls de Ltì'l', quels r¡ue soienl, la sect;i.on felrnóe
Itr# tle I,l el, lc nornhro a..l,'lrypr.rbliòso d.c la conl,inr.ril;é de I peut
êl,rc suppl'irnéc ioi corrrpìr)f,onlcnl,
'f)e môure si r¿ esl inrpr,Lir c[, si, r¡uel t¡rro soi[ le polynom.e P de

clogré n,, l'cnlicrn.blc .ltì,,,, oolre$poudanh r\ l._-- P, cst formé pnr au

f,f,rs 1f1-secbiotts sé¡rarées tto lil, la, fon,cliort conl;inrrc f est non-

oonoilve rl'ordro r¿ sur ltr ¡z¡,7¡, f'lttl"
L'hy.JroLbi:¡ie tle J¿r oonl,inuilé cle f ne pcut ôt,r:e srrpprilnóo en

grlnóral,, tnttis ¡ru.rb ôt,ro rernplací:e plr rl'aul;r,e¡; lroirìs roätrictiyes.
Ilat e;rctlrp,lo ¡rar la serni-ctintinuil,ó srrlióricure pour .le nr¿txinrnrrt
et pal J¿t selui-co.nl,irurit/: in{óricurc Ì)oul' lc rni¡rirnur-r..

Géornól,rjrlrl{jnrenl;, la pro¡.rliót;ó rJ.u rnirirnurn csl, liicn ooilrìue
potu' ì't.. =: 1.. I:tot-tt'qrtc f soi[; noLt'.r]olìcrìvír rl'orclr'o l il faut oi il
s,rIfìt; rILl{} prr l,or11, lrriinb dc la cour'lie t1 .,,.= l(:t:) }}¿ìssc ttttc droite
d)n)t¿tu,í, co rlrri signifìo r¡u'à lorrt ír0 Êi . Iù co'rresporrrt ¡ru rric'irt$ une
const,tì,.nLc a.1,oI q"rre lo iLritrirlrunr rl0 Í -,1- ,* sojl atbeinh ¡rour î, .: fr,.
On pcnl; ¿tusrii dtrc r¡u'à Lt':t.tl, iÐr, e..tJ corrcí;ponrJ, au uroin,s ì-ln

nonrbrc a bel t¡rre I'on ¿riI

(6) Í(r,r) ) x(.no *-,t:) 5-.. /(r;), r; c-,i ltl.

Si la foncl,iotr csb convcxc (rl'orcì.re l.) ol, si ll esL un intcrvailo,
l'égalité n'esb porisillle que pollr r =.-. !)r-Si ll cst qìreloorrr{1r0, on
pcrrt, r:lioi-qir ø de manière quo llógalibti ne soil; possi.bìc que irour'
fi == &t¡.
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5. --- Ð¡iFrrs rtioN. I'ø f onctí,on l, iou.íssant. de certair¿es propyj¿x¿,
de cottc,enitti snr ll sua díte prolon¡¡e,able sar Ð1 si, on peuê Lrou,uer
une loncf,íon f 1 dtífirt.ie sur la réunion d.e E et r\r, jou,i,ssar¿t d,es mê¡r¿es
pro¡tríé,tés de conpeníté, et telle Que h : f sur T4 [d? e]"

IJ, est, à rornarquer quo Ie protrongement ne 6reut pau toujouns
slsllÏectuer q,w s¿r¿s stríct, c'est,-à-clire qu'une fonction oonvexe
(ou concave) ne peut pqs se prolonger toujours €n respectant la
convexil,é (ou Ia conca,vité)" Aru oontraire il se peut, qu'une t,olle
ilonction soit prolongcable t,ant que fonction rion-oonrave (non-
convexe). Nous rlilons alors que la fonction øst, pnoÏongeable øru

sens lo,rge. F'ar exornplo, la fonci;ion

f(r\,.-l(r-- 1)2, oÍøÉ i,\, l@"_^2)*, ZlØ=3
est bien corìvoxe d,'ord.ro ß sur Ia réunion eÍ.es intorvalles fcnrnós
(0,1), (2,3) mais nc se prolonge sur un point de I'intervalle ouvert
(1,2) qrre comme unø foncbion non-coÌtc&pe drordre 1,,

'.foute fonotion d'orclre n,2 0 est prolongealtle Au sen,e st,ricL
su.r la prcsqile ferrnel;rrre Il rle E. Ce prolongcrnenü est unic¡ue ei
n 

= 
I et se fait lrar continrrit,ó.

T'onte fonction d,'ortl.re n:< l perrt se prolonger clans tout llin-
terv{ìlle ouvert (a, t). Il suflìt,, en ofiet, de pr:olongcr la foncbion
rlqns tout interva,lle conbigu (nr, nz) de E: pai'fe polynorne
P(ør, rr; I | ø) if S] ct, co prolongernt¡nt, cons€rve t,outes 'trcs pro-
priébós clo convcx.il!é tl'orrl,rr .{ f .

Ihl gónóral, on nc pr:ut ¡ras prolonger une fonction d'orrlro ¿ > î
147 t:1.

I4n génóral on ne peul pas ¡irolongcr une foncf,ion ril'ortlre n
au d.eld ci'une e,rhrí,.rnil;í: cl.o 14. frorrr qu'un tel prolon¡4r,lnrenû soit
possible au d.r¡lÈr fle ö, il lli¡,r¡l eL il suffìt que ]¿r f6nobion soiü ¡\ ¿ème

rliflér'enàe rlivisrie bor¡rsio (voir no fl) flrlr urìe secfion rj,e Í-:l conte-
nanl au rnoins n. -]- 4. pnint;s el le poinb å eiltre sell oxtr,érnit,ós.

(}. - I4xaminon¡i, 0rì parbiculier, ie o¿ts où E so rérÅuit, Èt I'en-
sembJe fìni (2) lr4"l r,l. Porrl cfl.re la fonotion f, non-oorrcavc d.'t¡rrire
¡¿ sÌrr (2j, soit proTongeable sur Ie poinl, ö0, Ø¿ 4 so 4 r¿*y, il fqut,
eh rl suflìb que les inégalibés

l.a¡, !r¡.t,y..., (Ðìrnt fl¡ il] 
= 

0, j : u-- n, i ** n.l.- 1,..., i -F i,
(i : 1,2,...", í 1- I si i, q'n -.1- 1,

j .,, i*rt, i_n _1-,4.,".,, tn _ n sl í, > r¿ * rt__ I)
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soiorrt, conrpatiblos par rapporb au nornbre inconnrt 'Í(ro). On ob-
tient facilornont, ces corrdil,ions (inégalibéir) de oon¡ral,ibilit,ó, c¡ui

ne dóponclortl, évidemment do f qrre par I'in'l,ernlódiaile dt scs

rlifÏór'cnces tlivisóes d'ordre n, -l L sur (2). Iln remplaçant, da¡rs ccg

colrdil,iotrs lo.signe i: par )>, ort obtient, pour une fonotio.n couvoxo
rl'orrlrc ¡¿ los cotrdibion¡i de prolongealiilil;ti au sens strict. I,cs points
ø*^ sìrr losrltrc[s rrno telle foncl;ion ,so prolonge au sens sLriot fol'rnent
ru,n ¡rtrnble fìni cl.'inIt¡rvalles. Iros ex.trtlrniLés rle cos intervallcs
(:-L: or cxolus) sonh des poin[s sru. lcsr¡ucls Ia fonel;ion no so pro-
lo.nptc r¡tr'iì.tr scn.s la.rge, I)our,vu hicn onl,orrclLr que do bels interv¡.lles
existl,ottl;.

lJn ror¡l;rtuL [oujours da.us le cas Il :'ensernllle fìni (2), la corr-
rlitiou irírct¡ri¡iaire of suffÌsanl;o de prolongoahilibé par.l,orrt d'uno
foncliori norì-conoave d'orclr'o r¿ ost la. non-onnca ,'iLé rcttreint,<l
d-'o¡'LJ.ro r¿ rJur (2) l.4T c], Cel;t,o oonclition pelrrf; être forrnukie do la
rrra,rtit)r'sl suivanto [a? h]" Quols r¡uo soienL les nombres ¡r1, ps,"..,

¡r,,, 0hoiriiii rle rnaniùr'c qrre I'on ail;

{.o þ,] r,,ri =.= o,

i== I
0, 1', ', lL,

IrL

il,>
',1:'l q-i
l--,1 P;Q:i ';r; n - ,1"t ¡r¿(,r:¡ -* CI)n ): [), r: Ë (r., :r.:.,1)

l== r-l- l
f' .== f ,2,r,.,, fn -. 1.

¡l '== 
'L

t,óûlitlórr. . ..1)l'i

)l u/('') ;.": o
ùL

i...,= |
csl; s¡ri;is[¿:,ii,c"

l,orrirJu'll cs[, ¡rr.rsrtihle, le prolo.ngorJtcnt p0ut boujorrrs ôLle r'óa]i¡ré

pilr rrrlg fotLt:tiort, rilómentuí¡'e tI'ord,rt:, rz, il,ottc une fonct,irtn tlonb lil
dórivéo rl,'ord,r'e n, -- 1, cijl, ropréssntéo piì.r rrrre ligne poll'gontrle"
Do plus, orr pcrrb toujours prolirrrger rrne foncliorr oonvcxe cl'orrj.rc
0 ou L lliì.r un polyìroile [47 f¡|"

Conturr; cns lirnil;o, orr trreul, chcrohcr rrne fouobiou rl'orrtr:e ¡¿ ¡J.¿¡ns

I'inLerva.llo (rz, å) prcn¿rn[,;rv'eo seti r¿ prorlriòros dírlivóes lo¡] v¿ì-

lcrrrd rl.rtnnric¡

u¡.== l(i)(t), I,;.--. /(d)(å), i. .,,.,. 0, 7,...,Ú.

itltx (,;<-[rriillil,ril; u el, l¡. Li¡. colrr.lition ¡.róccssir.iro oL gtrlfìr;auf;o t.l,e

t

I,ILIALA cLL,.I.NAPocA

A
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X'existenco d'une telle fo¡rction esû quo tre point, Mo

soiû à I'intérieur, orl sur cerbaines parties d.o Ia fron
¡ictrt, domaino oqnvexe W,, contenanû la oourl¡e

1r2r.,.,rù, aSnlb,
dans .l'es¡race ordinaire à z rlirnensiorìs, avec

(¿:-íll.bn-.¿* H
(b-a

2t.

/ t, cn c*\
\4, ã;,""''%)
t,ièro, rlu plus

!/t:= (b - 0)c,

L

dn-i+kft I .== 0, ir,,,, ft,, c,, ) ().

ce résultat cst clû,'cn 1iarf,io, à S. K.n¡cuyn [-3{} b]. Si l\c,, est àl'in-
t;ér'ieur ,lu W,,, il y a,.ne i'fìritó dt,. solutioÌrs. Sur la fi,onbiòro, Io
prolllt)rrne esL ou bicrt irrrlros¡ible ou bien arlrne h une serrle ¡;olrrbion.

Il es;f, i\ rertrargtler qrro le protrlòme de ¡rrolongemont (l'rrlre forrc-
t'ion r16fìrtie sur (2) esl; ébroibemçnt ljri a.u ¡rroblèrno clos r¡orrrr)¡r;n
dnns un iuhervalle (c, d).

¡.1

J, 
,l,i(f)r/a(t) 

'.,= .\j,-,-, , i..., l, N,..,, rlr.,--.D -.-.-, l,

a.vcc les not,¡rtions (lì) ob en posarr[;

cfrl1{r:¿.{...<
el;

À':0

t G lc, ru6),

( (t'i,.tr, . - -- t',ttt

I 'p;t (:ri, ,¡

í-.=7

f r; (ø;, r+t, (l),

*,'tl:
t

n l'1
\r
'i,t ,J

"..= /¡ l.

¿ Ë (lf¿+rr 1l;r/.¡t), h '.. Q, 7 r,.,,, tl,

)I?r'"-n,---l2

'r" - 'F[,r¡ rT.irons quo I'euscrrhrc þj el;r; tlóoo'r¡ror;i: *rr,¿ {ror¡ri*
enre r nhle¡i ct¡ n r;ðc rll;i fsr

Q) ïtì1, lì2,..., ll,,
si i,oni, ¡roiìt dc,[i a¡rptu,Lícrr[ ¿) un trr)¡ of, torrl; lroirrt r-lg 'lì¿ gril Êr

ga.ttcllrr: rio totr[ p0inl, dc .lN¡ tr7 i =,.= 1,r2,,..) l]tr*..^ d. Lil-q clr¡,¡rr.¡l_,10s
(7) s;oü1, cl.onc ¡¡¿ uoo[iorr..; rlo l.N, rlorr.x à rl.cux norr.sóplr,óc,r ¡nr lrì,
n'ayanb allcìrrì ¡roint cornrl)uïr eb élrlrisa,tL ooruplôrl,ornonl l,r)r¡*
srlnhlc !,.1.

Si I or;b cl'ordro n stlr Il, ort prtrrL cléoolnpo$or ocl; errricnrl.rlc orr
atr ¡iltrri /c -[-l sotts-onsiotnblc¡; ttonsílcrrLifs sur c]rncln closqrre|i l¿
fonction soib d'orclt'e n.--- /c. Porrr n -'-= h =.. f y¡¡[¡ L', G¡.r,v.r.nrr Ill].1.
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. La ¡rroprrété est vraie pout' /t :',.1, 2r.".0 w -þ î et olle résr¡lte tlu

fait, que, si (2) est un soüs:ons-€mble fìni quetrconque de E et, si

ïìous ernpioyons les nqbai,ions (3), la suite

(8) A
{
n--À{ tt A

t
n- À -f- 1t ,A rn- n 4- /c- î

n--,t *' f

présentc a.u plup- k variations de signes.

. Pour ur).e fonction d'ordre n eI pour un /t donné, il existe une

infìnil,ó cle décornposibions (7) (Ð étanü infini), telle que sur chaque

1ì¡ la. foncbion soit d'orclre ¿ -- k.l,*t noûÌbro r¿ des sous-ensembles

Il¡ a, alors un minintum /¿. 'Si m : I¿,la fono[ión n'est, d'ordre n - lt

sur artcurr des enselnbles E¿ -1- Ei*r, í: l-r2r..., h -_ {. I-,a fonction

eSt ¿rlOrs albernativernent, non-COncave eb noIì-convexe r1'ordre

n -*- lc sur les enssmbles ltrr. D'aillettrs, si /¿ : Ie *' ß, et si I esb non-

4onoave d'oldre ¡¿ sur E, cile esb non-concave cl'ordre ¿ -__ /c sur

ll' h,

Iìéciproquç1¡1snt, porir que la fonction soi.t rL'ordre ra sur E, il
suf{ìt qrre, quel$ que soicnl; le polynome P de degré ¿ eb le sous-

ensernblo fìni (2) cle Iì, la suibe (B), oorrespondanb à (2) et à la
fcrrrction Í --- P, ¡lrésonl;e au plus l¡ va.rial;ions de signes. f)ans

oel, ónoncé otr p0u1,, rl'ailleurs, ne consitlí:rer que les suibes (2)

tlyu.nt rL -F 3 points 147 k|
Les fonctions r¡ui íìd.meb[0rrt rine décom.¡rosition (7) de la nature

prd:t:ódenbe cortrititucnb une iniportante gónéralisal,ioll des fone-

tions d'orrlte r¿. Nous les ótucl.icrone dAns un aubre t,ravaii. PrelI\B.r-

qllorìn i;eulcm.enl que t43 n].
"I"¡ü. oonditiorr nécesS{ìire el, suffìsante pour c¡u,'on pttisse décom-

po$cr Fl cn au plus clcrlx. sotls-ensernblcs consócubifs tel que .qtll'

c'haoun la foncl;ion soit rnonotone, la rnonotonie étnnb cìe eens

opJrosés sur le$ rleux sous-en$enrbles, est que I oo - I vérifÌe I'inê-
grrlité

l@r):frnax ff(ør), l(ør)1, nr.i r* I n*, n!, !:2, r:, G E.

I)uns ccbt,e classe ontrent non seuleme,lt les fonctions r1'orrlre f-,

nais aussi toutes celles qui sonb non-négativcs et dont ia pt"'e

prrissauce, p Þ l, est d'ordre L.

8. - Le voisinage Vl d'un point ø e¡b une scction ti-e E ai'anb

¿tti rrlrins /i poirrts à ga;lche eb ¿ul rnoins /c poinbs Èr tlroile de ø. Si

prrn ç,Kotptiol, il n'y ,r que í' 1le (r)30'¡poi.nts i\ gauoho (à droite)
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do ø, Vl doit conbenir l,ous ces p.oints of en pius au- tnoins Zle - r
points à droite ,(tì gaucl-re) de ø. Le voisinage VÍ doit, conterrir avoc

r, = Vl tous.les point,s de f intervalle fermé (a, n,) appartcnant, à.

Il. Il en est, cle rnêmo pour,un Vlj.

llútrurrroN. -- Lo. lonüíort, I est dite \ocnlent,en,t lonite'r.e1 non-

concqçle,,,,, etc", d,'orrlre n, sur Fl si ¿i tont :v e E ,,urarr¡, ond, un, ç,oi-

sintge Vl ori lø, fon,nti,on, est colrç,u)e, tlotL-c0n,c(¿ve.,.. etc.l tI'ort{re ru

r4? rl.
Totrl,e fonction locrleurerrt, convcxe, norì-ooncave,... cbo., tl'orrlro

¡¿. r]ìrrll, avcc t,: =-11'L*-!-?1, oot, ronlrexe, non-conoave, .". otc.,

d'ortl,rtl l¿ sur tl [,t.7 ll.
I-)årrs I;r cl,rifinil;iott ott rto peut píì.s rornplacer la conilition ír * fi:

par la. corrrlil,jorr nroins rest,rjct,i've ø ,; D. I,ar oxernplc, avoo ool,to

rrouvolle tlé'finif,ion, lR fonpl;ion

/(.i;) .=,,- 9, 0 f ø ,q l, /(rr) == n; --"_ [, I {. ru:*>. 2

esl, lncalonrcrtt, pol¡'¡1nrtn";¿rle rJ.'ord"r'e n ìì, I (r¡uel qrro soit /c) ct,

pottlLa.n.l; octl;o fonoLioll n'cst pts d.'ordro r¡,,

I)¿rns le cas cl'un int,crva.lle, on ¡reub rcrnplar:er V{ par un voisi-
n¿ìfj() [ììt gon;l ol'riin¿iiro. Pour t¿: \ nouo, l',rl,r,oìrvorìs unc plo¡rri{:tð
de J. lSrn<¡rrrun [[]1.

Orr perrl; ¿tulisri itrtposcr ¡\ utt voisin*ger Vf d'a.ut,r'rir.l contlif ions

cltfr¿r.ittarti, la corrroxit,ó. U¡r. porrl; r'l.irc r¡uo f a loca.lcrìì(ìnl, Irnrl rlroil;r.l

rl'np¡irri srrr I si, airrol quo soit; í¡i0 'lr 
.-l-J, il r:.risbo ulr voi.,irrrrrlo V1.,, ef

un'.) rl-roit,c non vcrl,irlnlo. p*.sll;rnl, .par lc poin1, (;ur, f(r:u)), lrii;sqni
- liì orir-u'ht1 ?¡ =.,, f(;r) non-r¡u-cl.tlssolrs tle c00t,e droit,e f,}ot¡. ;r; e; V1.,,.

,A.Ìills l,otrl,e loncl;ion tì-ólìrtio ct r:onLirrlr0 srlr l'ensoiuïrl0 ï)ï,q)riiin{r
forrnó ï.1, qui a. localctlcttI tlne dloite 11'appui, csI lrrjri-(i()ìrr)ir.v{,)

d'rlii,!.t'o 1l. sut'lì. On porrt Irôrire rlónrt)ttt.t'cr l¡ ¡l¡oprió{,t'l l;uivarrf,r::
.!i I ont clélìnic ot, seltiì-coribinno sulitirieurc.nlorìt, $ur rin ,f11-

scml.ilc l)r{)rìquc fr:rlné Ttì cL si, quel qrr0 soib r;,, c .Itì, on pr¡t bi'r)¡,r't}r,

deux. points fr' 1 fiir.<1. fi" [cls qrie r]als tonl; voisina¡;e V.].n * (t:', :ú")

il existe deux point,s frufrzt ør ( ur{.n2 vór'ilìant I'inir¿;riiÍi,í

1,fr0, frt, ø, i l] 10, la fonctiorr est non-oorlcave cl'or,r-ì.rel L srry ÌJ

[taT l).

?3

I
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rFour Ig,,dgrnonstraLion il suffib dc rernarquer que, si I n'€si,
'1Fäs nôn:qolÌ.cave d'ordre c., on peut trouver trois poinüs fr11 frp1 g,s1

_.âr ( frz {'. ø" de E de maniòre que [ø0, fia, üs; /] < 0. L,es ext,ré-
^ 
riiit,és de ltensenrble (fermé) sur lequel le maximuin () 0) de le
fonction Í!*) -:.iäiÍ@,,) -ffi:l(øu) sur la section (ø,8ø,)

est atbcrnt, sont des poinl,s ø0 e "E pour lesr¡uels on ne peut pas
t¡'ouver les poinl,s fr', fr" satisfaisanb à la propriébé domandée.

I-,a propriébé d'être d'ordre ru n'est, pas urìe propriété locale.

Mais, si à tor.rt ø ç E correspond un voisinage Vj, aveo /c : [#J,
où f ost convexo ou concáve d'ordre n, cethe fonadion est oonvexc
orr conoave d'ordre r¿ sur Iì [47 ¡].

g. ._-- Ðans l'ótudo des fonctions d'ordre ¡¿ il est ÈouL indiqué
d'intlotluire rfcux autres olasses cle. fonctions déjà considéréu, f ol"
E. llopr,[23] dans le cas rl'un inrervalle.

DÉrrnrrrow. -- Lq, nì:ne borr¿e d,e l,a fonctí,on I sur IN est d"éfínie
par

4,, : A,U ; þll : tti'. llït, ss,..., n*rt I l)1.

Si A, est; un, tt,otnbre fin.i La lonctiotu est" d,íte ¡i ¿òme d,íf lérence
dipisé.e bornée snr I!.

f)írrorNrrroN. --_ l',q. v¡,èrno vo,ria.tíoru íotrtlc de ln fonc'tion f sar. E
est dé{ì.ni,e par

nt--- n -- I
y, ,î v^lÍ ; Irìl : nìax H l¿\ jf t --- all, 

,

i=- 1

l,e ntu,c:int.¿tn¿ éta,nt [trís pou¡' tou,s lcs sous-en,,se¡nltles fíní,s (2) ¡],e H.
,si v,, est un n.ont ttre fuzí ln, f oncl,i,on, est dí,te fi nò,mc pariatiar¿ botvtóe

s¿¿r l,l.

Nous $upposerons quCI .E soit bornó.
si n,: t, nous a'vorì$ Ics foncf;ions vérifiant une conctritior-t cle

I-¡I,$jcrrrrz oldinairc et rrne génóralisal,ion des loncf,ions à v¿rriation
bolnóe déjà donnóe ¡rar ch. nr l¡ v.¡r.r,r,úr Poussrn f ri2], F" lìrr¡rz
[50 a] c[ À. Wrnrrnnrtz [65f.

su.r I'enserrble fìni (2), an ooTncíde &veo te m.aximurn des
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nt ø e= E' il faut ot il suf fib qulà
agc V (au sens ortiinaile) l,el que

(fl) l[x'1, r;p,.,.,ftn*r il] ---lrz, Íïr,..., rn+e't lll<.
frlt 'i¡t.,,, {l:n*Z € V.

Pour que f(n) soit oontinue sul'E'il fa,ul; eü il suffìt tlue oet,be ooncli-

tionlsniI ró¿lli$óe urìifortnólrt.ettt, stlt' J.d'. D'aillcttt's, tii lþ') e:cisho crt

l,oìlb ¡loint rlc IJ'tdle est cont,irttre sur ll'. Si ¡oo exisl;c ert ìltt o,, e ìl'
la fouot,ion osb $ ¡i,ònre d. d. llour<'le dalls lc voi¡tina¡¡o rl.e $,,, d.ont: si

/(") exisLe orr l,tittI p0int, do 1')', la fonol;itln f esl, | ¡¿ì:rrrir d, tl. bornórl

sr¡r'lli. Il l,'sI clitir, rI'a,ttlro 1larl,, qrre si f esb it (n, l- l-)':".' d" d..

bornóe sut E, l(") oxist,c en l;ou[ poinL cle l-rl'.

, Lcrt rçl¿\l,i.ons r¡rri cxisl,orrt, enl;r'c l(") cb l¿1 ¡¿òrrrc cl.rit'ivóé ínt. ri0ns

ordir¡iìire ont ó!,ó óbutl.it'lcs d.ans Jr,'cari cl.'ul-t ittl,ervtllo par"l'h. .1"

Slriir,l';rris f{iñ1, liì, LIc¡r'¡, [23], l,'lr. [ln¡tqtl.l,tu ]'f l cr rl.nns lo on,si

rl'nn 0rui0rn lrle f-,ì r¡rrcloonq.ìr0 piìl' norts-rnôrno, liltr ¡rn.r'l,icu [io.r:, si

/(") c;iis[,r: cn rnl lloirll, r:,, t: Itrr'), la dérivétl cl,'tlt'dt'tl t¿ ;t.tl sotts orcli-

rri¡.il'c r;.til;l,u ¿l.r¡ssi {}rì co Jroirrf, el lui osl, ílga.lo.

()n ¡rt:ul, ¡¡.ussi rlófinir t.rnc d.(rrivr';c cl^iroct,r: cl'ortJt'c r¿ à gttuclu:

/li') ro,, uut rJírriyric rl.iloct,c rt'ord.re ¡¿ ¿ì cLroil:rc ¡l') ttu 1rr.rinl, :¿ a: ltl'"

Frri' rIólìnil,iqrr lli,'){,r) tjÍi')(r,)l osl, ógalo Èr la liinil,o, si clkr r:;{iil1,n,

rl.<r r¿! l:t,, s:r,^".t &r,, i l.l lorsqtre ltls glirirrl,s :t:¡'.;,;,- t: l:tt¡ ,;,!. t:l rJrl lL

[rtuclonl;, rl.'nnr nraniil'c tlueloortt¡r).0 von] ø. .[]ortt'l'cxiliIcnoe dc ccs

c{ól'i.¡i:rlg il y a. rl.cs cotrrJ.il,ions rrfgossait'cs cb strffìiiat)t,r,r¡i trta.lo¡ltisli

¿-\ cr:lll¡ c-rprirnitc pl.r,f iuóglrlil,é (9). ll esb cla.ir r¡tre ¡ii. rl;t¡; I,'l' tt'e¡if

lirnil,o <¡u.e tl.'u,tr cô[,i:, o]ì ¡t{.ì cli;[ìnil, quc ]¡, ¡¿òr'o rlririvitLl tltl tc,¡1flí,í:,

c¡rri esl, nlol'ri irlcrrt,ique lì ¡t'0. Sii ;¿ ç ll' csl, ljr¡iil,c t,lrt rlctu,r- oôl,ils

Ð'L lini (:r) r:.r,isl;o , Íl'){*), llilþt) oxist,cnI a,r¡.ssi c[, hri Lrotr¡, +fr,1;;rlcr.

ha.rris l!j')(t;), l!j'\(:t:) p0ìtrrot!l; exirif,er' cL rrrr:irnt: ôl,r'c ó¡11ìrrri rj¡J,n:rj ([{r{}

t' {tt)('¡)e;risl,c.L)nlc>^cittplo,pottlrlafonct,ion l(r) ='"llü1,ä':,:,:( "1.,J.'),

lrP), l, f.n o..ri¡l,tjnf r:b sonl, l,orr[;r.rs Jos doux ó¡-1l.lcs à ztiro, ltt¡nl

/" (0) ru'0r',i11,u 1ra.s. Orr rioit, ar.rssi c¡tte, si. if') ¡¡{;'l¡ o;cir;[,c ott loul

' ¡rninf, ¡lr: ilì',0'osl; u.r.)t'r fonctiol corLi,irtt.ro i\ ¡;itLrcho (ù tltriil,c) lrrri' Ël'.

lî- -^- Ir¡¡.liriottrj 0üx frxrtit,ions d.'r:lltl,ta tt.'[-orr!,r: fcr¡ri:1.,ìrì¡ì rl.'(ir,Ìi'sr

r¡ -..,= J a rlos dirrivi:cl; oont,inucs rl'ol'¡lro l, 1à,.,,, tL--.- 1 ¡;tii: l,{riìi,i) i:ij:[].
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tion Iì, e .IL C)n pegt rnôrne d,úrnon[ ¡re, si I esl d'qç$r'e n ì.i f'

riarrs I'irtorvallc (ø, tr), clle a des déri cclnbinues d'or'ilre a 1 n'

(, -= 0) ¿1lr $crìs de LroUVl¡1,n-lttnnt¡NN dans tout (c, d) . ,(ø, Ó).

Il en es[, d'a.illguÌf5, ninsi pour touLe fonci,ion [ ¿òmc d. d. bornée,

corntne I'a nlonl,ré P. Morvtur, [39 al. Dans oo ca.s Ìes c}érivéss

rllorrlrc' ett[;icl cxistcnl eb sont conbinltes d.aus t,ortt I'inLervalle

(¿, ð) ct A. M,ln<lrr¡urr [36] a montró qu'il en ost ainsi aussi Trgltr

les 11órivóes rl'ortlrc rron t;ntier.
', '1.'o¡l,c fo¡r:l;ion d'o¡:dre n,Þ L a tlne rltlri'l'ilc à gauohe tÌ.'ordt'o ¡¿'

ct u¡c tlórivi:c à droil,o rl'or:rlrc r¿) con[;inucs à ¡¡a.uc]re roflp. à droite

srrl torrl,c secl;iori [,i, c .li]. .[ìien ertt,entì.u lf) tl(:rùl n'esL pas dírf'rnio

en ìrn poilr.l; o e: Il' qrr.i'tlsb lirniLe serilomcllt dc dtoil;o (tle ¡4auche),

nrais ¡rlors /{'o '-* 7?ù 1¡r't,: lf')) exisl;c crt oc point. I}otrr quo oe

que noLls rJirons ici soiL cohércrtb rlOus poul'rons filrpporier qlro

¡l'l gØl¡ soib prolrxr¡4i;c par /(,Ð $iur octl poinbs. L'cxii;{;onco rles

rlór'ivées 11'ordre r¿ rtisull;e clu fait qrre l¿ cl. d-. [n;r' frD,.", ]),,+t i l] est

rnolo'r,orle, de ttôtnc sen,s, par r¿ìpport à chacurtc tles vrrriall.le fii'

D'aillours ,, ll'],, /l') toitttidcnb avr:o ln rlér:ivóe à. gauchr: el; la tlórj.vée

à d.r'oil;e dr: /(rr'-rl .r, un poinb fie[1", Si en trn tr]oiil'f; #(; Tl' tltt

n lll') == Í!'i',,1o rlérivée cJ.'orrl.re n,, f(n) cxist,e a.ussi eL lcrr est óga.lo.

X,a clir¡ivée f('r) p"¡ conl;inue strr tout 1ìr c Il sur k:qrrcl etlle c'=;isfe,

coûylte I'a rerttat't¡rré I,. G¡.t,v¡Nr fn$l pour' ¡r:::= f. Sri ø <l ø',

fr, fi' ct ltr', on a

Ili')þ)'jil.:t:1, ìt21,...,..t)n.tLitl5 lï')þ/'), îJv, 'zs,..',{r,rr e (rlt)t')

cb

ll') r*) :í II;ù(ù I ll'\t*') { lli')(,,'),

poìr.l,vu r¿ue I soib non-concave d'orcl.re i¿ ñur Ïl.l-,'crti;crl¡l'rJo rJol; ø

rirrr lçqrreI ll'l /'.1Íi') .tt c.l'aillcur'; ttrt plus dónomlira.blo, c0llìrl-!e

I'onL l'rilnarr¡uí: Il" ì-Ìliltltstrlrn [ñ] cl, I . (irrl,r¡,tr'rt [trSl polr{'/f';:::: f.

[]ciur, n : L I'exishcnr:e dcs d(lrj.véos d.r¡ dettx côbós ir.. i't'4i ÓftrÅ¡litl

rlójà par O. fi'¡ orz f5ll el J " L. !V. V. Jm{¡;i':tt ft:'ll.
$i I cst non-oonc[\ve d'oldre n,, f(t') est lìon,coIì.{iiìv0 ri'oi'i.t1'o

n*-.h. Ðe ¡rôrne , lf'),ill') *urrU non-rlóctoissr-rnt,trr.i el i't't-l-t), 1l;r 
l'l),

¡("I t Í,rolrL nr)rÌ-irriglrbives ¡ilrr,t,r-ml; .u cJlcs; oxisilltii,,

Il rel¡;tc ir t¡:,-itlllirì0t co r¡ui st,. pû,srlo ¿{rtx (jri.l,l'(:t,.tit,,iri rì.r: .l:,1. lli
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tI Ê ll'la d. tl, r¿ l, l.r',, .r",,,. .r'4,1 ; fl tcntì \,or,s lrrì(ì rirrril,tr ou \.ûr,rr
-{. cn' oìJ ** 6, si les.r¡ -.-: r¿ l.endorrt'T'(ìr's rr. si ¿l e ll" uct,ttl li-
mite coincide er:cc ìa lirnit,e, au sons lìrolìre orr irnplt-rpr,tr, tTtr /l;,)
et cle lj1') Iolsquc fl' 3 .r: :'- c tcntl vrìrs (r. si, tìc ¡rlrrs, ìrr fo¡ctitl¡
est' cont,inue 0rì rr ol, si lr linrittr existc (l,u srrns Fr,opr,0 ou inìpro¡rrt,).
ljl') ("), drjnu ¡r.'rr (a) existe (rrrr serrs pr.opr0 ou i.r¡rlopre) ct, osl,
égale à cotte lirnito, Il est clair rl'aillt:rrls quo cct,'t,o lirrrit,e trst, t-. ,[- cc
si l¿r fonctiorr cst non-rronc¿r.ro d'olcL,e ¡¡ ot,cst, -*- oo si la ftlnc^
tiou ost tìor;r-Çonvoxe d'olclr'0 r¿. Si ln forrct,icur est à /r.tìr,rn d. d.
llornrlo au voisinagc rlo o,, borrl,es los tl,ór'ilti0$ f(i) (c), r, =*= rl,r ?r...,
À existent, et oeci potlr lt: ;i n,. Ou ¡rrrul, f¿riro rlos rcrìì¿ìr{¡(l$ iìrìi\-
ìogucs n:li\l,i1'cntent, à I'exlrúurit,r'l l¡,

D'apr'òs unc renrnrrlìlc (rlrrns io c¿ì"ij t.t.:: l, h1,¡rot¡òstr r¡¡i
cl'¡.illettrs rì'eflt, pas ici o¡r¡,cnt,it'llc) rle \\¡. Bl¡rsc¡ltrl rlt, (ì. prcri
[9-J, si f est d'nrttre I sur, [ì ct, si o e I1,,, 1l¡ q

(t: ^- tt,,\f o'(;t,) -+ 0, (;l --- a)f,t'(ø) *> 0,

si E' 1r âi .;::!: ,y t+:ncl vcl's ø. Conr¡rle t,enant, clcs rcsultilt,s drr no 7
ot cltls intigali{és olrtl'o les dirrililçs d'uno fonc[,ioli rl'oldro n (voir
plris loin ilo l(i), ttotls poll'r'ons ddltonl,rer qrre dans lg c¿ts rl'11o
fonot,ion d'orc{r'Q ¿ (ìÌ: 1.) nous ûvons dc nrôruc,

('t:'- n¡t'¡tt')i,r:) -+ 0, ft =-= 
'l ,2,'.., /l -'- [,

1t --- o)"ll')1x'¡ --+-0, (:r, -- rr)"¡1'')(;r,) --r ¡),

lorstltttl M' ::' 1¿.,:!-: ¡¡. be¡rl v.ors ø. I]rro ¡rropt'iíil,ó ¡rrul¡¡1rre a liorr ¿\

I'tlll,r'irlrlil;ó rlloit,e á tlc l!1. tl rte f a,ub lrts ouhiicl qu0 nouri rì¡[)'ori(ìrii
[ì fci'mó, t]orro honrt';, clorlc / clrl,'houtílc sut Il,

l.)¿rris lo c¡.s ll ,=.= i¡l{,s¡'va,)lc r-'rvcrh (¿, 0), L:s ¡rloPriôt,riii ¡roll, plrrs
¡lrticiscs. Irr0lt:'qrrn / soit rtort-corìorvo rt)sp. o0nvr)xg ,tl'o¡rl¡o ¡¿ .--.. {
il fa.rrt cl, il suf fit, rluo lt.Í), h;-r /l -- 1, cxist,u (J¿r.rt,r (rt, lt) *t, roiI
rr0rl.-t)(1fl0í[v'c d.'ordl'c I¿ i--" /t,. De nrrirrtrì, il flrut, cb il ¡lr¡f lì1, {}uo /(ir)
c;tisl,il cl; st¡ih non-tlór¡roir¡irallLo r0l¡p. r:r,oliisitnt,c, rinrrf lrtrrrí,.i.,(;rti
frlrlr 11tt 0tìif-'rn.bÏrì i1rr plls tltll'rol¡br'Äblo (po¡r rr. ,.,, I v6ir lilrl¡.
Si ¡t" r) orisl,e, Ia r:orrr'lil,ion fl,'t).:.1 0 eirt lrécr¡risitil,c o[, srrllìr;lirlrr
¡rcitil lit tì(ìn-0on(11ì.vil,il cr, lØ+\) 

'',0 c¡t srrffìslul[,c I)ot.,l. lt (]r.ì(r

t'c;rii,il tlc f " Irftln¡r ír.ïor\ri rrussi trnns oe , ol,ri n.\,,1| ; i,ì'l ...
-"' ,.\, rU'; Lrll e1:, n,Y,,l.f ; 14.l -- \/^.1,.Í,; lilJ, qrrcllor; r¡uc rrr¡i(url; ji:r;

i¡r)r'rl*i'j r:L lcs v¿u,i¡rt,iols üol,irlcs finics r,irr in fìrLics.'l'tliii,rlrt'rr r,t'tll'dtl L. (l¿l,v¡iu Ii{}1, I'cxísltlrÛlì rl'l(rr ru¡i(Ììri; ::.



ør (.Ã,.-( ø, pour tout ør, frz ê .(a,, b) dans la formule des accroisso-
ments fìnis [ør, nzi fl : Í' (E), est'néoessaire et suffìsante pour
la convexité ou la concavité dlordre I de la fouotion dérivable I
clans (ø, b). A. Tunn¡crnr 

'[58], remarque, d'ailleurs, qu'on a

LITS FONCTION.S CONVSXAS

4 ZL+!' suivant que Í".1"' l 0, en supposant I'existence de

oes dérivées.

Si I est d'ordre n ) Zet Ao est le maximurn,1. I II dans I'inter-
r"alle feimé (ø, Õ), on.a

(J0) l/'J <#T , fft,{@*-a)(b-n) l=Bzno, re(at-À,ô=.-),)

{ìvec

r\ : s(z l- d/e)ls < 3s, B :2(7 +' 4\/s) < 28,

I-,es inégalités (10) sont arialogues aux inógalités

b'- n) l= rr¡n, n e (ø, b)

de 4,. M¡.nrorr, [37] et S. I]nnnsrorn [7 b], lorsque I ost un pollr-
nomo de degr'é n.

P. Mor.rtrr, [39 bl a remarqué, dans le cas r¿ : 0, que I'intégrale

Í(t')dt, d'uno fonction nou-concave resp. convexe d'ordre ,, ,ut

non-aoücavc. resp. convexe tl,'ordre n "f l. On voit, d'ailleurs, qrìe

si /c est un etrtier; positif, el, f sornmable et, non-concave d'ordre ru

tfqns (ø, b) (n .1;1), lliniégrale d'ordre fr

t

('r -" t)k-lt!)dt

2

esb non-cofì.cave d'ordre n f- lo dans (a,, lù"
Si g(l) es[ une fonction non-dócroissante et bornée dans l'inber-

vallo (ø, ür), ltintégrale d.e Stielbjes

(tl ) .f.
G"(n, t)dy$),

I)

lr--tlf- x*- ?¡



3o 'f,uu oonarroNs convnxns
1existe eü repróscnt,e une fonct,ion non-ooncave, d,ord¡s ¡¿ [ ¿òrne.

rI. d. hornée rlans (a, b), On voit,, d,ailleurs, que siî > t,---"' !tr\!v !4 ,v

fn;@) : fo *^-*(n, t)de(t), tc : t, 2, ., ., n * 1

eú.eip=f,
l['){*) = ?(ø - 0) -".,r(a), t|@l = 

,p(n i- 0) * p(ø)

pour t,out ø e (a, b),
Réa.ipro$rement, toute fonol,ion non-coiicave d,ordre ¡¿ (= l)

u;t.l 
i1..9'1" 

q. d, bornée clans (u, b) peut se **ttrr, à unpolynome
arlditit de degré z près, sous ra forme (rr). Ii suffiù de prend*e, par
exemple, g(r) : Í!í,)(t) et d.'ajouter le polynome

:l gtg¡ctt(a)'
d:0

lv.'Br,.¡'sc¡rrca et G. prcrc [s] ont cT.émonf ré, dans Ie cas n : i
que la représerrtation par une intégrale de sLieltjes esü toujours
possible. LÌn efTet, I'intégrale

1t
ö(Ð : 

J " 
,* -- a) (b -^ u)d.l¿,(t),

ot\ c : u +!, existe porï a 1 t( ó eb est une fo'ction non-dé-
croissanhe, bornée da*s l'intervaile ouvert (a,bl, Þln pronant po'r
Õ (u) une vr¡leur convenable s Þ (ø l- 0) et po'r o (å) une valeu.
convenable à rÞ (å - 0), nous avons Ia représent,abion

f(r,) : I ttr(n, t)d,b(t),
I

l*u
avoc

H(n, t) :
æ* b

l::l t

a-fr
¿*;'

t 5_n,

82n,
valable pour toub point, ø irrtérieur à I'intcrval lø (a, b).

12' . on peut, ét,udicr aussi cres .îérivóes dérìnies autler¡rent.
Pour sim¡ilifìor supposò's I clófinie dans l,i.terv¿rile llo¡.nó

(a, b). s'¡rposons qu'à torrt, ø . .1o, ö) corresponrle ìrn enscr^l¡lc e
rle corrples de poilrbfi (fr,, u,,\, f,els q'e n, { n < s,, eb q.e ¡oLl¡ rrr)i-

FII.IAtA (:LUþNAFoc/\

t0T'E\-/"1

tlE?'t/L

i,i.l
ffi

MiA
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sinage fl cont,ittnne all moi^s ull oouple (n" n"J' Le max' et' trtl

noin..ie'2l,n', æ,, n"; fft'tlndent', pour )' -> 0' lorsque les points

fr', !0", (ft', n") € ¿ re ste nt d'ans I'int'ervalle (n - ì' s --Ì- l)' vcts

les lirnites (propres ou inrpropres) t¡'l(o)' Ð'l(ø)' Nous pouvon$

uppllu,* ixllø¡ u,ne d,érittë,e scconrle ntpéríeure génd,rulisé,e an s et

_pvrrl un,e'rl,ëri,ué,e secotrl,e in,férieure géné,ralisée en n' si' en t'tlltb

ioirit, fr (: '(o, l,), nous avons dófìni les nornbres ll'l(')' Ðtl(r)'

ß'r.rs ..vons îr..o'clór,ivrie scoontle supérieure l'esrr. inîér'ieure góné-

r¡rlisóc dans (ø, ¡r). si f esb deux fois dÓr'ivable on a éviclernnronl'

Íil/(ø) := .Q2f(ø) : 1",(n).

I'[ous ilvons alors ln propriól'é suiv¿tnbe :

Si l esb scuii-<lorrt,irr're s,rpériouremor.t't qt s,il existo une dérivée

sccondo supí:r'ieure ìlzl1r) tellc r¡ue

i-jI(ø) ä 0, c e'(c, ö)'

la fonction f esl; non-colìoÍlvc cl'oldre ll d'ans (a' b)'

--tùr cflcL, soit, p- -= lnirt 'D'?l(ø) dittls (ø' ä)' Nous aYotl$ r ì'; 0"

5ip>0,lapropriól'órósulltrdelaproptiól'érlórnoutrócàlafïn
rlu ¡o 8. ïrour ¡t,''.= (l,la pro¡lri(rl;ó r't'lsulLe c.lu tait c¡tr'rllors I 'l* ø"t:n

où ø,-* 0esL cla's [r; cas ¡/- > 0. Les fo'ot'iolts I -I- o'n" a ]> 0 sO¡rh

rl,orrr; nolr-0onoiìvcs d'ordro 1, il tlr-r cr;t cle tlrôtno pour ìr:ur lirnite I

si a-' > 0 (voir lrlus loirr rio l.'7)'

I.)ang le r:a.s ¡rart'ictrÌior ø' =' !) -"'- h''.t:" =:: a -1"/" 0 < /¿ o- s'

e .} 0, 'ñ,11r;¡, D-,1þ¡ sorlh los rl.ôl,ivriel; tlcco¡.trJ,cs górrór.alisÓos }rallì.

t;utrllos ob ta prnp'';'i:to:r prí'ctidrlnte elrt th;e à Íl' Snrts ["5å ;iJ"



Cì }TAPTl'RE II

PROPRÍÉTÉS DIVERSES DES NONCTIONS Ð'ORÐRE r¿

Í3. -- Pour une fonction non-concave d'ordne L nons avons
I'inógali té classiqrre

(12) 4v!##P;:;+#1) = t

or) pi ) 0, donnée dans un cas partioulien par O. I{ölnrun [2å],
et, dans Ie cas gónéral par J. i-,. \ /. V. .Inrvsnn [27]. Si I est convexe
l'írgalité n'est possible que pour fir : fiz: ... : fr¡¡¿.

A. rur, Crrrnno [15] a gérréralisó cette inégalité par Ia ¡ruivante

les irrlégrales étant prises d.e ø à å et où p(ø) est sornmable oL pres-
cluo partout ) 0, q (ø) mesurable et bornée dans (ø, á), i(ø) non-
crJlìeevs d'olclre l dans (ntrlvl)', ûL: niin g, M: max ,. Si lest
oonrrexo et rp n'est, pas presque parl,out une constante, nous avons
Iu signe { dans (13). Dans des cas particuliers, I'inégatité (13)
a rtéjà été signalóe par J. L. W. V. Jur,{s¡n [27] et G. Pírr,y¡r, t46 a].

'fouLes ccs inégali[és .résultent du principe suivant : Soit I
ìrorì-cgncûvcr dtordre {. sur Iì et .f une famille de foncl,ions g d'une
orr rle plu.sieurs variables, défìnies sur un ensemble E* de manière
que : Lo g est uniforrne e[ toutes ses valeurs appartiennerrt à E,
2o si pu !2 e ,li .oR a aussi le g, e- í , ?, i- g, = ú, /c étant unc eons-
tante réelle,3o si ?.fi, on a aussi Í{q)=1,,4o L u Í1," Soib alors
(Ìt.q] trne o¡rération foncl,ionnelle linéaire non-négative, cléfìnie
pour la famille .f, dont les valsurs appartientrent à E et lelle que
OL1J : {. O¡ a dono :





3tt

f.t I

I,NS TIONCTIONS CONVI'XES

:,, t¡!. ,cóliliiiruo ol non-concavc tl'ordrc L tlans I'intcrvallo fermé
T,'osOtrs

i'd*
I

Ay fk)'d*,j,
tlù, tiour sirn¡rlifier, nous porrvons suppo"cer rp'corr'tinue dan,q'(0,1),
t,olle quo 0 I o':.- ? I p:-:-.1, " <.- ß.L'inégalii,ó','clo .Iensrln s'óolil,
alors lì, -'- Al"--,1(^)- O. Si, de plus, g csb non-concave'd'orrlre
0,1,..", n n0us avons ['47 tl,

(16) r,,;;:.1:,'fi. r-i(.i r trl(¡-îif) I (0ll:-l-P--n),Nø,1c,.

';,[f s A:í: (i -- {)" -t- P 2 I

ot

(t,) A/ *. Ê "t]ry :::J!!-:l: !.)4 ¡1o¡ .r-
þr' 'l- lXA -*,)

n(Ê -- n) p--a.

si a, 5, ¿ ... l_11_:l_!.

n l-1
Si, tlc ¡rl'us, l¿r fonct;ion f est c{)n./.oxe, }'ílgalibé dans (î1r) n'est

possible quo si rp osl; rlga.lo au ¡rolvlLonro qrri fì¡1rrro rjontrno al,gu-
trtrlrtl, de / clarrs lo scconr-[ rneurbro o1, rJans (15) sotrlemr:nb si

r:=¡r.-f (p'.-,')I
1",

. p -1. n,r.-*.(t¿ I l)A
t -' - .^...- -.

lj -*- *
n; --- )'

(,les rósultal;s oondrrir¡cnb à ìa. limil;a!,iolt sup(rr:icur,o'.lo B/.
I)'aplirs I(. IdNorp t:|2 blon Íì, si g r.rsL lon-tlóor<lirirsarrÍ0,

. tì, li ,,'*n [ \!)-- -:')-ll',] 19-: y:V((\ 
-. r( 

'l

(o', il,¡ ! ¡i * *- 
-'-- '-" /('Ù l'

I-,o tna,rinlrrrn clu scconrl. rnonrbi'e cst at[einl; potr nno ssuìo v¿rlcrtr
rti cl.c et, r:i I cst, oorLvcxe. J.,c rnaxirlrtm cle ll¡ ri'crih alor,s nl,t,cint, <ïue

p:lr dcs fono[,ionri d.ir;conl,irrìre,s) paì] oxelnplc 1-,ar

0lr¿l I ,tr.

þo.
?, __ ^.f-.-.::t .::." .i. .i-'.' It4 -, :::-
| ---- v-

, {r) On peut passer facilcnient, à un intcrvallc fcrmé (ø, 'ü},quolcouqu0
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Lorsque g est, oontinuo, r¡on-d,écroÍssante et non-concg,"t¡e d'ordre f.,
on a [4?*J,

Þr s *uoo, l/(*)* 
'+=# 

{'ttø - Í(qyldt- f(,) t,:;', l- | ø*ß\ [r - 
a 

o,) o ',r-, r'\*,,r!
(o,=#) ra

l'égalit,6 n'étant possible, si I est convexe, que pour i¡ne seule va-
leur øo ¡le r eL pour la fonction

tp:a*(P:") * ø_-tr

Dans la démonstration que nous ar'ons donnéo å cos résul{,ats
[4? r]' nous avons supposé, tLe plus, que I a des dérivées ffnios on 0
e$ l. o-n peut facilement, voir quo cette restriction n'eat pas
essentielJe.

J. F¡.v¡"nn tl6] a'démontré, entre autros, que

I
l(2ut\)dn,

si 9,0 Sm S ç S nd, est non-convexe d'ordro f. dans (0, {) e+, Inon-concavq (intégrable) dans (0, Mr), Mr: rnax (M, 2A). Si I esf,
de plu-s, conl¡exe I'égalité n'est, possible que pour les fonctions

f :trø, ¡'$-xl, p[(f -2],)n.fÀ_1"--À!1, p]0, 0<À<{,

({6) x
ì*7

valables pour toutes les fonctions non-co¡lcaves d'orcl,re r¿.

condition nécessaire et suffìsante est que l,on ait [4? h, ,ßz É],

(t7) X ,*f : ,, fr : o, r,..., n
::^aÉ ¡

f-,4

:À¿- \
,: l.:1,r20...rm-n_1,

on suppose, bien entencÌu, qq1,il s'agit ,L'une fonetio* défi¡.ie
sur les poin[s ø¿. Lorsquc ]a foncll,ion est ilófinie d,ans ur, inl,rlrvalle
oontenant les poinl,s fri, les cond.ition's þr:écéclenbes ne sr't plus



3rì Lr;s ¡.oNc,rroris coNvr;xr{s

'itdtrt:*rsairtls llour ¡¡ )' l. 1)tttrs co c¿ìs l,,rs conrlibions irécoss¿tirtrs el,
suffìsunf,cs sonl, (t7) e t

tnt

* ä p¡(:i, --- i¡:){ : H pi(;r¡'- :r)n ,l; 0, :u s (rri, r¿i* r),
¡--- t r -= ¡.,¡. 1

l' : L, 2,..,, lr¿ -- ¡¿ -- [.

Lorrjlllr.û l¿r fonr:tioil 0sl, convetre t-|.'olrl¡,0 n lt-- si¡xno Þ Lt licl tlûnil
(lrì),

{ìo.siclóro'e r' ¡:rriirils ri { rr {- .,, <
Àr, )'s,..., )'". P¿rrnri r,or-rs,lès polyno.nrcs tlcr clcgr,(r r¿ rls lit [o¡rrro
F{rr:) := r* l-;.., il cn c.xist,e nn et, un sotrl p,,,(:u)renclnnt rniniururtr

I'exprossion f ).¡[t)(rr¡)]s. Nour avons ¿riusi uno suito do ¡roly_
¿,,. t

Ilf_tilì08

I == [lo, [tr, .'., I'r-r, It, : -tr.I t, -- #i),

qni sonb or,[hogortaux, ol.r 0e sens qlre
i=* 1

fi P*(r¡¡t)p(ør) == 0, a rr= þ. .

i: r

L¡es zér'os drr polynor.nrì P,,, (ni ( r) sont torrs réels, tlistincbs ot, à
I'intéricur cle I'inl,oryr\lle (r'r, ø,). I)o plus, les zóros du ¡rolyuonro
P,. s { rn, sonh séparés piir les zéros yt. S ?h 5... <
nt fj r, c'est-à-dire tluc lLt srri[o

Pr(/,.), It'(y¿) It,(y,,)

¡rr'óscnto s variat,ions [47 ft], oe qrri pr'éciso beartooup Ia cliiil;rib¡-
Liorr d.es poinbs fií, lli.

Les zéros 

I, 
O* P,,, soüt dótelnrinés par le syst,ènro

v
íÆJ À¡#T, , : 0, 1,.,., 2nt *-- ,i,

¡': I i:. 1

tlui clonno aussi les nomhrcs posit,ifs pi¡ I _. i, ?,..., nt,, quc nou$
nppclons les 7:or.tcs clu polynome P,,,, Lcs l¿ soub les poitls de pr.

'l'oul,o folrction définie sur les poinbs ø¿, !/¡ cl non_conouvo
.l'orr:lr'*l irnprrir ù ;= )¡¡¡ *- l, vórilìe I'inégtrlité

p

fl r.ol(nJ 5
i =l

T r,l(rr),
t=='t

(,r, .- t, i')>. .)
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Pour r - rn { {,l'ini:galité revient à l'inégatrité de défìnitio¡r.
si, de plus, la foncLio^ ost corìvexe .nolrs avons lo sig^e < I-4? r].

Soient, mai,utenant 4I zz {... <
dintincts, du pòlynonlc P,n * plt,n,r. Nous avons le svsl,òrne

D.7\)/

f "izì : )i',,u), s-û,7,...,Zrn_.2,
' t__-.7 i:7

qur dél,ernrilre aussi lcs poíds positifs v¿ clu ¡rolynorne Ir,, ..i- pp,,.,.r.
T'oute fonc[ion noÌr-oo]loave d'ordre grair n : zm. - z, cléfinie

sur les poin[s t:¡, zi vóri.fÌe I'inégrrlif;ó

)l] ''itr¡ s= ä ),1@¡),

NI

i=- I
( m,ì:7, /' i_ì;

n. .l'2
--T- )i=- t

pourvu t¡ue le noru..bi'e p soi[ choisi rlo rnanièro que h 5 ør, qui
poul r -::. t'n revienl; à I'inó¡4llibó de dófìnil,ion. Lorßeuo Ia fonctiorr
er1, convexe le signc .--_ a lieu triT iJ.

Pour ilt =: r on pcub v"oii' aussi que, si f est conbinue eb croissante,
ou clócr,ois$ao.l,e , il existe un seul ø, f;ol c¡ue

H ^'fl'o)';--,r
f(zr) =.. ----l --*.- , íü.tr "::1 :i.z /--. , . . í rr,

KIj' ),,
.61a4

d=.= I

eb, si fr, { r,r,0n a Í,r 4 zr 1rr, [3] hl.
Da¡rs le cas n queloo,nqlre, on peut fairc ,. .-> m eô obtenir airrsi

eles inógalités analoßues;ì cello cte J. L, \,V. v. JrcNsïrn l_voir 4ä É1,

'16. -. f.,'intigalil,é (f6) pour; anssi ôtro ócrito sous la tolrne
' llL ìn(1s) X ¡r'¡ = ^f, f(ø,),

, ¿=--1 d-l

4!í t)zl.-= ... 
= 

frnt¡ llt lí yr:l ".. t y,,, si les ra,¡i¡rorts ¡nu{,'t¡¿'li
rles cooflìcicnts p; sont rabion¡rels,

Pour que cel,te irtégnlité soib vórifìéc ¡.rour toutc {ç¡ction / rron-
décroissante, il faut et il suffit, guo ír¿ l:y¿, i, =--. 

,.1.,2,... nt,l¿ls c¿rs

d'égalitós ébant, irntr(rdial,s.

G. I{. II¡nnv, J.I-,. I.¡r.lrr,nwoon et (i. Uór.v*t[Êt alct, J. l{,rrr,t-



lìB Ltcs tloNcTlons coNvllxns

.lÍâ.rr\ ['311 onl, oxilnrirrti J'inógnlitó (l.B) pour une Tonct,ion iìotl*

colroitv0 <l'olrllo 1" Trâ oonc[itio¡r nécessaire el, srrffìsatrt,e chel'ciróe

:csL itlrlls

,rr .[- r:z l- ... I r;a I= ?lt I ?lz l- '"' ) ?/¡, ¿ "= { ,2,"', rtt -"- 7,

rr'1 -l rl, -{" ' '',.1' r,,, ''-- ?lt 'l- lln | '' ' 'l' ll,u'

(lghf,g ootrrl.it,ion clit, d;c¡u.ivnlr:tti;e à la. suivnuIe[2tr hl: {)n ¡rorrb

[ronvot' ¡r¿2 lL(lulìlt'eii lÌoÌl-llé¡1al,ifs ¡r¡; l'els clrt-o

qi '\ I)i1(t:t 'f- ¡l;21:2 | ' ' ' l* tr)i¡tÅ:ttti i' '=" f ,')r'" , ftl',
t¡¿ l/l

7) ¡'r,'' V" it¡: " '1, i', ¡ '" r,'),'''tttt'
i',. I i =..1

Ilans {lcl,í{) citl,(;¡4oÏio r{ìlì.tro l'irró¡¡a'!it,é rl.e f(. I'oun ['5{}l

n¡-- - I

i:1

nL

¿l r=1

'v¡lrtbful l)o¡r tottl,l.l [onril,ion Ilon-cotl0Avcl rJ''orrlro f , los y¿ ól'rlrrl' lcs

zrir,ori d.c la tlóriví:e rlrr pol'yto*, 
'[tï 

lv -'*rr¿), l'írl4alit'ti n'óharlh Ptts-

i"='l

tiltlg ¡1orr1 lllle fol¡.cbiolt oon\¡çxcr qllo $i Q)1 -'" fl'à: "' :--1: ;t1,,," l?ottr

lcr; f rrrrcl,irurs tlo |a, for¡tc frr 0),,-- I rrtr P ti 0), ctlLl;e irrógltlibó a

til,ó r.l,cjr\ él,ucliíru parill.ltl. ll¡¡.y f !21 r:1; s. I(¡I(rìIA [íì0 e l.

[,'ir r ó¡1u.li l,d; r! c &4 " I) u'l' ltovl'r' cl r r Lz14]

*;¡1øc) ,5(n¿-l)l(o) ll x,,,
ill

í=., 1

r'¿ .:j 0,

li :, J

0ì r l'ilu:ìp;rrlif,é phts,gírn ór'ale

l';;]¡,,¡1,¡,,¡ r:-; (i;"lp¿ . 1)ttol "r t(flr',*'), r¿ ': 0, 1)¡ ì> {},

oir / osL non-Ootlc¿ì.vr; d'orclro t dArrs (0, -l cn) ferrtté t\ glutllttl, ¡lctll;

ric ratl;aclìer tìrrx irl(tgu.lit,érl ('tti) c[ (1.8)'

[]¡ur q¡o l'o¡t aib, q, ,{r, Ól,a.lb tìon-(ló0roiss¿rntcs.

f"
It h

!@)tlt::.,;1, !(,!)dn,

pour l;ottilO folltltitl¡i f contintr0 t¡t, rìon-conca.ve cl'ordrei t, ìl frrrr{'

cl; il r;uf f.ìb qu.e

t'lt /'b

,j,_ 
,r,t* t{= .}u 

*l.d:r, a {E {.b (pour E :- ü,lo si¡4nc ¿51' ='.')
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ou bien, sous une autre forrrre, équivalento à celle-ci,

39

ll

l,t - ),ld,n 4
/t
I
{

Jo

l)

l+--Àlrlø, (potn: À '= 0, le signe est :),

quoJlo qìro soiû la constarrte I [2] b].
'J.'ous co¡; résÌlll;abs s'obtienn.ent, facilom.enb, on remarquarìt {u0,,

pour qu'une iriógalité dc la formo indiquée soi[ vraie pourtoute
forrol,ion non-ooncqve d'orrlre n, il faub et il suffii qrr'elìe soit
vr&ie pour un polynonre de dcgré ra et pour les fonctions do la
fornre (1fr -- I I .+- ø --.).),,, ), (¡lqrrt rure oonsbi¡ube.

Clolnrno une ¿¡¡¡llical,ion de (1.9), on pouf r:onsidérer I'inégalité

Í(" )- h) -l- f(n---h) n -l- lt,, n ---.1¿ e . (a, lt),

r¡r:i osl; vérifìée par toul,e foncbion non-oonoave d'ord,r+: l. dans
(ø, l¡).[lóoiproquerncnt, boul,e fonct,irtn sonrm¿rblo eI serni-coul,inu.o
srrpórierrremerrt, qui vér'ifìe cebl;c inégalibó, rlrrels quô soicrrl, n øl
å possillles, est .noll-concave cl'ordrtl t tlans (a, l¡'1.

T. Iìlro t4B trl a gí:néralisé cef,to inþgqll¡,ú de la mn,niòre sui-
vanl;o : I'inógalité

It i, ,f)l ," ¡¡"¡¡"a'l

n l-h,t;**hæ.(a,,h),
esI lérilìéc par toutc fonol,ion conLinuo, posil,ivc oI nrln-oolìoavo
d'ordre I dans (ø, b) si, cb seulclncnb si a :-i .-.-.^ 2, Ê ':Ì 0, riu

2',

0u, enlìn, o ì 7'3p 
= 

d -j- 2. Si 3p
conlirtue ctt Jrosil;ive f satÍsfail, ri l'irLégalit,é (20), clìo r)sb nr¡il.

'oor0avo d'ortl.re I dan.s (a, h). ll crr rósulbe qìr.c les fonct,rons
ar.rnLintrtls, posil,ivcs el, lt,on-cor)citvos d'orclrc f ¡;ortl, oarl.cl,ó¡.,ir;éos

¡rar llinÉ;galitó (2), si ÍìB == d,-l }r:t, -.-. 2 f.:,r:i -" |.,n,,-..., L,

lV" "-^- f)n pi:ul ¿rtrssi ól;ablir dcl; inógalit,d;s ontre lor¡ vi¡lr.rr.¡¡'li t,.irr llr
Iorl.r:l,ion f r:l; d.e ses tlóriv<ies jusqulr\. u11 cor,{,ain or¡hc 1,:_, iL. i¡t¡rrl
sirnplifìc't', rir.tpposonri f tlr'ifirrio d,a,ns urt irrt;r:r'vt.ll<: ooruíoir.rìnl, .lai'

Jlrtirrbs tt, ,,7^ tz.:1. .,. ='i.fr,,r. l)orrt r¡rr-lt I'irróg;tlii;ó
nL Li /,i

(2,1) :H ,þ)polr,,(nt)-:t0, .ï.1 I,t,l 0, i,,,.,4,'t,,..,",rtt,
i,:.:lì.,,-10 i,'=l)

I i'*-r h '

'=Ih .1, -.,, Í(t)'lt 
<

!
c l(h)p-l-frÍ( t)

t
ii

t
h)tt(20) :-- ')
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ûrì t 5= fr¿ 5. n, et, f{o désigrre tr'uxte des dérivées ff,), lf) lrron pau

u,êcensqireiûent la rnilnle porxr {;ous nee øa), soit vérifiée pour tot¡t¡¡

feinction n{)}ì-ûûnoe.ve c$'o'rtårel"Fa;l;il faus et il suf{ìt que

nL Åg

H H Fors(;ç^*,'{) "'(s'*, i + l)n'¿-*": Û, s:0, \,"',fr,
, i:!¡-$ ',

,, m ht :'.

'X H pu"(n .'*1{) ' ' ' (¡¿ --- /" -t' 'T-)(ø¡ -- #)"-i iÌ Û, u Ë (*:7,1'r+r)o

f': r-{- I f '=. $

n'est autrê que la limits de l'inégaTité de définiüion ({) lorsquo

les points ø¿:.tend,ent I'un vors I'aut,re par groulles de &¡ -f- åt les -J- â,

"..,1t,, -þ f points. On peut écrire cette inëgalité sous i8, formo

lfrt, üt, ..,t frr, fr2, frr, .'., fi'r,,"1, .ùnri''t'fr^, ,.,¡ rr,¿; ll 
= 

0-{rn- -ilj:r-' '-äîr-
et, Ie promier mombre es-t,un quotient de d.eux déterminants qu'ort

obtient faoilement de la d' d' d'ordre n +- I par applioation répétée

<lo la réglo de l-¡i,I{ospital. En partioulier, pour ffi == 2,, lh - lË,

noue obtenons

(.-- î¡"-*or H
k
i

n.- Ir

n*-lt,
&

i:0

Si la fonction I gst convexe d.'ordre n, d&ns t,out,es oes inégalités

ìesignelalieu"

lE. ._ {.Ine fonction peut jouir à na fois de plusieurs progrriétós

cle conv'exité" Itrn pattioulièr, les fonctions qui sont non'coneå.lres

d.'ordre 0, t,..., n s'appt:llent, aussi (¿ -f l) * loís rnonotones et'

intervionnont d.ans tli.vers problèmes d'Analyse Mathématique.

I-r0s fonobions non-coÌìtaviJ$ de tolrl ordre ontior non-nógatifs

sont ausiji appolées fonoùiorxi complètement mo¡Lotorlns. Nous clirolie

un moll sur ces fonctions au Chap" suivant"
II exi¡rte des fonotions d,élînios sur un €nßemlilo fìni, jouissant'

¡--

FII,IÂIA CLUJ.NÀFOCA

[sli:LtÕTËÇÂ

l¿\ lî-Ì

ctr.lÏL,U
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de plusieurs propriétés de convexité donnéos d'avanoe, poupvu
que, si la propriété d'ordre ¿ est de polynomialité, toute propriété
d'ordre ) ¿ soit aus'si de polynomiatité. D'ailleurs une fonction
polynomiale d'ordre ¿ doit nécessairement être convexe, polyno-
miale ou concave d'ordre n- l. on peut aussi trouver d,es fonctíons
(polynomes) jouissant d'un nombre lìni de propriétés de convexité
ou concavité choisies arbitrairement dans un intervalle (ø, bl t4z d]

La famille des fonctions d'ordre ¿ esü invariable par uno trans-
formabion linéaire. si l, g sont, des fonctions jouissanü des m6mes
propriétés de convexité, les fonotions cf, | | g jouissent aussi
des rnêmes propriétés si ¿ esü une const,ante positive, la convexité
et la polynorniatité étant regardées comme des cas partiauliers
de Ia non-concavité. on peut aussi préoiser les aaractères de con-
vexité du produir lg et, de la fonction de fonction l(g).pan exemple,
si I est non-concave dtordrs - 1, 0, l, ..., n et g non-concave
dtordre - 1,0, 1,..., r¿ ou non-convoxo dtordre - Lr 0, !.,..., n, le
produit lg est aussi non-conoave ou non-convexe d,'ordre -- l, 0,
1r..., f,. Si l, g sont r¿-fois monotones, l(g) est aussi z-fois mono-
tone,... etc. De telles propriétés ont dójà été établies par J. L. w.
v. JnusnN [27]. pour les fonctions monotones et les fonctions
d'ordre l.

La limite d'une suite converger:fe I l^ | de fonctions jouissant
des mêmes propriétés de convexité, jouit encore des mêmes pro-
priétés. D'après P. Monrnl [3g b] si les f,o sont non-concaveg
d'ordre I et égatement bornées sur un ßous-ensemble conrplète-
mcnt intérieur à E, lim Í,u et max f,o sonü aussi non-ooncaves
d'ordre L sur oe sous-ensemble. Ces propriétés restent vraies pöur
les fonction.q d'ord I ou 0 et aussi pour les fonctions qui
possèdenb deux ou trois propriétés d'ordre - 1,0 et r, mais ne
¡ont éviclemment pas vraie pour les fonctions d'ord,re ) l. pour
le voir, il suf fì[ de prendre la famille de deux fonctions fr, - n,
qui sont d'orclre n ) l, mais leur fonction maximum l'ø | n'est
pas d'ordre ¿ ) I dans un intervalle contenant l'origine. G, vl-
r,IRoN [6] a] a précisé les résultats précédents en remarquant
quesi f(n;t) est,continueerr sel, t pour alø3b,a3tlB
et convexe d'ordre I enn pourtoub ú, Ia fonction max l(ø; ¿) sur
Etc (a, [¡) est aussi corlvexe d'ordrc I dans (ø, b). L'exemple

I t t,t(a;t): 16-t2- 16-(2n-¿iz --t< r1l, :



4'2 ¡,r,;s ¡'oNc'Ì'Ic)Ns (ìotuviixtÌtì

lìous,rnontrc'r1rre oot,to ¡rlopliótti no 1.reut, s'ét,errrlle ¿ìtr rit$ ¡¿ Þ Ì.
¡\tt contr'¿lilc, coninie-(ì. V.lr,ruow [Sr nl le rcrnar{uc aussi duns

le ens |f :::.: f , I'irrLógrrrlc f 
't/t., 

; t)t/f esb non-corìr'rí11-o rcsl). or)nvexe
.t.l

'cllor'dre n. si i(r; t) esí, norì-rrrlnci\vo rcsp. conveKe d'oltlrtr ¡¿ I)our,
t.i:ul, r. Ici il suflìN d'ajlìculs t¡ue I'irttúrglaltr oxiste tr¡ srlrìs do T,u-
'llliscìtltl, t¡ttel tlrre soil tr et olt pottt, óvitlornluerìt, relnplnct:r'(a, å)

par riû elrsenrble Iì quelcon(luo, t:t, (2, p) pal nrì etìsèmlilc nrosu-
I'al¡le quelcoriqrie.

T'out,o fnrltille tlo ioncliorrs lrorr-oorì(]tr\ros rT.'olt'lro C. ct, tiga.'ltiinont,

Ltornóos sur fì est, aussi rigtrloruent cont,irrue tlonc nornri\lc sur
t,oube sr:cbioll c .Fl. lI. Ntcolr¡rsco 14f,l a cl.rirnonl,i'ó rlue la f¿rntills
os1, ttol'tn¿rle lìortrl¡u t¡tte lc:s fonclious soicut, ó¡¡tkrrnont bolnóos
strptil'irlurernellb el; r)rt rlótltrih rlue t,out,c suibc rnonotr)nt-r rlc fonc-
t,ions nolt-concitves d'rlrtlre f r¡ui oonvelge crì rrn ¡roint íì:,, e . þl

convel'go nnifoulrdxrrclrb sul' toul,o scotion c .I:l).

lS. ---. Il, fifo¡rr¡ir. [.il$ b] et (i. Vnl.rnou l-6tr al ont, dérnonüré
qllc pour rluc log / soil, rÌorÌ-couce.vc res'¡tl coûvoxo tl'onlro I il
f¿r.ut eb il úuffib r¡uc r*'f soit norì,.cotroilvc r'osll. oonvexo rl'oldro C.

l,rorrr tout,cs les 'r.a]curs clo lt oons[¿\nt,c rz.

Soib l¡'(r) une fonr;bion croiss¿rnt,c rliu-rs (-- oo, ^l- oo). Si lr fono-
tion,li'(l -1- P) ost nori-oorì{titvo rosp. ocrtìvex(} d'ordlo n. ( r:1"1
sut'll, qrrel que soit, le ¡rolynonro P cle iì.ogró r¿ seìts Ienne oonsl,ûnt;
la foncl;ion f est; non-oolìoiì.\¡e roril). convexe ct'ordre /¿ riul Il. En
cfTet,, si l'on tlótcnnino le pol¡'norrrcl P Lol que

l(t:t.\ l. P(r:¡) == p, í -- 1,2,..,, fl -l- t,
orì ¿t

LI(;f11, ll'2,..,¡ íll2¡ ,z i l)l\,u,r, -.1.P(,rr,s) =. p -l-.

cb I'inógalite

['rI'1, fr2, ..., rnt¿ ; In'_Ì ]:0 resp. ] 0,

nous clonne

F(l(.r,,,2) -1- 1'1r',,-,*)) :ì= resp. ) F(p),

d'orl la propriétó. Four tu:0la plopriót,é ost, banals" 5; [i'(i) esb

non-clécloissrinüe res¡r" croissan[e, f ost évidor¡rment non-c[écnois-

ßant,o reËp. croissanl,0 sur ll.

(1,t, lt,¿, ".. ? 
j,llr¡+t)
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M'ais il y a rles rí;sull,al,s bcauct¡up plus compìci,s. su¡rposons
'tr(l) córrt,i'rluo rìans (- - æ, l' -l co¡, ci, soib Iune fonction oontinue
rltrns I'irr[rlrv¡rìic (u, b). L]n suivirnt rrrr r,¿lisonnernorìt, de S. Sn¡<s

[5Í c.l, on por.rt tl.érnontrer c,rro., si II (l -l-- a n -1.- p) est rìon-concilvo
tl'trt'tlrc 1,, r¡rrollos qne soicnb los corrst,ant,cä a, B, alors : l.o Ii'es{
norl-(')Otì.riíì'yo rl'ord.re I ;2,o ou bien jr- csi, c<xlsl;¿¡tt,e, oll / csl; linéai1,o,

'llr Lr'csl, ttttlt-dítct'oisri¿tnbc ol, f est, non-r:t)ncave r.l.'orclro 1, ûrt oufÌll
!' crit, r.r,on-croiss¡nl,r¡ el; f csh non-conr¡cxe d'o¡,ti.r,c lL. Si r¿ ) l, ler+

t{ìu,'li[;iorrs so ¡rr'ólrr.lrrt,urrl, be¿ruc0up phrs sirnplcrncnl. Supllosonr,
l)oul sirnPlifìer oucor0? q.uo.[,'et, I soni, (¿ -f f ) fois dórivablo¡c.
;\lors, fii Ii'(l l- l') r,rst, non-conolvrl d'orcl.ra n,,, i¡rrel t¡rre rit,rit, lo
¡rirlytttittltl I) rLt tlc¡¡rír rz, Ii\ foncLion F' cs| n,éaßsu.í¡'cr¡tenl, Lir¿ótr,í,rc,

tìoib, ctr efÏi,rl,, I rrnelval+ur t).r) t,,,r,,rrue valcr,r rlo r cl; ¿r ¡,n lrornll¡o
qtrolrltt'r11tro. 1\ou.tj pouv0Irs dót,orrniner le polynornrl ,[, rl,cl inarrir\r,ql
ryue I'on aib

l@u) l- [:'(ri:,,) .--- Ë, /(/i)(ir') -¡ lì(r.)(,1:n) -.= 4, l¡,.=.. 1,:),,..., n .-* I

/(")('ri,) .¡ P(rÐ(,r,,ì,= z.

l,¿r. foÎrlrulo tle la dórivóc (2 -.1- J.)i,.c {lrl¡le {olrct,i6n r!,1 I'çrrçl,iorr
Itotts cl,tlirrto ;rl0t's, pottl â) ...,.- iD(Jt

I'ttt l

l[,¡;,,:¡ll,/-l-I'') '=" (ra ¡- 1)'ì.i"'(i) 1 A;-:0,

.r\ ó1,a.u1, irn uorirllro inclóponr!.ant tlc ø. orr on rLírrl"uif; tt',(Í) .,,,.0,

d¡¡ilc Tj'orib linóailo" On voil, r1'ailh:uls que, do irlur;, <¡r¡ l.rien l,'c$û
oonr¡1,fl,n[,0, ort bicn Jl'esl, lrolr-dricloiss¿rn[,r> ú,'lnr).u.-coltcil.t'g rl'çl'rl.r*
r¿r (lu lliorr .1.,' osl non-cr:oiss¡rn l,a ol, !no:rì-{ior,r.vexe ti'olr[¡,u.¡¿,

l). .h,loNrÍr, líii.l ütrJ ol, {ì. VÁr,ntr_rN líî1¡ n,l orrl, ó¡.pkiir¡*nil tLô-
nrpnt,l(l q.ue, lii lot: lcsl, non..ootìci.r.vo fotif). ooilvcNi) r!-'ri¡'r.li'r: ( ell

f rr¡¡ ø, Ia forrcbion log { l?tlrt.,r, crit, auslli iron-ûonûr.ì.v(; rlclll.¡" r)r¡u-r.r1({}
,/ ti

d'oldl'c t err lo¡4 ø.

2Û" -'- I)'a¡-ryi)s J. P,ir'1,,4;1,1, t,oiri,e {ottr;l;ioil ooril,in{ìi) jroìà.{;ì¡,rlii,\i'qr

cl'ot'clre l. r[¿inli un ilil,orvallo fcr'¡níir qrcrrrL c!t,r'o ii.¡r¡rrou]rúri inrì.:iìri-i-
tllcr¡.t par d.cs ¡loIynrirut]ii Jr(,lr-oo,utìiì.-ycs rl'c,r,dr,0 i. J'oul;l ft¡i+f;iurr
Í, çrttt l,inrrc rIa.ns I'intct'i'¿ìlo llonrrri Qt,, [t) csL 1a Iirriüo rl'r-¡rrr: suiå,o

do polynomcs, jouisna.nL dr:s nriimes lrlopr,i(lr,ói¡ ric üolìv0ril,rfr r;'ur: f

4:j
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e I oonvolgonl,o uniforutómorìt, duns tout l'ilrtorvttllo l4? dl. Celri
csl, r'ónf isri prr kls polynornos de S. lJnnr¡srnrn [7 al,

I"' = ' lì'i'¡: ;/) "" ¡a- .Ï',ä, ( 'i'),(t r l l*--T)(r: -- a)r(ti--- rì)¡'i i.

T)o Jrlrrn, I'onlc lortcl,iou ctlntitltte ol, non-ct)noil'vo d'olrLlr-r l¿ tLans
(tr, dr) t'st la lirnil,o rl'r.rno suito unilolrnórncnL oonvorÍlonlo de poly^
rlr)ui.+lli rl'oldlo ¡¿ rl¿rrrs (.-- crr, -l- or) [4? ol.

l,i1 /i:òr,rc llorno rlo .[]r,,, errl,:,= l¡ /çùrnu lr¡rrrg tìo f poìrr /i: ,,,,, Q,¡.

Cl, *¡il, c¡t ¡fir¡q'.1"¡f ..,:- l¡1, f irnru hrl¡rO rì.0 f ¡¡,rrr /c l:> {. I-)c rnôru0
l¡¡. )!;ùr'r: varitrl,iqn l,of alc rl0 1.t,, csl, 1 rlr:llo tlo f ¡ror.u, /c .,.,, 0,1 clt

s)rìl, cir górrírrrrl .:- qr-trì cllllo do f pour /r _ì:, t l,Sf rlJ.

On n, r.l'nillcur.s,

I /(,,) "-- rr,(,r ; /) I ,.:.= 
-|,, ([;*) , .,: fì ra, /¡).

,,r(,)) í:f,alrl, lo rnodulo d'osr.rillnt,ion cle I [4? r!].
T'rrrrl,o forrcl,ion corrLinn0 c1; d'old.rc r¿ d¿rrrä (c, t) o¡t, .lt Jirnito

t.l,'tttt0 suittl r-tllìftlt'ur+!rtterl; corìvolgon l,e de forlct,iorrs ôltllncn l,airei*
(vnil n('} (ì) rl'orl"r'r; n, 1.4'l c.J. firrppc)sonß, tl.'aborrl, 11lro f iril, rulc
¡tírrivrie conl;inr.ro cl'urclr'o n---/l rl¡ns I'iul,elvallo fcrrnó (ø, b), r:'csl,

tuÌors uue .fonotion rron"corìcafc d'orclre 1l,. On pcrrL l;rouvor unr)
li¿4rro ¡rrLl¡'¡lotralo y ,.--. q,(;u) insorît,e dilns la ooru,bc 1¡ =,.., l(t,t) (,.c),

rtc rnanitlrc r¡uc llon uif;

(¿*- l) l.
ll{n-:)"-- <o l< X: E (rr, å),

¡ l:,' 0 queloonquc ótanl, rl.onrré d,'a.vanco. rp ost unc lonobion riló
rnrin[,:r,it'e rl'orulr'o t. L,¿r fonc[,iou rilé:rnenf;¡riro rl'orrll,+; ¡¿.

¡r __ i,ì

G¡,. s(r;, t),gt,t.)tlt l. 2\ ',' ; :l)1¡r,, a',,

i:L
r'óri{ìc alols I'inó¡¡alil,ó

I l(,r) -,- 9'h(ø) | <í ':., r t-: (o, b).

D¿rns, lc cils gónóra.l, il srrffÌl, d.e rcnar'([uer qrr'on ¡reut, l,r.oirvcr
tl'ttbord uuo fotlction f, ayant une (n, --- 1.)a"'. ,¡6."vrio colli¡rre
ftrllo rlrrc nrtrx I l--- Írl soil, ¿russi pcLib c¡ue I'on.vrlnh.

tT*liralqrrons, d'r.i.illeìn'n) oômnr¿ lc fail, I . (ì.¡r,'v¡rqr Ili]'l tlrinrr lo

," :ir /,,.\ -,..-Y \.r/ -'--
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0AS t?, --- 1,, qì.lc Tiolm l,oute fonotiOn non-collculo dtorrlt'û r? dqTìrr

(a, t\ noìts av'o{ts ttrlr¡ tl.ét:ot$posit'ion de la formr¡

fr.r:) '-,. /t(r:; f X ,, 
{ 
l"l :-til-{: -:!t}, r e . (ct, b),

U)

¡=-l

çir ø; e "(u, lt), c;,.;;';0, Xl c¿1-tr qo et; f est -uon-concavo d'ort{re

n a),¿ì,)t, uno ti.éI'ivétl åiãl,lr',, r¿ cont,irttro.rlilns f inilelvalle ott'verb

(tt,It). l,oll ítt¿ sollL los ¡roinhs do disconl,inuìt,ó do la ¡¿òmc¡j.(r¡'ivóecTo/

et'

, o¡ := *¡Ull r,r¡ - -- lf,l'){*,,) 1.

2A;"- Le ¡rolynrlnle de '['Ctrn,n'r<lII$uF, ou ]e polVlrOtno rle lnOit-

leru:e np¡rro-,iirrt.itl,ion do d,egré' ru, 1',, cl'uIto fonctio¡r C¡nbilrre f,
ddllìnie $iur.lut eusr,'nlblo fonnó iì, esb le polynolntl rcnd¿lnL.rÐitti-

ltìlrrïì, I'ex¡rt'ctlii;i(lrt ltÌ¿tx ll -_- p I srrr I'), où¡ J,) pat'cor-trb í'otrsetnble

rler¡i polyrtotftcfl d.o tlcgr:íl tt. J-,e polynotnc '[',, r,'sl, oûratlt'Ót'i¡lô l;tlttrplò-

torrrolrl, pa,r lo f;rit, tlrrc Í --''l', at,toint l<ls vûlcltrÍì':i!:l: rrr,,\Y- l1 *'"f" I

o¡, íìrr rnoi¡s n, -,)- 2 pg|1bs consócrrl,if¡i av'oo doä ¡ii¡tltorl t\ltcrtiris,

{lorn.n¡.o l'a rLóruolrl;r'ti lI; Llonur, f tr î]'
[ii f elrrt, r-J.o ¡rlus, notì-ooiìol.vo rl'ot'tJ.t'e tLl r)o rjQ rrith-tiuillrb Pilfi à

¿It Ir{)lJ¡tl{lnre rlo tlg¡¡r'é t¿, Otì 1lOttl, I;tt¡uvt:t'.çeul'erttent ¡t'l- 2 ¡rriiltl's

c¡ntiririUüifs ¡iì f ...--.'l',, ::= ;f rnrrx. | Í -*-''1,,1 alec cì.tls si.¡1n+lri l.lt;rlllrós'

Alt{,I'q)tt-trlltL tlil,r rii / t'rril'' non-oolì0i'ì'tio tt'tti'r'[ro J¿t itål.l'l.i] ô'í'l'¡'l Ilr¡l\¡il0-

liLir-rlr:l rl,'0i'r-llt) t/,, lor,i lrol.yttolttltr 'l-'u, 'l',, 
'1 

$ojl{, d'iqf irrtll'ri, I'l't¡lt(} 'i',, rl.

,oril, rlifr;cli'¿*utl¡oÜ tlo ilc¡:l'ð ia I J' Íìi:cìpror'¡rr(lrtlijr¡l;, liL f ç:;;:l' '¡rrr{'

1'riil;hiolr c,ottl,il¡tlc,t c!,¡lts J'intot"¿lr.l[c fot'llrtj (u,, itl tl, ¡i, ¡i¡1;l r¡tiir;riiil'

I'ilrl,ct",rr.tll*r ll¡¡'r¡ó (r:, {) c: (ct,, l)r lr.: pttlrrtitirrlti '-lc 
'l'il¡l i'lrr Y(ìli ¡';r: r; tlt:

11r:¡,Jl,it I -l l. t.fc / d+ns (c, tl) clil; tllÏct:{,ivclrtollI clt: tL;11r(r rr,-{.- i, ltr

{c¡rtt.?1,irln / ciiT; cr.tnv{)ilo ûtl cOnCì:ì,VC cl.'¡lr,lt'0 ¡¿ tIlìr¡ri (tL', tt) ['];ìi il.
ûrr pi:ttL i';.tttilii i'r.:rnnrr¡:u'û.r ({.il{}' lli / tirrL tl"til'tli'<l ii', lir"'i'lrl+)ttt'

rnr:; l/ -- 'l',, I r:lit, tt<iilr::irrír,il'uirr.(r¡lL ai,fi:irtl;ct ilt'ti. t):çt;lír¡¡l.il,;l::', t::¡1¡, li,

tlir ti,, ,I';:'!li;ri¡i ll(¿) -' 'l',,(rr.)| l i{lt) *'i1,,(ú)l 
"' 

eirt {r iir'ti .'i:rtl'

iiiro ¡i' t'r:ii' lrllii'lllt'iiitiri¡-ìt" iiúrli¡;rrit¡t.ri')tiiírlIf'4 lli / e:ri' r'rr¡¡li'jri¡il ii:;tili

l',ilii t',,,iili* i't:¡ rrtti (ir, lr) zil, ;;ì, lllitrl r"jtlr; ìritrìi' l'iiilii;"r¡;liii: !irr':'iill

i,r, il),.:- {rr, å'), iil ¡;iii¡'tir;irtc'1", ilt: i t!irt:l (rr, l/) i'''':rji;¡r i':'; l' ;'li-
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itéqlitrt*l[',,(c) l: lÍt,t)*-'tr,,(d) I :*"* ll *-I',, ldans {c,d},
:la foncbiorr f esb d'orclre n dans (r,,, b) t47 jj.

22, --- Cousirlérons I'intégrale

I(ç) :' I

") ,,

l)

e@)dn

Si I est rnesurable ell; bornde tlans ì'inberyallc forrrró (a, ¿,),

I'expression I(l I --IJ l) a un rninirnurn }orsque [r parcourt I'en-
semblo des polynornes de rlegré r¿. Ce rninimurn esL atteint, par au
moins un pol.ynorne T),,, qui esl, unique si I ost continue, oomrnc I'a
rl.(urontró Il. J¡r;t(soN [:åñ1. F]n parl,icr-rli.er, pour Í 

=.,ß,,*t, 
A. K.on-

r{rN-ri, (}. Zot,ot,ÀtìrFrl [31 å,ls] cL M" F-u¡rw¡rna tfS] ont, nrontré
qlue

(22) ¿n Fl *.-- P,, : (b --'a)nul sin (, 1- 2)0 2r*a--l¡
; l}==argCoS_ 6_Ia_)2rrt-2 sr rì t)

rlonc (n -l-2) 1n"*t --- P,,) e¡ib Ia dérivéo du poX'ynorno

(lt '-'- a')ntz----2â*i*- cos (n -l- 2)rt

qrri s'écar'l,e, parrni tous ceux cle la forme frn+r -l- ..., lo ¡noins
possilrlc rle zéro dans I'intervalle (a, b). T-,es zéros drr polyrrorne
(22) son l;

t: b*a k*_,):. ^ cos ¡_¡- ),

f)u porrt, donc rliro qrro le lninimum ri,e [( lru'u -- P | ) est réalisé

par le polynome d,o l,agrangc I)(¿1"), tN'!,..", ,li_l, ; n,,t l øJ.:

Soi[, r¿.== 0 ol, f uno fonotion nlonot,one (non constanto) qu'on
perrü srrtrrposel' ôbro notr-décroissant,e. L,e prolllòrne rovienü alors
¡ì rl6Lonninor lc rninimurn cle I(l I -* ll) cornme fonct,ion rl0 ),. Le

rniniuiurrr est, encore abLeint par F1r[0) ; fln'l : f(U-#),, url q*u

résulfo rle I'inégalitó

r.!_J:'2

(2r^a-b)l(r)?2

It : 7r 2,,"., n -\- 1.

f (t)dt,
l)

2

ótlr.rivqlonl,e à l'inóEalil,(r [ø, *,,t-*! i lrl -,- 0, vórifìée par la, fonc-



, iiES I¡ONCTIONS CONVIXES

bion F(ø) : 
{,),OrOl, 

non-concave d,ordre l.'H

r a d,émontré qùe, si ¿ : î, le minirnum est, fourni
Plrft), tP' ; I lø) si f esr d'ordre:l. Fnfin, V. Hnus
que, pour r, quelconque, Ie minimum est donné
P1r!"), tt'),..., tlilJr; llø) Iorsque f(¿r1) exisre et
déduit facilement que le résultat subsiste si
cl'ordre n.

. Srn¡xu.c.us [55]
I

par le polynome

r,r. [24] a montré

par le polynome

est 2 0. On en

I est seulement



CITAPITRE III

GÉNÉRATISATIONS DES FONCTIONS D'ORDRE N

2ï, - Il paratt qu'e o; srolz t5zl a le prernier introduib les
foactions convexes, en démontrarlt que pour I'existence cl.es dérl-.
vées à gauche et à droi te,'ls' et Ío', àn tout point d'un intervalle
ouvort'(ø, ö).oÈ Ia fonqtion conl,inue f est dófìnie, il suffì[ qu'à tout,
o correspond un rl à 0 tel que I'on ait

(23) t@ * il + f@ - h) - zif(x)/ (ou S) 0,

pûur I hl < r. cet auteur démontre que (28) entraine 'l'inógalité

løt, s¿, na i Ílà (ou,=) 0, d S U( r:¡ ( nss b:

Mais c'est J. L. w. v. Jnr'¡snrv [27ì qu,i a lo promier étudié d'uns
façon systématique les fonctiorrs vérifìant

Considérons les di{Iérences d,'ordre rz,

I'inégalit,é (23).

de la fonotion f, défìnie da,ns llintervÀile (a, tr). La difTérence
õ'ili.¡ì est, à un facteur intlépendant do Ia'fonction près, une d. d;
d'ordre z,' .

j

'Dúrrnrno\. 
- Noius d,irons que la fonctiott, f, definie)ldnns l,in-

terçalle (a, t¡l est conpene, non-concøve, pol,ynomíøle, noo-roo,ve*,
rcsp" concøae d,'ordre n (J), ou, au, se.ns de f ensen, d;ans (a, bl su,iaant

2que l'ínégalíté
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Toutes ces lortctio¡¿s sont dcs lonctions d'ordre n (J).
Ort en déduit, irnmédiat,enront que, pour ces i'onctions, ,l'inéga-

lit,ó (t)'ost, vérifiée, pourvu que los points ny1 frs,..,, Ø¿1¿ so divi,sent

r¿lbionrrellornerìt, o'eit-à-rlire quo los rapports "Y:2-! soiont

rationnels 
' {Íí*frt

Iìa clélìnition Jrout s'étendre à tout ensemhle E qui est tol

qu'avec fr', fise E on a toujour s!]-,Yþ c= Il. Ainsi on peuð ébendre

la délìnil,ion à torii; elrseml-rlc de points rationnels, mais dans oo

cas, d'après la renìar(Ilre précédente) oes fonobions sont, d'ordre ru

å.u. sens ordinaire (rlu chap. I).
T'ouf;e fonot,ion convexe, nolt-ooncaúe,... et,o. d'ordre ru (J) our

fii esl; conve-ï0, noû-concav€,...etc. d'ordre r¿ au sens ordinaire sur
tout sous-enscnrblo de Ìl dont les poinl;s se divisent rationnolle-
ntont,.

24" -- 'l'oul,e fono[ion convexe, non-concav€,... etc", d.tordre r¿

flu sens <irdinaire dans (ø, å) cst évidemrnent convexe, non-con-'
cave,... elc., d'orrtre r¿ (J) tla.ns (a, b),Si ¿ : 0la réeiproc¡ue est

vraie uaturollernclnt puisr¡ue les cleux défìnif,ions coïrroicleub, mais
si n ,) 0 Ia réciprorlìre n'esl, vraie quc si I'on fait cerl;aines lrypo-
thòses resl,ricbives sur la fonction l. Il en est ainsi si la fonction est

oonl,inuc rlans (ø, å) ou plus généralemenl, si la foncbion esb bornóo

tlirns (a, ¿r). J.L. W. V. J¡rirsrin l,2T)a dómontré que pouria fr-¡nc-

l,ion lon-cor)cave d'ord.re l il suflìt, rnôrrle qu'elle soif, bornée sr-
péricurernenb. l). '.t"c¡nÍonrcr f6{} al ir donnó urro'nouvello rl.érnous-

br'¿rbiou rÏ,e cebho ¡rropri(rl,ó. l-,Íì. |rr'ofx'iótô récipi'or{Lrc est, vr¿tio u.ussi

Iut'sc1uo lit frilrcfion oi;f rnesurablo clnns (a, å), <iornrtrc I'ouf, tIó-

r¡roirt,t'ri Ì)otn' tL ,.^ 1- l.I. l-ìt.ûfirairlrlti pûl ol; W. SrnRnIi{$IËI Itítl h].
lrìvt, $i¡ri\r'ri.{fi nt lÍirï cl t triôrnti rlrirnonbr'ó c¡rro, l)oìrr 7¡. ,.= J. cll, lu.

j'¡rriu[,ìtÌit rL{)¡l-.[]rJiro¿t\,'(]r il ¡;rrl[il, c¡Lr'ii esilil,t,. ul]t {r,rrrui;iuil nl-{iiitri'itlrlc
,r, i¡'ilr: i . , ,,', rfi. {.}i;'rrro\vttir [.,,1i.11 il{rnrr¡rIlr'o trl.o 1rru1,tiíriill iii¡r.rlr ]',ii-{),

i,'í;t,rtrÍil t!,rl; li,trcl,iorrrl liill';irii'r,lli {.|.) l',.:'¿.ir;lli, ,]tì íit)t;lri'i r] i¡ ['rti, l,Ìr-l

r,:l r'('rrltLl,-l,i.titl rlr (-l¡ r,)(ìrt lt.
',li) ji:t: i lj),...¡'i;t) I l',1),

ii,;;f l¿t l.li¡Írit,jurt ijr){ì1,ìlillr; +l;;ì, r'\r'ì:, "¡i til¡riri; t,i'r:: i:íirtr.ì,:rrrlr,. i't.',t'.'. ,

r,; i t:r;1, lì':t,r;'iii: i.i) tii !'rr¡;i;i,j1ii i(,;) iii)) ',i''ri1ì,, l' ,.,i:;i,rr,,' i',":.
,'llil:,,'\ii ij orri,;; r;r;i,i | 4':tril ltìrilr, (.'l i)\,¡,:r:t,, ii jrl.': ',iir:::r rrr i;,

', li r: ti,t i'rr I'i;\ r ¡ r r;
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st,rlrll,i¡tlr ost, olroonr Ârr: lrurtrvu que f soit, bolnóe supéi,iolli,orne¡rt, og
ittfirliculerrroul, rla.ns urr inl,t¡rvallc {ìni. D'après [T. .[¡EHrcstìu r [85 [,
S. ll¡nqat:rr l'3lol, W. FLI;rrlrr,rsr<i [.54 a] il en est, onoo¡'g airusi ,.i i,sn
Blltr)polìrr f rncsttrable. M. I(,tc [2$l (r) erl ¿t rlt¡nné réc,t]rnrncnt 1n,g
ólógarrl.e rlórnonsi,ra,hiou, M. l{onnnEs [33] a ino:nr,r'ó ciri'ì[ s¿fiìt,
ruôttte qrre f sioiü bol'nóe stlr un ensornhle rnesru'¿rblc de rrucsirro --> ().

OIr porrt,, d'itiÌlorrrs, délnonl;ror, porrr Lout,os Ìcs Iryirol,h¡lscs sir{n¡r",
lóes, qr.t'il strflìl, gu'elk:s soienl; réalisées d¡rns un ilri;ervaile si pcti{,
soit-il" l )o lrrôrne I'h1'lroLlròse rl.c Nt" Kounlcs o¡i[; appììca]rle ri

loul,es les fonolionB d'olrlre rl r¡u.olcLlrique"

I¡'¿-list¡rts rtrto ptrtil,o rtis¡¡rcssioit slJ.r lcs équatiolls rJe fa. tr¡¡,iir+r

(:ì5) afflø¡ .,=. 0.

.P. l\4.orvtnr, [39 a] a dérnontré r¡uo si f esl, conr;inrrtl el; (2tr) csL
vér'ifìée poì¡r l,orrl,:r: e,1, ponr',lou;x v¿tlcurs fìx.es orr, ot2(Í 0) cte /r,
rlont, Ie ra.p¡lor'l osI illal,ionncl, Ia fonction f est, un polynonre tir:
dcgr:ó n. '-'1. ll on cst ¿rinrii nrônle si f esl; corrbirlue squlcmorrl, en ¡¿

poirrl,s 147 el. Notrs Í\volts élurlió lcs génér'alis¿rbions rÏo l'éqrral;ion
(2li) clans rlr ¿ìrrl,rc br'¿r'vail [47 s].

ä5" -. Ðisolls r¡uelr¡ues rnots sur les Ioncl;ions tliscontinues
rl'ot'rtrc n (I), I)cs rr:rnarqueri flail;os plus har-rl, il résul[e r¡uo si f orrf
tl'orrlre r¿ (':'= t) (,1), cllb c¡rt, turifnrrnórnent, conf,inue sur I'onriernbJe -

rlr;s lroints r¡ui cliviscnt ralionnellrrnent, ì'inrcrvalle (u, lt) ot, qrri
a¡rparticuncn[ ¿ì rrn sou.s-inIelvalle c .(ø, ö). On rchrouve airrsi,
por,ìï /¿ ,,= 1[, ürìc ploplitit;él r],c F. [JL-ltwstrcrN t{i].

Soit, I non-(ìoncavr,. d'orulro t (J) r'lans (o, b) fermó. !r. llnnNr:j,l'rjrN
¡:h G. IJon'rscu [0] orrf, rlérnontró r1ue, si f n'es;b pari bornée jnfériou-
I'tlrÍr)r).1, r:lans J'inl,ervaìle (a,,, b), elJe ll'est bornóo infirriou.relnenL cn
aurlrrn ¡roinb dr: (a, å). Ces auterr$ onb aussi rlérnontró que, si

nz(ø) esh ia fonction bornt' i¡rfórierrre cle I et si f /. nt, ctt rln po.inl,
re.(u,, å), la foncl,ion f n'est bornée supórieurerneob on auor¡ïì

¡roin[, e{, Ics poirrts rcpréscntabifs (ø, /(ø)) de la courtre y ==. f(:r;)
sotrt, pttrl,oul, clenses ¿\u-clesslrs de !/ : m.(r). l-a fonctiorr nr,(u\ et;t,

d'aillouns tìon-oonoàvr; tì.'ordlc tr si I est lior,née inféiir:urerr.r-enl.

(r) Leü tlémonstr¿rtions de n{ì\f. W. S¡rinp¡rusrl ob M. tr{nc sonl ¡rirriliculiòre-
lncttt irn¡.lorl,¿rrtbes puìsr¡rr'clìcs n'cnrploicnt pas I'a,riomc tle Zcl'rnclo. ,,\u cr.¡n-
ttâ!re, lr;s l'ósultats c¡ìri suivcrrt ici
exacteme¡¡t, à l'aide du l'ait qu'un

sorrl, rltjrnoutrtis à I'aide dc ccf, axionr<; (¡.rlus
enscmLrle peut être bien orrJr;nrrú).
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Ðarrs lc c;:rs ç9¡L¡a.ire, les prlints roprésetrt,trtifs (:1, I @)) sottt partOuI

rleuscs tlans l¿r ba.urle cotltprise ent,re les rlt'clonrlÉrcs tl. tll, ô. G. II'rntl:r,

[20] r,¡rrrrrf(I¡() 1¡srii tlrte, si / csl, lìnóairc (,1)rltrrrs ( -'- ú', ''l' m),

los poirtLä r,cpr.ósct'ttaLifs ri031; Irarbortb,ltenses.d'¿rlts-19'¡,lart.
fl. Il,rr,r rrr, l 20 l a r:uusf,r'lt-ib,la fouobion lin(railo (J) lt lrlrrü g(lnér'ale

en r.r'lsolvattf; I'tirlttitt,iorr (24)' A trllc consl,a.nt,c ¿rrlditivr: plòsr cette

fonot,iou ciil, rlc l¿t [t-rrinrl

| .,'t, I i'2P l"

oîl rr,, t'2¡,.. sonl, tlos noulbuos rabiollttels, ø, ¡'3,... les élénrent,s d'une

l¡ase ,1'(, des notubres réels, tlonc dcs nombr:es tcls que tout, ø peub

ôt,re repr'ésen[é d'nne lttaltiòrc rilliq.tle sous ltl forme

..)t ::.:: l'rrx .1 . fzl i ' . ., ,..,9r.. . Ë ,,11?

AvOC ìln noltrJlrC fìrri tlr,.tlornllltt l'ùl,iOIuìelll Ir, I"2,...nOtr nttls eb

enfìrr l@,), l(F),... FjorìL r.lr:r,r nrtllrlrt'clti dorrnós qucìcol"ltJues.

N,I. lI. I ut.nr¡rrrrnr [Íf5] a girrrd;r'ali¡ie ce résult,ab rl.onnant la soltl-

l,ion gónrirnlc de l'óquat,ion (25).

26, -- Iìn ne cotìsictér'a.nt, qur; rlcs cl.. rl' srrr des poinl,s équidis-

banbs rlc la loncl,ion I clóßnitl clans tttl inl,elrvnlle (a, lt), que rìoufJ

pouvonS Supposcr ouYerb,, on peub encore dófinir ¡l¡1s ¿òme borne

i\fi, qui osl;, par cl,élìrliLion, le max.imtrrn clcl .tir vÍlleur ¿r'bsolue de Ia
,I

rl. cl.. ,;L¡r;,)i1i(ru) 
rLa,ns I'inl;cr''t'¡rlle (a,b), Si A;i +rsl, fini, Ia fonotion

f *l- ,it"t,',d' t)ß[, Irotr-oottoiil¿e tL'ot'tl.L'tl n, -" 't (l).
'lno¡.1(,c tl" d, cl'ot,tlt'rl i¿ rle f, prilt.r sur dtlti Jroilrl,rl tlrti sc tliriscnt,

I'itbicirttrcll0filorll', csl; cottr¡rrisrl cnl;r''0 ' À;i o[ Ài;, rl'ot) I'ott dritl'rril'

rltttl iti / çlit, ottttl,itttltt, Al; ,,.., ,\,,, 4,, Ól;ir¡l;11 7¡în"' lro¡'tltl Ontrn;,', ;-r.rr

rro lÌ. I rrlr r'ós¡lt;ç arr¡;l¡i 11rro,, si p,'.::.=l), rll, si f os[, llorttóc oìl I'rlÐtjlrrfl;llsl

ol; z\;; cst, fìiri, 1¡ frrrrt:t,iotl csl, cr)ll l,ìn titr,

Í:j. l.i¡ rrø l5l hl lorrrrr'({u{) ([ìro, si 1¡ fortol,ion f riti[, tlól'ivltlrJrl, rll,

lirn /¿ ti;',t;;,¡¡t - í.ìå) ,.:': 0, :r: t: .(o., lì,
//->()

ellcl clil, ttoiÌ-rlt¡trcíì.ve (-|.)oÌ'rlt'r:2 rlt¡n.l; (¿¿, 0). li. Vrilr-t'LlÌNí:ll'i.l ii'l! iti
rl,(l¡l¡¡t,r'c, d.'aillr:rrri, 11rre, si / est dí;i'ivirblr: t{trnlt I'irrl.íli'\rtllc fllttiri
(rr, å)i ¿l[, lii ll iltilivito l,t'oiliit')ilì(-r fl{'lrl{11't¡-liririr:

lirit ii"i;¡ -i'\a';,,¡i,x' -i\lt) .'', ';,(,xi¡, rir r: ' (ir,, ir)
¡--> t)

) --,rtl(o) -l, rzlrþ) t .
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ttxisto, ()n a, p(l].¡t r¿ <: (," .,í rf < br\lt, ==. ¡l*- ç,

min .¡(;u) ;j [(2/,r) 
- 
"Ðln,l(, .-.. 3àr)].,..-, ..'¡ nrnx p(rr;),

( rr, 11) ( r.', rl)

et, l,Ì.'ouv() unr) prof)r'iétti ana.logue porlr la difitilcnce tlu quttr,irlmc
or'(lro\ òÍ/t* -"- z¿) f 

(ì3 fu l.

Iìr.'ura,r'r¡uons ¿urssi (¡le, d'aprt)s .4. lilnltcrr¡run [3{ì,ì, si f osrl,

hor¡tric danr; l'inhorvallo ferntó (a, b) ot; ð|ii(o) -> 0, unifornrénrcnf;

l)rìr rrìpl)olt; êr.r, la f ont:1;ion r,.sI conl,inuc. I)c mi]rne si ft. "òiil(rr) -n g(,rt),

unifornrór¡¡çyr,l;, f a une ¡¿òmo ¡11!¡,iyóo oonf;inrre ó¡¡ale rì g(rr). (les r,t!¡rul-

tal,s r¡u,b¡iril,enb si on Íinl)l)os0 la fo¡rcl;ion f rnesurablo [4? ql,
rrouìììre I'rt rl"(lnronl,r(:, pour ia deu,çièrn.o plopriól;é, aussi II. Wrrrr-
xnr'[{i41,

i\7" ''*- Íì. Illrru¡rslnrr't f7 bl oonsirlère les fonobiorrs I qri vór'ilìcnt
Itrn irrrigalil,ós ðf/(c) ;; 0, ,h )' 0, n, -: l.i),,.. dans un inl,crvallo

(4, t,).(lo sorrh les fonobi.orìs oontplòl,ern rnl, ruonol,ones nn sens drr
no l7 (:l)" (Jos fonot,iorts sonl, dono cont iluosl ¡,.h irrrlófinitn.ont, drlrri-

viillles. l.)c ¡:lrrs, S. l.lrirtxsrnlN dónlorì1,r0 r¡u'cllos sorrh anal1'l,ir¡rres
r¡L clóv'clopptïrlos sr-riv¿r.nl, k:s prri¡isanccs tl,o ø --- r¿ da.ns ur inl:er--

va.llo (rz . pt tr -l- p), p t: b -*- e,.Porrr qu'urìo fonr:t;iorl soil l¿t rtilïri-
rcnoc rLc tlcux foncl;ions ,0o.nU)[ò[ornelif, .uronot,olros tla,lls (¿¿, /r),

il fa'lL el, il r,Lrffìt tltr'clk: soif; aualyl,ir¡rre ob clévckr¡rptrblc suiv¿-url;

lr:s Jrttirii;auoos dcl ï----a ¡Jqns (a -,- [t, (].l- f), iìve{t p::;= b - -- ¿/. Lcs

fo¡rc{,ions rJui.sonL [clleg rlrre ò;]/(ø) esI dc sig¡no irrvaliqblc I)0ur
olrar-¡u.c on[iot' po.sitif ta, soItt, oTìr]olc analyl,iqrrcs ol; clirvrrloll¡rablos

¡rui'1,¿urt, Icl; ¡.rrlissanoeir clo fr-^ (Ldans (rr, ---- pr a-l- ,r), iìvcc p : b ;rl,
l-ì. l.Ìr,;nn,.¡trrri [7 c] a fail, rrne ótude sysl;érnahir¡ue,tles foirl,iols

coruirlòf;ctilnnl, rnotiobonos dans (.--- @,0) of a clri{;rlllninil tlelìc,,i r¡ri
1u'ottncn[,, ltvr¡t"l lcurg'ru premiòr.e$ oìr Ít\rec touLes Ie,rrs t{or'irrór.r¡i, rJos

y¡¡f¡rrlrli donní:cs potn'¡¡, =':: Q.Cc ltroblòrnc est, óhroil,enrcnÍ; ljó urr

plolik! ur¡ rJ.eg m ornents puisqutune fonobion conrplòl,crnr0n [, rnol lo -

l,crrte; rla.rrlr (.-- co, 0) esb représent,alile pirr ulro in!;fg¡¿ b tle lir
lrl r ¡l lr:

ct,rd,g(t),

@

l@):
otli cri r:t¡b non.décroi¡;santt¡.

1r¡ X'l. í:i, l-ìl,ln¡is'i'n¡v lo; upllclle ûbsolrrr¡lt n1, rnorrolorrt)ri.
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(llttl ftrlttll'ion lrol¡tlouriitlc ('[') sc rórlrrit, lrrx l'ûì.rrr,s srr. lì rl,rrì*
c0rirhi.r'r¿rìsrri lintilli'0 c, /u I crl, I .,. I r,,,/,, rl.s l.r¡111,i1¡¡¡., (:J{;).l)'irililtiulr¡ on [ì{ìul, t.rnr,¿rclitliricr l¡ónrn(tIritlu{}ut0rìü lrrrc lorrct,iorr('t') ù i'¡itltl {Ltt tÌ¡'g tr,ttthittlisottri linir¿ri,,or, tt,rrt, c,rurrc rlirrs lr,ì rri\ri
Plr'['itllrJiol- f,, ,.-, J., ,/, -,.. :t:,.,.,¡ l,r.-., ;rr/r,.., rlu{) lroufi ¿lv()rts 

,j rtstltt,iri
rii,ri,.liir.

ili)irrr iiu+l i,¡)rri,r,l foucbio' ('[') n,ir, J¡ri,rrót¡ sLrr r,,rrt, ri, ,: , fr, irf;rirl; *1, il rrífì1, t{rro I., l'rrrroli,.' lu, ir,",,, f,, sir.rirrrr{, lrr,,rtiijs srl,[,o[[, ìtì, .:: . il lii rl, ü, r,: lì, lrr pr.o¡lliriló s,ril,cnrl i\ L.,l; l,rrrriitrrrr[,1.
Il'1" lll r ¡rltIhiottlitr', lìotlr qrrr) lc* frrnctiorìr¡ rl.'urì'r.ì\.r;!irrr¡. f ,:j -. i,,,,,,l¡r'r,nircrJ, iI lrul, ct, il r¡rrlfif t¡ue ll ¡rrrrr¡riòr¡,o ftrnctiorr f,, sioiI lrol,nrir.
l'11 fl. Ori a Lure llrop!,icl,ó nrr¿tlt)rlur) on trc tlrri 0ortrr{l.n[ì lu oorrLi..
uirjl,rir rl'unr] frril.r¡[,i0rr (I') srìrr rrn l{, .:; ..1:ì lri ,,.. :1. J,ìrr ..i,Ii,rrlirr,,lls ftrrc{,iolr$ rl'rrrr svr¡t,òrn*t (,1.) solrl, curr[,iu.rrr)ii rllurs l,irrlcr,r,illlo
r.ru'vr¡.,f, (r".,lj) l;i,01, ¡rlrrl0rrronl, r;i, lori rlorrç pr.,oîììiirlcl lLrrruliorrs f,, f,rj'llf' c0ltl'itttttlri il.itll'i tlu[, ittl,r,'r'1râllo. orr. it l¿r rrrirrÌo p.Lr¡lr,l1,r{,1i, r¡r¡
fi'lltt;ì.rt[,, ittl, li0ir rlc lit Ir'op'jírf,ti Jo conl;iuuit,ri, llt yrrr,¡rl.iri,t,ti 11,tìf..
t\ 1-'1'nìtt";,','u rf-' rl. l:orrtí:o c[ ìrr,,ìnrc, r;orrsi r:r]l't,ai¡gs r.lo¿clil,ì.*sr ...t,r,jr;-ti';trs, tl'til,r'c ù i',:ù,,,,: (å i> 1,) rt, rl. lrt:r,rrriç f,{?lf l,

L1ì$ ?rjiÌìilbal,s ltrtlci¡dcrrts Jjcì1.\;rlnb tlrbro rirl,0ntlupl, sotrs cr)r,t¡in0ri
Itril'rtl oir /" ti'¿utrllrlil rnì nfltìrlìr,c
cnrplo, l¿ ,.:: :f. til, ¡,,, /, srorrl. 0olr-

¡*s r:1; +rrrsrril,' 

'is 
iur.r'urr,, q,,i"l,,l li,iÏi liï îi,Í i: ;,:tÏî':il

fr nc s'¿rrilrrrki pas, iri!,erya.lltrri qrri cxi L, ¡rrrior¡,.r ) ln,.lrrr.r: !lcrv.Ii;
ltai; ii'Ðu'rlttJ0r {rll ÌÌlôÍlì() [crnps. i,)ans ccs inlerr,¿rll0¡ il s*lfil, tl,irr-
ve'rl,ir lo r¡ìlo clcu foni;hions fo, /,.

[,r;s i0r'rcLioni; (ll'), d,¡rnr; Jo,rnr r,,,.. 1!., unr; ór,é irrl,,r.otrrrirt}. 

'ûr
lì. I'lrtì,iG,firlüN cL.tt]. I¡rNDrlr,ör [,{Fl qrri onl; consirlril,ír lc ot¡i

/,, ,..., ¡1¡¡g ;¡:, /.. :-, ¡i¡1 ¡¡r,

qui q r'iott irnpot'[;a.ntle dalls ]r lhóorie tlcs foncl,ions rl,un, v¿r.i.blo
{}o}ìr.ploxe. I,cs foltr;iions (T) clatrs l,iulervilllc (;, r -_.s), s ì,, 0 s¿¡,1,,
ilLr¡'¡;,, rlolles pr)ur lcscltclles le cléLcnuinarrh

C()ti,l.llt

CoS í.|z

(,()S l;a

StÌì ít:j

si¡t r¿::,

sin rn

lþ,r)
l(.'")
l(v')

rrt ( lt:, { J.:tr Jr, I'si lt:, ç (e, .rc ___.¿)

tio 0hari¡;(Ì PÍrs r:lo signc. ÍJo ce que rìolrs ¿rvons d.it, il rtisrrr[o qu.
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f csl, oorrl,iuucl ch rnônlc vórifio r.rno concLition rle i.,rr,,r;0rrrrz ord.i-
n¡lit'c dull s t,ou t, inbcr.r'alle corrr ¡rlc{,errrenl, intriric ur.

A. \VtN1'lìlìltrr:z [{i5l a grirrtlralisri ccs rósullai,s, en consiclÉr,anl,
It) 0ali olì /n, /1 sonÛ ir ¡rlcrniòr'e variat,ion ltolltóc dalts rrrr i'ter-
vallo (:r, ß) al, a rlí:rn.olrr;r'ó'c¡rr'al'rs r,o'r,e f,rrcr,i'n (,1.) ,larrs (r, þ)+:sl; ir lr'crrìiòr'c; va,ri¡Lhio' rro.nér¡ d.ans to.t i.Le'r,allc . .(o,,(J) eL
:rrlrnr:{; rlonc urtt cl,rixivóe'ri garrr:}re ct unc rJ.órivóe ¿ì droil,ijr*r, ,,r,
¡roirr l, r r: "(x, ß) c¡'i" sont, à v¿rria[ions rror'ócs (r-n'ordre' 0) dans
{;orrl; inl;ot'valltl ç :(", [j)"

[,c o¿r¡t dcs fonol;ions d'orilre f. tlans (0,1)revient au cas fo == l.__:v
f, =''= ¡" J" lìrrnou t4g] a déjà clémonr,ré ces résultabs d.1ns le cas
/o -'= ({ --'-- ft)!', lt == 11', p 1::. 1, clans (0,1). [.¡cs rósull,ats on[ arrssi
óté rcl;r''vós lra.r (ì. l).r,r:,r l4s bJ rlans ie oas (z,l) eL¡ra,r,(ì" v¡.r.r_
lloiv lfil b.J dans le o¿ts gtirt(rrtrl, sorrrj uïì.0 fonrro r¡rri rt:vìcnt, ir celLr
rlc Â. Wnv,runrrlt'z 1fi51. J. lì,rrrtrx frllfì1, rlrrrrs lrt çirs r¡u.ita tilrrrliri,
el' A. \'VtN't'tirìNt'l'7, Irìl'if rl¿ìlrr] 11ì orrrì li(')lilrlill, {rul, ct,,rrrrJ.p lç,; iir,i¡ì-
titl;s de w. ljr,r\¡i(:rrr,.r,; rrr, l, lrir:ii !;11 (1,rir, i'i,, i1) rl¡r, ril, ¡,,,¡r,r1:i.1¡-
babiOn de cCs lÌrttr:lit,irr; ì,jìt,, ¡ur.; iltir:l¡rirl,,. rlri lii,ir:jí.i rt,r.

o0 pcrrl, r'oirìiìr'(luirl'rlirr, 1r'. i'i,lr1;ljrr¡L'r tl'r ,í " iì l)rìi\ l,,ji¡ì ir,ìrr,;;ir,ÌJ,
CJì0OfO tl0 flt pto¡rlit', lr: ,iií ilr Ìr:r¡i. rlii,iiiti, l'iriii I,r,il ji,: /i), r) rjrì {}1}ì¿\.
ilrl;crvltlJcs lrai'lirliri rl,,rt'l ir\ :r¡¡¡1rf -¡ l;r f'rllruLiln +,,;1, Ìrìrlnili,ri;iir-
I-lt¡,i1¡,,,t,'- Iit ¡1,'u', lrl rri:,;rtì t.i (,,; l ) rl'rrrttt {'¡ilcí,Irlrr il{)' i)(.trii¡o]rij
tl'0rd,r'e :l cf, .notr nt-rrÌil[,ivtt rll,rtri ({). l) c,;1, iì()i,I-0oirvù}Jo iì.ri. r,rolri rlc
J' lltrDON. IJ 0lt oi;1, tlc r¡ltiiri0 tic iit 71i:,rrr, 1)uir¡r;iUru0 tl'rrrLo l'oncbir¡ll
llon-0orìoavc rJ.'r¡r'dr'0 t 0i, nr,rr.por;it,iv0 rllru.i (0,,1) lri ¡t t,:,:1, ri¡ elllier
¡r rrrril, if i rn¡rai r,.

I'iu¡r¡rosonä' plus góuírlalenìent, qnc Í0, Ír,,..., 1,, *, I cles ¡;oluf,ions
Jii¡rlr:iirr:¡norr[; irLd.ii¡rr]nrlu1,[,clj fi'rutc ór¡rr¡.t,io1 clil'fd¡r.¡¡licl|l li¡i:rliri*
tl'r;i'rli':l tt l- 1.,

1,(.t¡',t .'-=-. ur.ntt) !- ,¡¡¡(t) l. ,¡.t¡r,t t) .¡ i Í,,r r:ri,/ :-, (),
oir ics ilr¡01'ljcirlrtLri tic;tb d.os fortoIiorll; c0nl,irrncfl *.1.,r,rr.j (,i, ll)".L1,,r,r+
l,unl,¡l l'urrr;l;iorr ('l') o5t, tì r¿ònre rJ." rl.. Irqlr,nóçr s¡r, l,oni, liì,,:-- "'1,,'.

l,{:} {'tti-i drr (ìhir¡r" I ool,rO¡;po¡rrll. ¿i. 1,r,rr'¡tt;t,[,ior-t 1¡1,, r¡.,.. {}".i,t; .._it,,i

(27) lì l'lrtlttaLilon t¡tt ..-1.- ry ..,..0^ ì + oiis f¡ .i. i:Ì¿i:r)Ìt,, iti i'rrr.¡¡irl,iiiir
'):,(1. -.:r:)'y" ,- (/, -- t) (2;u 1)ll' --"i,t.lt . l)¡t ,,-, {} rJtìÌrii rr¡r iirJ,¡;¡..
t,¡\.llt: ,:: .((),Í).

Í:ìi l¡. l0trrri,iorr ('l') ¡r rlirnl; {ir} {rir.ri ¡¡¡i¡r (rr, -1. f,¡,:',,,' ,_1tl;,it,i,ù, lri. ir{r1,,
r.r;r.r,if,t! ('l') s'ciliili.rrrr,r ¡rli.r,[':nri¡.¡r,¡ìii,i t,(l) _.{). I:i} i.i,ir,ijÌ,jl¡r ,,ii) ., ii .

r:,;t, sll', íillltft{,,i1 ircltit' ilt. (ji}tì vr:}xi(,ri ('l'),



5fJ r,Es rtoNc't'IoNs col\vnxltÍì

Ðisons encoÌ'e qrre S. f{.nnnyrl" [í3{} aJ a clét,erminé les eoni{i-
tions néccssaircs et, suffisantes pour qu'il exisi,o une fonctioru f
(n*. l) fois c$ér'ivable, telle que L(/) à 0 eb preu&nt, avoc see ¡,s

prerni.òres'dór'ivrleso los valeurs d.onnées

/(d)(ø) =-= ø6, lø(þ) : br r, : 6, 1,."", n,

ce -e¡rri généraliso un ilroblirrne d.s prolongoment exanriné au iro 6.

2$. '.-- Pc¡ur tcrminer avec l{}s fonotions d'une varia}¡le rJ,isoirs

quo Iì" Il. RllcrrENn,ÀcH [4] a, rionnô'une gónéralisation oyrcore plus
étenclue. Cet;te gtinéralisation est la suivanl,e :

Cousidrirons, dn.ns rrn in[cll'valle ou'¿ert (n, å), rrne fci,milli, {Ìo
font.rtions F' == l:'(n ; l, p.) dópeuda,nt, d.e deux ¡ralalnèLres ì, ¿r

et satisfaisanl eux conclitions suivqntos : d o cliaque foliotion tie
l,r famille esL contiu ue daus (a, b) ; 20 il existe une et, une seule fono-
tion de ia farnille satisfirisanb au svstèrne

(28) þ'(ø. ; À, F) : gr, F(ø, ; À, l¡) : gz,

porrr l,out couplc de points disbincts frþ fr2, de (a, å) et, pour [,oub

Ut, Uz.

E. Il" RrccrrNil,rcrr dit alors qug la fonchion l, dófìnie cl¿rns

I'intervalle cuvert, (arb), est une lonction soøs-,ti' si, ctruels que
soicnt les poinl,s a 1 h I n* 1 b, on rr l(ø) 5 lrrr(r), le seoonrl

rncmbre clésignant la fonct,ion F'(ø ; ì, r) qui vérifìo los égalibós
(28) pour yl : l@r), Az: l(or), Le principal résultat, ob'tenu ost,

c¡ue toul,e fonction sous-F esl, continue dans (a, t),
On peut gónéraliser erìoore' en considérant cles convoxiLós par

rapport à une farnillo F(ø ; ),r, 1r,..", ì,,*1) cl.é¡rend.ant d,e n -y fr"

paraurôtres I' 1r,..., ),,*r, [ols que le systònle

.Þ"(ølïÀ,, Ir,..., À,,.¡1) : pa t: 1.r2,..',n * 1L

+¡ib t,oujours une seule fonction F comme solul,ion" CIn ¡ier.rt auss'i

consirdéror dcs fonctions défìnies soulemonù sur un ensernh.le E
quolconque apparl,enaut ä (ø, b).



CIT A trI'ilI l¡ì I V

å.nr:S HfüN{l"l'lûf{. tlt}HVHiXEiS

[] Fl Í) Í:: tlX {} U PL U Sñ ì-Ì {J fqS V'/\,1{l rll}l,US

;B{Þ" -* lJn pseudo-polyn(rmo tl'orrìro (ne, n) tt'csh pils tróculsu.irc-

rnc¡rl; bolnti o[,'crt<lol'c tnoilts oortf,ittu dl.ns ]1. NIrris, s'il osl; borlrdr

res[). oorrt,inu sLll un róscar¡, d'ordro (nz -1- Í, n -["1), il er¡|, urro

fotrct,ion hornóe ï0sp, conl,iuue dan,s ll" De rnôrnc si rrn l,ol llscrrtlrt-
polyrronro ¿rclnroh dos tlérivrios pirrf;ictlos l!"), i\,J t',,0p. dr.ls rlór'ivécs

lrirrl,icllcs oorrt,inur:s l!f, lfl t,t* uri r'í:seau d'onlro'(ra l- 4., n -1"L)

il a ¡Lan¡i Iì rles clórivócs parbiolles Íþ,,:).rl'\ rcsp. rlos rtóriui:cs Jrttr-

l,icllos con[,inuori /(':,Jr;'p), írv'cc j¿ r, p f s.

Dtns I'tibutlo clcs foncl,iorts f rllns fì il est, conlrtìotle tl'irrLrorJ.uile

[e nolnbro

Ara,t¡;:r: lìliìl{
(H,)

íÐtt r:,Ð..,r frnrl 
,

?Jt', llzr.'', l7nrt '
/ll

(Iuo noìrll appelorts la borrue rÌ,'ardrc (rn,, n) rle la fontltiori f tf.a,ns Il-,

Si 
^4,,,,,n 

ost, fìni l¿r foncf;iotr csl, à. rl" rl. d'oldt'o (nt,,tt) l'¡ollttic.

ltrrr pirll,iculliel:, ntìo {onctir:nt à,1, d. d'oldrc (nt, rt,) bor'¡trio uui, it

,DÌ'o" d," d. bolrtóo Frtr i'Íìplt(lrl, à e; pottr"l,ot¡1;tlli Icg vi\lot¡t'l ùt: ry,

mais la. r'óoiplr)tilr0 II'0$l; i¡rrirLelnttronb ¡ros vrairl" IJrLo f.ttrrcl,ion

irorn(rc csl; une foltof,ion ir tl. t'[. tl'ortlt'c (0,0) ltollrtlo.
[,ltr psitrurlo"¡rolytronl.o tl'tll'tlra (m, *-- l, h'*- 1,) osl, óvit[r;rnritcttÌ, iì

t'Ì. rl. rl'or:dlo (rn, ¡¿) llrlrnix:, rnais sos tl. tl. d'otd-t'rt (rt;1,, tt.¡) '' {nt,, tt}
pÍluvi)nl; rro ¡ras ôt,re bor'.rrôo¡i tlatls trì. l'tttrr qtt'iì rtrt lioil, ¿titrtii ¡roril
l,oul, ulrl.ro;'i-. (nt,, n,), il farrb ch il srlf fi[, tlrro st;s t[. rÌ.. tl'ot'tlrrt (tle, l))

ct, rl'orrlt'e (0, n) soietrl; bornôes sut ttri t'ésoll.lt il'r'rt'rl,l'tt (r;1, n), l)it
plrrr, si le pscrrtlo^1roìyrrorlrt) rtll, it tl. rl" tl'orrlt'c (itl,, tr,,) rti, il'(r¡,lr'¡:
(m,or tt,) brllrtócs) tìvoc tlll .:'', rnzl il,r.:'- tt,^, il ttlr[, ì rl. '1. rl,'*r¡'rlr'.:
(ttt', n') lrr)rtì,t1{), ilvoü tt¿1 '-' 

' tn' .--: l}t',r, 1i, ,,,: rt,t .: ,':. il ...



äfì r,ïrs FoNcrioNs coNvlNxES

'J'¡rrt,g fl¡trgbi¡ll à rI. d. tl'orrlre (nr,, n) lltli'née e¡;t lù sDrlìlllc cì'uno

fgrtcl,iolt ¿rVr¡trl; t,tlrtf,cti Scs tl. d.. r.l'orCl'l'tt -::,= (m, lr') horlló¡sr eI d'lrn

trrsictrrì¡.¡rttlVtìOtiìo ti.'¡rtlt'rl (ttt,'-.^.'1, rz -.-- t¡. I)onc, pOqt r¡ur: [oul'es'

lo¡i rl. d,. rl'orrlrr: :::, (rtr, rr) d'rrno forrcLir¡¡r rir)ioIìh lttlrtlries, il frtrrl, et

il srrILil, rilrc Íiiì (1.. rl. rì'trl'tlt'c (nt', n') soil; lrtlInóc ol, qut; sos ct' ri.'

rJ'or.d.r.* (¡1, g) ¡f tL'¡l'rtl,c (0, lr.) soiotlt; btlt'rttittf; s!ltl ìln t'ó¡itl¿ttr d'ortì.1'r)

(rn, rt).
Ii¡g lprl¡ti¡n cprrl,iuuc [ìil.r raJlport, à I'tllic rlos'virrilrbJosi r:t

í:11ir,¡rrrrcttt, c(t¡'rf;irrtrtl ]r¡ì,1' t'[ì.pp(1r1, ù I'r\tt[,rr:, tlsb Cnnlillttç d'atlS 
'lì'

Ìì.hr itarl,ioulict'dottt-ì? trllc llolrcl,irrn ¿). rl. tl,. rl'oi:ili''tl (1,0) llorirósr çL

ct¡tlt'itltttl l)Íì'l'r'iìl)l)oi'l; ri g tlsl' r-rrltrt'inll'o tllrns [ì" iIen ld;sttll'e r:ltro

l,trrrbç fr.¡rol,irllr à rl,.rl. cl.'oldrc Qn,, n) born.óç, Íì.T{10 ll¿,.::,, t, n .;;;;1",

cnrt[,irirrc litì,t' ll tl rtistl¡.tr d.',)t:rl,l'0 (rn,, rt'), cg[; coltl,irttltl tlil rts J-ì^

lij ¡rg fr:rttcl,iolt /:\ tt" rl.. rl'oltlra(n,, te) bornóe iì llJìll c'l'ór'ìvtio pa'r-

Lj0ljc: !,r,, ¡)(,,1,1,t) rl(t¡ivÚc el:t, rrro foilct,itln ¡ì d. rJ. tJ.'t.¡l'tlt'tt (nt,' '^ tr., rt')

ir0r,"r,ri.,0. ()n 0ll ¡lrirl.rrib r¡rul, si rlo ¡rlus los ciór'ivtics /!'i,i;'t), l!;, ;t) sont

¡,1¡i1f,!¡rrrr,tÍi rt1r.t, il.11 l'íts0itr.l 11'rltclro (nt,, tt,)' lil ftlllcl,ìclli il tloti rlói'i.vi.tls

1ri¡,l,iollos il\,;f 
,'), r, .,.tn,.--,î,5t :',,rt- -1,àd.d"tl'orrl.l'tl(ne---I'1f;r--':$)

bol'ttririi rl¿rull .[ì.

l)" h,ìoir.r'1,;r, l$[å n,lct, Â. 1\{¡nur,rur lft{ìJ ortt' attssi tldrtrtonLríl t¡nc,

ï)0,1,ttttr: ftl.rtot,ion it d. r[. rl'ol:11.r'o (rri,0) ef, cI'tlt'rJ'r'o (0, u') bortriltls,

l,c¡lrl;0s lcl riórivóurl ¡rflr,l,iollcs /!i;!n) cxi¡¡t,ortt r¡t, üotlL oonl,inrlos rlans

L -1''t-'<- 1" ìItln rílsrrìLt¡ t¡tto, si ulte llotrol''iott etl.f àIì, pLl u t'-'tl rl ll0 - r tt.

q[. q].. rl'u¡.rlre (iiz '''.- tttl, ri) o1; rJ'tlt'clrc (tn, n *- IL') bortrÓcs, ollc esû

¿r.tftirii rì rl. el,. d,'ortf ¡:rl (ttt, --- t', tL *-" s) llorné:0, l)olrrvll quo

îlù.t: rtt' 2' 11 , IL n, It¿ s'i n',

Í;'Â" ..-*. [?¿tsnons ruaint,onilrlt ¿) ia úéfìnil,iori cl* la tiortvoxil;ó'

'l'orii; d."r,ll<:rrl la rfuifìnit,iorl Fiüiv¿I[l,e s'irnpouc.

i),;rilrqrï,tpN. --- l"ã lottcl,ion, I eSt tiit,e cotLV0frz1 n()ri,-cotLc(Iae, pi:11¡-

nnwí,ú,1c, tùott-ct)tt,vcfre, ¿onca(te d,'ordre (nt, n) d,a¡zs le rectu,rt'¡;le ll
si l; inti¡4o'l'ité'

,,\l,t l-'r, 
*r,'"'¡ tl''ntl; 

I I >, j;, '=., 
-j , { 0\- / l.ll t, ?Jw "'¡ A¡tta -i

r::;!. ::n.ii::lui,Í,c,'ttt,ttls que;toí,utt Les ¡toí'nÍs (n¿, lJ), 
.i' 

"= tr'),"',ìtL ''f ' lì,

0



LIr'S EONCTIONS (,.ONVrCX trls 59
i '-'' l,'),..., n | 2, d.ppa.rten,o,nt à, I\ er forrn,ttttt l,es ¡t,æ¡rj,,ç cl,un ré-
:..t'l.u d,'orrlrc Qn., rt).

I'ou,lcs cc.t lttrtt:tit)n,t, sotlt tle,s lonct,iott,s d,,rd,t,e (tn., n).
l,osi vnleru.s -:l rlc ¡l¿ cl r¿ rre sorrb pai; exclrros, {lne forrcl,ioll(l().'\¡(lr{), rìon-(.lolr0irvc,... eLc. d'or,rlro (m, _ l) esI utr0 fon0l,iorr

t¡rti .sl; oo'yllxc, tì()*-(ìo.cav*,... ot,o., d'o'drc ll¿ p,,r, ,nrr,ru;; à";
[,orrr,{,orrl,cs ìcs vûlcrrrs rle t¡.

Urro forrc[ir.r' Por¡;norniilro rl'o'rrrr¡ þn, n,) <lst, 
'* 

pse,rrn-por¡r-
n{)rìrì d'orrlrc (rtt,, n).lii I csl, d,orrlte Qn., rt) et, si

,, ,,,, ,,-{ii;ï;;,Tï; 1;;.u, (n,, ,,),dans ,e rcc.Illqlc
(r;t í:.. :t: jj r,¡.r2 ) Jt S !/ I yws).

I lrrc clólìniIi.on ¡¡ílornétrir¡rre, arxrloguo à cellc tlou¡róo rlaus le
0âr; rl'uue sorrJr,. r,erlinllrl:, ¡retit, ôtlo obl,cnue ¿ì l,uitLc cl.s pseud<l-
¡roì.ynonros. f)oLiriirlór,onsl Je pseudo_polyuolnc

11, 
írt, l2r "'r t:,,,rl - , I fr\' \ t/,, !12,..., !/,,rr; t I t, )

La ilo¡r-'onc¿r'vif;ó r'r,,l). l;r cnnvexil;ó cl'ordr e,Q.rz,n,)s,exprirle parlo
[aìb que [a fonotion rjoif, ôl,r,c, rn to*,[ poi'f trrr rocl,arri¡ra

(t ¿ .' t: .1 t)¿rt,¡ tl¡ 1,y .(, ?l¡r)
rLr¡rì-¡lr-do[jsol]ri l,o[J]0. arr-rlcrisus ou n.on-ítrt-rlel;srul re¡ip. ¿ru_des,!ous

e tn l. n -- i -. j est pair orr
ur i =- 0, m -.l* l, i =.,, 0, n -l- L,

(rt' :j ø'{ ¿r, c ;í t¡ d, l/), (íu,,¡r { t: ;;j lt, ç:;,a 1u,,)
. (,¿ ,lj :u 'i r:t, '!/nt.,.{ y Í, d), (x)¿,r.r i ,r -5. t,, U,,,,.,r'2i ir';' ¿1.

Oir en dóduiI irruiid¿cliat,erlrr.,nü ¡rrc si rnru foncl,ion tl,'rd' e {nz, n}
ûst l,0rnrltc sul trrt róscau

. f) ;'= !Li, ?J ',-- '!lr, i -,.= t, 2r..", nt, l- 2, i -= I, 2r,.., tL _l- :¿r,
rl?o'ii.o (n¿'1- 2, n' *1 2), crle cst bor,'éc trruís rcs r*cb*lrgles

Qt i :t: ;, b, 'lt, I ,ll 1!, yr,, z), (r,. a; :{) ::!. :t:,,,ttr c.,¡ î/ 1..= tJ).
ort llrrtrl, cnr;olc voil'f¿roirr)lrcn[, rlrrrr, rrirr;t¡uu rtls ri. rj. ¡r,,r,ril.o

(n¿ 1- l, n) t:1, (rn, n -1. t), drrinu loltr:tìo¡r d,or,,lril (ttt1 tt,),s.,¡rt, [io,r_rrr]cs sttr un r,éseau

1) =' {l:¿1 '!J -= '!/), j ,.,. '.1 r 2r.,,,2m -l 2, i .--. I, 2r,,.r,)rt. _l_ 2,



(ìrl LIì;f:ì prt)¡l (ìllf {)i\l ,s (l(}}{v}l 
'tIiìf¡

rllrrrrlr"¡ (lÌi:r l. 'à,'ì,ü. I 2), lciq r-1. rl. $oIì!, hornóûJ rl:rnlt lr.. r'fi{r-
Lli tl ¡.,;l l:

(ílilì) lr¡'¡¡ ¡ ¡ . 
':. i\i l:.,- :r.:rr,t1r, 3/,,+ r .--,: 'ü ."i,; ltnrn),

ll'r,tr¡' rlrrur rlr; ltlttt, lc;s tl. 11. 'tltr 'l;tll¡t, tlrllro <: (nr -l' 1l, ll I t)
ir?irlill, lroi'rrr,:ilir rlirtili l* I'il{ri,rtlìÍi'lf! (il{l),il frrtlt, tll il rilrf{ìL r¡ttt irr*ri,. r1"

,{'t'i'rl¡'r-. (J¿ l" t,ti'¡ st; rj.'orilr'ir ({), ¡¿ l-4.} fil)icjrl; l:lóulócl rltir r¡.rt rri

ill:rrr!r rl'lr,rlt'{ì (,'¡1 I tl, rr ..1" 'l ) r-lIrrt Ll¡i lrt.r:ttr.lg iìfìliii¡'l,irirt¡irlnl, ¡'r

(ii(i)"

l,r'r' 1ii.'ll¡rtiírl,r:r;t {,1{l i[,irir,;r[¡ilil;+'r tlcú f'oltllinrrtl rl'n¡'tlt'nr (rtl, ir)

J'i:t;lrli¿':iìï; rln 'itllll:rr rl,cs f'tl¡rtll,i¡itl¡,1 I't rl^ tl. lrcr¡iilttu. lji l¡ rlt'r.t'il'1rr:

i1,;1, '', i' ". irt I '.1, i,'.,,i ¡¿ l- !., r' | .1i '-. r¡¿ I tt' -l 2 sr;r.ill,{}1 qÌ'{fjf'

¡! Ìû f :l¡ìrll,itrtr tl 'ni'rllu (tit *'r, n, ,l), ¡.lt'rrri;,iltl,¡r¡tl, lc ¡lrôrll{:l {líì.t'il-(l[,¿rt'('

0,,, ,.rniLrrl;;,ili-t,. A'lr':irirrr:r f!,:^1,,J:,:,,1 ") ,,xiirlc, lli:., t:;l[, rrorr.rtú¡r;lrLir,,ti' !,:t

:r:.rrrlil,ir¡,ì f(',',,!,,',:, 
ll) 

''',. 
'{} rlsi,, rl'nilJ{)u1'll? rtiiql+lrrlril'c rtl; ¡rlIfi¡lrlf,l:

fli')1rî. li\ t,';',,.,r,,,,c¡¡.;ilrir t)t, l\':!,;1,;/,;l; 
l) .,r. 0 ¡rr1, iir.rllfìÍ¡rnt,r' ¡r¡rtt' l¡-

{:j ,i "r"\ ìf r:r rl ,l¡t1., rl (,iir li) rlrr,r,t ll"
-{.:1:Ír ltliì{;l,inrl¡ tl'r¡r'dt'c (t;a, lt,) -Ilctt'uet'rl, ôl,ru rlrtlìrril:l¡:-tltl,tiii t-lrìltr,l

ir rr riri rtr¡li¡lr.: r¡ I-tl:lr)tlttt¡t.tr':'[].

l-ì1, yilrrrl ¡rlri;rii Elólìrrir' ùct\ l1nìriir¡n,:; d,'r¡ri,t'<': (tii,, ri) ctl irtt¡,rLiliitrll,

,:llrlr:rrìr¡¡1, l¡, ,:otttlif,ioß {{u0) ¡iLrttt' t,r:rril, ¡4rotr.¡rr-: rlo it l' iì i'¡tIr;rlr,l

r;,r ir,r;^."¡ '!.!,r,,:. rlr,- t¡, lrt forrrll,irl¡t ti<r ru, .1,!ít, !!,2,,".r'!lttr¡t \ /l soii, t{)r'ii'tll't,:
ii li,, ¡lfltlr' tr.llri f.!l'{)lrlrc clt: lyt, l" 2 r rr lctl t'li ..i)1,, ;1i,.1,". t r',¡¡ttz rlrl l:, llr
f¡riirri,irr.rr r!r,ì y, lrl,, ;t:,r,...t ttJ,,t:z ; f I toil, rl'rtrtlt'c ¡r¿, þlotrs Il'irtfiil'll,otìll

[ìiir] i11.rt' r]rtl,ic ¡,;r:rrriit:rlirtrliolr, n()1Li or)IìsidÉf{ll'otìs {i{lrtlr}r¡r{:)Jr.l, 
'l{r¡l 

t:i.tl'l

¡r''i'l ir;trììr:t'ij {tt, ..': {), tl, ,,,,, (l it.ti;< trtttrtril'll$ tjt{ii,i:.Jllfl"

-- li':l illt¡¡rii ll r.rhair¡,jrlnt!:rl[, r!.c v¡';'i¡tlrlcl

:t', : ,.t.:r:t I (;l,li' , t¡ '.- 1t:' | ':ì¡!!' , c,ì '-.. py ,;., : {}

rlirqrilíi irrtíl cql[;t,r-t l;r'¡.rlii{t¡rltlill,iolt r1írlìnit, ¡t,¡t¡, tli,¡'tt¡:.ii,r¡¡¡ Í"

l.l,l¡i lrìlUrifì'l qr¡'orr ir prin rtit Itr)trr¡eiìu sjytjl,ittìIri rl'ir,;1.tlfl tlrr;'ry'. ['.]i¡

¡r;'r í,ii;illigr', lt f;.,'l;l,ilnc inìlin,l (-)ri;'u dúlinil, lt rlì¡'orll,iorr 1,,. ll'Jr,'rt:l

[,,ì!!":{.}i1f] iriltlil}{)Íj{-'.I': lllì¡|ll .t]0fjf;r'¡lilLrltq: llr ¡4Óirór'nliLú, l[lr{i r::rì l" 'i' :: ]

:.'. lt',:)' |, iilr ,,,' l!,
i r; r:Jrarlrir,)llrírirí; ¡-lo lr¡¡'iallJcs (ill ) i,r';,nr;ir¡rrnû l¡r forrcl,iritl f ol

r,¡l?) tí)ìi(ìf,ioir f,(:i, it') ùo t:' t)1, t¡', {,ori rT, rl. rl-r¡ I d.alrrt lrl rlit'rrcrlii¡rr

j i;r,ir[, ;rllli':r fril; r]" ,r1. tJrr f, cottr¡tl; I'iiirrlt;¡tt lìtr ;i;', 1¡', a']tl ¡ittti, ;t,ltllll
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LBS FONC'['IONS CON\¡IÌX}1S 01

délìnir des foncl,ions qui présonlenb t¡ne 6rropriété de convexi"ué

rÌ&¡rs Une dirccl;iori quelconqtre,rnAis oes fouotionr, rgvierìnen¿' pal'

i¡n ohnngcrllOltt; tlo va,r'iAÌrles qirn¡lle, altx fon¿birl,i.s ¡rrócódomlneni;
d(rfìnies.

Olr ¡reut qussi oortsirJórer r.l'cs fotrc,tions qtri préscnt,cnt rrne lrlo-

,prit5t.ó rio conve,xit,ó dflns deux ou phlsicru's ri.ircctions distillobo'ri

o,r lro,t. l)al exOIiìl)lo, une fonct,ion c¡ui cst, polyrrollìiftle (nrtu pa.st

lríloçss¡lilr¡ìlolrt cLe rn(ìlne olrh'c) rlans clettx dir;col,iorls, sol rótluif; ott

gí:rrrirll ¿ìr urt polyltolrlo {';n Ø eL 37. Il en csb sûl'r:t¡tenb airlsi sl Tos

rli,:crofìtirrs sortt t, cï' t {vea ap'yr\ # 0, à iln llolìveau ohattgorncttt tStl

.\,ariûl)les 1n'ils. 5i, rle ithts, ia foncl;ion est, polynonriale ct'orrìrc

(tn, n,) d¿rns l¿r dilectirltt (, oh ¡lol"ynorninlo r].'orrlre {nt", n') claus la

rlircotion f, elle se,rritirtil; Èr rrn p.olynoûìc fl.e ri.c¡¡r:ti l:;;-nL -l- rt' -'l.. nt'' -l-

-l- ¡l 1 '), Lgs,s0Lìlgs foncl,jouil p6Jyllorrlitilr:s tl'olttl'o (nl, ru) dnrts

Iotrf,os los tiircol;irlrts sotlf; lcs poLytlolnes dr; tTcgr'íl "':1, ttt' -l- ra -f- 1.,

r,rra.iß orr potrt, tt'ot.rt,er drts polynoÌlles clo rlcgr'é rn -l' r¿ -l- 1' ñol.y-

Iror¡rinlcs d'ortli'c (nt, n) rlans ttno iu fÌnil;é dc cl.irccLi,ors [47 sl'

l.,ais,sr.rirs dc oô1,ó ccsi gónór'alifí:s cI r<lv0]ìoltr] iìllx ciìi] lcs pìrrs

,litn¡ilcs, r¡tti sottb, tl'aìl1r:urs, les lilrrä irtr¡rort,an ts"

l). ['l.N,tJiL [Íl{lr *l a. illltJií¡ lcs ftlnal,ìous f, tLou-crit1¡¡¡,!'{.)lì 11'tll'dre

1 pat rapporb i). n; 1;Otrr t,rlul,ç:'va.lertt'cl.o y r:b ll0ll-concill'c r1'otrJ.rg t

pit.ït liìl)p{tL ìt y pour Lout,c \¡;llcllr: å.e n, r-:n lcs a.pl)elûtrl, tl,t.¡u,blc-

m,ert.t c0tL(.,(,.:tr(s1 forrel;ionrs r¡rii olrb lihó é¡lalorrtcLtl, oorlsirlirÓ0$ illll'
I{. linrr rrcorl l-Íi4f.

I'lrrs ¡1rinéritirlrrront, r.tolrri rlirotlri tJlr'tt1ìe fo.rtrtl;ìon f csL d'orrlrtt

,tt, eIL it; rcljl). d'rlr,rti:e t¿ ofl. 1r¡ si ollo est rl'rli'tlio )1. lliìl' r'a¡r¡irlrt, à

J, l)orlr'[,ç1t;e vtlllrrr d.e y rgrtl¡" <i.'olrJ¡c i¿ [ìr-ìt r.'ç.,c¡'rot'i, i-t v ¡rqlrr
l,rlrrl,e \rlr,lrlrlr rl0 ll;, I^trrlus rì.ilollti ¡ttll;i;i r¡1{'tlttt) l't)ll0i;i{in <1"Í, r/ri¿¿'-

ltl,u,t,t:,t¡,t d,'ortl,re l,nt,, tt.-l si olJ,; tltl, tl'tltcJt'c t?¿ oTl tu,tli, rJtl¡t'dr0 ir, ort t:¡.

.[ìclua.i,tluoìtii rln0 rl¡urs ooli rlrifìni(,iorltl on tt'cll.i¡¡0 i]ì1Í-ì tlrrtl llr, fi¡iii)"'

l,ion ¡tlrlil;r,rlti,0 ltl lrrôt:c c;irr¡tr;l,tìlro [ì.0 col,.vc;;.it,(t [J.'{'ì't:l'i,) /]'¡ ì},li: T'il.i)'

1r¡t'l; ir fi ]ìr;tll' IOrlf;rls ]0s t,itJCtti'll t]c 37 Ou qrt'Olìt) nr iíirÌiìl,O l'r itrtl'¡ilu
,,,ur,,,111,òr.'t) rl.c çtlti',¡tl,xil,ti tl'tll'c.!r0 ¡¿, lì::\l r'il;rllrtt'[, i\ l¡ 1tr;lrl't'tttri't-iri lt,l-]

r,¡ìlct.u'li tlt::ì;. ll)lt pat'l,irlrl[irtr lii / c;;1, iìt)rt-c:,tttg¡¡,r.rr': d'(rI'til'{1 ]¿ i)il'r'

¡i:¡rpçrl; ,'r r, (rriìr t'il.ii¡rttt'[, it y) ptllrr f,i:tll,0 vi.tlcttr tic e¡ [il0 ri;l rrt],rii

¡,c[,rouvot]rj 1llìrl lloncl,ion tilorrlrt'(n,0) id'lrdr't ({}, rl)l' Ì.i orli, iri¡'ir'

rir: rtrr'il f ili¡1, girl,crirlr,c pirr olr+ f0rtotiot. t'l,ou,bLP,i,::.t'.Íti !!'0it'{:');\i.:i.t,'e

rl'o¡'t/,re l.r;t,, tt.l. l.,eli [olttli,irlilli del l'. i14lr-¡'r'f,jl, SL,lri, iirit¡]lls')tìc;ri' ilo)1 "

lrltì1.{r v:li tf il'clrri [ 4 , tl.

j



t,lll" illlN(ì'1't()[ìiai (iOt,l 'v F;,X I,)S

('Ìrl tlúrllritilt(Ì (¡tr() [,,tuf,rl fr,lrol,ion tl'trt,tlr,{) /¡t {).rì :,t; tlL Coìtt,intr(]
[)iì{ t'iìl)lì{'r'f; à jl c¡ib ir r{. rJ. ql',.rttl.rc (nr,0) l)rlrrr(ic rlirnri l,orrt, rr}(Ì_
í'rr¡¡ta¡,, .= ' lt. llsrrrl'iì1, tìttìrnr,r, I)our t¡rr'il orr "qoil nirr¡li, (luo f ¡pit ¡¡r,
rìil('.í1tl t, tìfltt$ lrirrf irrl,crviìlll .: . (t:,d.\,llr.ìì¡, {9uiç \,;r[{,.trt lr ..:: .(r¡, å).
tT'trn ùrrrtli,iort rlorrllltllnrrnf, tl'ol.tir,c llii, itl, nt" -,l| il,,,.a 1 cst tìorrc
ir rT" rl" r{'r¡r'rJ,rr (nl, (ì) +}t, d,olr-lr,c ((), ¡¡) .llorrrrirs, t(onr:. csi[, <lortl,irrrr{r r]1,

tl'rii'¡'irt i', li'furr't't,rrrì, [íl$ ru1, ft rrrri: rlti¡i¡,itg ¡rar.l,icìln l1;11;.,{ì,1ri,i¡¡¡11¡.
r¡'

IlfiìlI\ lì rlrl0 
,,, 

'l ,,', 1. tlntts lntrf, r',tr:tltrrlîlr: u¡in¡rlilf t:rir.'.1, irrió-

l-irir!1,,

-l,',';r irrirrrliûlll rl,,irl-rlcirlort{, il()iì.(ìrriiìitvÐtì il'1,t,rlt,{) llJl(iI ¡,,¡, o',,'
t\:ìrriirl-','¡r [,iu'1V, [!, y'olurl r,l, lì. (]. \'r¡r,qq, llìí;1" fli {;r,," ll) rrrrl,
trll piritti. rl¡1 ìì, trs [.,,ncl,ior¡ri it,r.riri'_,,,n1 rlil ìtt.lrrr,o1lrir]lI r¡rrr]. i;l ¡¡¡11,1

'rr¡il,r) tìn ililirtl,lt (:r-:,,, '!lt,), p ..,, !r:),,.,. rlr: ì:i lcnti \;0r,r:Í (ít,¡,7 ry,,) do rrtt-
¡l.iil¡¡i rltt{) ì'r¡ü llil, .{r¡r.rl,ir u)lìLtiì1, ,.ri¡ ..r. :ì,1¡7 i/¡, ì. :ll' r.rtr. .t), ... ,t:,:

l/i, --i--fi,,, /(r:,,, r¡,,) llrrrl \;o'ft ur-rrt lirnil,el -,-: f(:t.:,,, t¡,,) tì{l:..ì. Ilt,u, !/,,)^
(l*ri ;¡rtl,rrlll's r¡tt-1, rir-T.rl1lrijr)tì1, ttt,rlrliri lrr c¡l,i qrrlt, rlg ¡rlrrg, lu lot:r-rf iilrt.,1,
¡t(1il cr.ìti(:il vir rl'i.tf'rit,l r (0,{)).

l)¡r lì!)1ll' rltilrt-ri l:rrlt¡irlr!t'cl'rles I'nnoliorrl.i tloublr:nrr:nl; llr,llrito-
tltìrtltl; r'1,'rlt'rllc ltrt, itl r¡rri r;orr[, ¡.rulr,,llonljrlo¡ rì.,t]r,rLr,c lJ¿ r:tìì. ílr r,rt,

pilil llrrrnit'lr;j rl'or.,rj t'{) ¡i) ,{)(ì y. (ìcs ¡orLt, rilittrlnt tlt.r)nl, rlcs ilr.rl}r)r)lrtr.,.r
{'ltr ¿.1¿"nri' /it l-ri¡ ;¡; tll rJrl tl0g1r'il i'l 1\1t.'¿l) rlrlrrn 0c rì'rr'rnr lj{)rr!, allJrclor. riil
l,tilt l riiìr0 (,1Lr rlc¡;r"ír lnr, t,),

.Î'i" '- (-l¡¡ llrltlí, {'lllìn rlr)llrtil tlos forirrl,ions cllir¡ri un r!onr¿tirrc [),
r¡ui ¡rr,rlri;r)lì f rrrr[, o0r'l,itirxli ¡rroprítif;ól çlc c,oil\,,r,r.,cil,rj r]¡ins [,orrl,c rl ireu-
ii+lir.

11,il. llrtr f,i,:uiier,, lt()rri rJi, oi$ rlrrc / urii, t:ùr¡t,plòl(:tìLt:n,t tl,t)r,llt,tt
tlr¡rtl I) sì cJlc ttsil tl'llrlt'{t t/ [ir.rt'l,r)rrte rllriilo corrirunf, ic rloru¿tirie Li,
ilui,ritlLr¡r,rt rliL ollo esl, 11'olrlLc (rl; 0) rl;rnli Lortl,t¡ rJ.irool,in.n. l_¡t)r,r:ríltÌr)
t¿ +:r;L' ptLir il rt.'1, ¡1 plur Iierr dr: f¡rirtl rkls dislirrL:ljnnri crìhi,e Ia rrrr.
'ir¡;lil,ú cf In cr-lnciìr.it;ri. ,,\tr crlnf,raire¡, r:i il ost, ilrpair, orr trrurrl,
tIóJinir rlcs fonol.ionr¡ cr¡rnpir)Í,crnont oorrv(l;.ï0í.,i) uon-c1o.lìoiì\/r,ij,,."
g í,0 

" , tl'o lcl le lt ,

I Ilrer Iorr¡;t,ici:r corrL¡rl,)r,crncnl, d'olrli,o tt, oslt on I)i-rlt,icrilicr,, il,ou-
lrl¿rlrroiiI rl'orrl rtt ln,, itf, dr,i]rr; ulkl csI cr.lrrLirrrr,.l ,l¡r l,rr,,t p¡iirt irr,.
tiit'i¡ltr¡'rlo 1) si r¿ --" 0. l.l¡L¡r foncbion corurplòt,cr¡roirl, r'i.'iird¡'c 0 t:st
l;0r'rrt'l; dilriri t,nul, .l). c ,lJ, ljrro Iorrcr,iol colrpl)t,crncnf, d,c¡r,rl,r,.l r¿

a c{e¡ rlrlr'ivítes par,{;iellc.l; d,ord¡,c ..j: fi conbili¡jrys ct torrt, lruinL
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irtt,ér'icrtr. Si, cu grtrrbiorrlicr', les rlóri'vécs partiellcs d'ordre n -F l.

oxistenb, l¿r fonct,ion

/t -1.' '1

(iì2¡ 
"Ïl (" 

,; t 
) ¡¡¡s,r'd r, siníc¿--- i

i0

doit, iiIre dc signe invariable srrl l,ouIo droiIe faisaub'rL'arr¡_1le'a avcr:
I't\xtt 0r¿:. Si, tlo ¡rltrs, la, fonct,iort c¡it, cornplr)belnenl; ncln-conoave
tl'orrlre rz irnIair, pour ûoul,c :r, ry,1Ð polynorntr (iì2) rroi[ ôbre rron-
nógnt,if. lln pirrticLrlier', les condibious

Í',:,,.¿0, l|:,Í!þ - (l',!,,)z =o
rsottt rtóctllisaires,eb sufTis¿tn1,cs ¡rour la complè1,e notr-coTlc¿ìvi{,í1, et

l,], '> 0, I,!l,tþ _- (1,,1,,¡r ::, ri

sonb suIfisnirbcs pour la conrplt]lte oonvc.'rit,ri tl'ordlc l. clc /, err

supJ)osant, biern elrl;oncl,rr, cfrre k:s rI(;r,ir'óes sccondcs exisbonL.
I,'inírgaliLíi do J. 1,.'W. V. Jr,rl{sru f27l peut ôf;rc óbenduo qrr,r:

fclncf,ions cornplr)tctrrcLrL rìorÌ-()oncfl.\res d'orclrr"l 1.. Tlous Írv'orìs
l'int'lgalitó, ól,ablie par Ir, Srrrrn,r.nr [53.J,

/\)¡t¿;¡'¿ \ _ - ::¡r¡i{rr¿,!/i)(;t3) i (.1-',:.i, ) --::'-.!!!!)'ltt il¿.t-, It;,,> 0.
', :i,r' ' )l= ---'\;;,' - -' I); '"

l-{. J. McSu¡nr: filttl e gd;nór.a,lisó cel,l,o irrógalitti por1r. donx oìr

¡rlrrsiorrln vnriill:kls, cot,rìm.e dans le oiLs d'ìuto sorrlo variable"
[Jrrc forr.cl;ion oorlrplèl,orntul; pol¡zrtorlri¿kr d'oldro ¡¿ so róduit, Èr

turt polv'rrunrc de d.ogr'ó ¡¿ rl.ans [).

34"'--.- 5i l, g sonb der.rx fonr:[,iuns iloil-conc¿lv{,.s rl'olrh,o (m, rt),

cl <11' I l-" g, ort,l csL unc colstlr,ntc llosil;i./e, sunl, o.n.uol'{r dt:i¡.[orrc-
l;irlns noil-0or-r0¡rvcs d'clrrlro (lll, ri,). .1,a lirnil,rl rl'rnlo srril;o coìÌ.l,-cl,-

getrte do foncl,iorl$ lì0n-0orìrji.ì.ve¡i d'r¡ldr,o (m, n) csil; clrrro¡:0 j¡{nr-

oonc¡r'vo tl'rlrrlre (rn., rt). L)'aillcuts, l,orr t,0 f onol,ion corìt,inrltl di,rnl lì
ltrt'lsetrl,atrl; unc otr p.lusiertrs propri(lbóit tlo 0ourrc:iil,ít [Lirtn tJól;cniri-
nócs csI Ia lirnil,o rl'un0 ¡;rrit,e r¡nil]orrn.ílincnb con \r{:)r,}{{}ntc dtn¡r l(
cle ¡lolyttcnircs lrróser.Ll,ûrr1, Jcs rnôrncs plopì'itll;ós rj-o r.:onvc..i il;ri,

0o.mTÌìc.nourj lr: rn.olll,r,o lcs Polyrrojlrcrj rJ.u Íi. ì.lrinxs;'r'rilrq r.lo ¡lcrux

viirirrl,f cs

1 ," .l¡---a 
'

lrt- : i¡i,1tt':--,,|i,)i ,)i \'i)q)|,,,t.t /! ::!,, t .i(:;!:)
(r:--- ø)i(å -- .1:)a-iþ7...* r:)i(cl - . i/)r.ì.

rl')
l-lt.'
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ì'T, l\t(r{rr.Esco [,11] a drirnclnl,r'ó, or]tnrìLo rtans lc ûfl.s (l'urìû vrx-

ria,hkr, r{ìì'urìe fi millc rle fonct,iorts clou.bJerncuL non-0orì0Ítveú
tI'ordle t cl, ó¡lnlcrnr.lrì1, Jror.¡rdrc rrripörieure¡neut rl,ansr Ð, ost nor-
rni.tle à I'intórietrr do Ð, oL en rléctuil, que toui;c suite non-rìóctoi*r-
sp¡tt,o d.o f olrr:Lions rlriultLtlrreltl; ltorÌ-ootrÌcavr,.ti d,'ol'dl'c f. qrri r)olìvotgct

{rr ìllì poì.rrb .: .l), conv(}rgo unifolurrirncrrf; Èr I'ini,rirjcul rir: l),
.1. 1," \\/. V. Jt,;tr'¡un [117-l il dtijà r'crnnlrluó clu'ulre [ortr]t,ion tT.ou-

bìculr:ltt; n0n.'0orl{l;ìve rl'ol'clrc J. n'cst pÍ'\s ililcerss¡rirornolrl, cornplil-
i,r,r lltclt1; tltolrl.r'o {.

Il'. lìrrisz f*,Íft Ír] górr,ltlalisc lcs¡ fonoLiolls ttot't-{ÌoJto,1.t'ttsi d'ot'dt'l.l {
,J.'ruic valin..bk: lrnr lós,[ortol,iolxi s0usi-]ralinottiqrrtrs do rlcrrx orr

¡ilrrriculu vnlia.blo¡. Uuc folrc[;ion i esl, soi.rs.lì¿]rlì)oniquo ilarru l)
si, I), ir[,a.nL u]r ¡ioul.i-(l,olnainc t¡uclcontlrro do l), o{lo cst, crt t,otrl,

poirr[, clel I")r, non ar,r-clcs¡tus rlc 1;oute fortobion htrnurttir¡te t¡rr'cllc

le rló¡rrxi;i() Iri.\$ erì í-ì,r!ouu. poinl, clo ln frorLl;iòr'o rll Ð¡.Sii la. folrcbir.ln

irotr¡i.Jraltuuriiqtte esL colrl,iu.ue, orì phrs gt'lnór'alcnrcrnf, si l'int,cgrale
suiya.ltl,e cxisl,o, ollo es;[, oar¡cIririlrlo pal lo {ail, r¡u'cflcl r'0sl,0 ett

bclrrI point r= .[ì, uort-au-rlcs¡rrrs ctc li¿t va-lcur Inoyon]ìe ylrisc riut'

t¡lLe cirr:oltf'(x'eitco iì)r¿ìì11 ce ltoirtl; pouï ccrìtre ot, qp1l¡.1'1,qnri.nt, t\ T).

I a forrcl,iort sor.rs-h¿ttrloniqì10 f cst; cl,onc cla.rracti)r'isíre par I'irió-

¡4alil ó

Í(r,lt):..;t-: {''''" Í(rf r cos 0, u -l ¡ 6i¡1 rr)rla,
2,,,,/ 0

qrrcls quo ßoion| (n, y) e .Il eb r { (si D est, fermó S) qrro I¿r clis-

b¡trroo du poinl, (r:,1¡) ¿ì la fronl,iòr:c cle D.
[,'ól,rrr.1o clcs forroIions sorrs-ì¡rrrn0ni.c¡u.os sr¡t't rlu rirld¡.'e rl0 ce

Iivi:c. Nor-rs ror,lÍi ootìl;crìtci'otts clo lappok:r quclques ríysulLai,s ott

ru plrflrl,. ar/eç lçii frtricT,ioÛs {lo^Y.x.c,s¡ l

['; iilo¡rur, fÍì1.! [rl a ciénrontró r¡rt; loul;o fonoi,ion ,1n,l¡,[¿luçI).t

r.r)n-oorì.oÍ¡ve rl'ûr'clro f. est sous-lr.apfnortÍt¡ue. Cul;te Jrro¡rliriLé tl'{¡st;

pas vli,iie p{)ur Jcs fonoi;ions clorrllJi;menl, d'orrl"¡:o {.
t'. ïI{o¡rlnr, fllll b-l el; 'f. Jì¿uo t4B a] oni, dénronbr'é quc ltl cor.ilti-

f,iott tróccssiiilo cl; suffìsaute por,rr c¡re f s<li.t, sous-harrttonic¡uc esü

,trrr' ,rl"1"o't:1' F¡l ls soib, pour.toul;es le:r valçurs rlgs co¡rstùni;es ø., ß.

P. ß,1or'¡'r'ur. flit) e I a rnontré que la propriétii suTlsisLe a.u,sr;í pour los

fotLot,ions dçlrl¡k¡nlenf, nort,'eoncavos rJ.'ordre ( et lcs foltcl,icrts
rr'r rr:1rlèi;c rtre n l; non-corìcavcs rlooi'dre f .

l:juiL fl(¿) ulro furi0l;ioit cc¡nLirtrtu r"l"rrns (-"- æ, -l- <n) cL / r;rint,iii.uo
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rtans D. S. SnKs l5tr al dérnont,re que si Fff .l an j_ þll _{_ Z) est,
sous-l¡¿\r',ronir¡rro pour f,orrttls Ics v'¿tlcurs dcs consôanbes a, p', y,lit
fortc[ion F esl, notì-conçfl.ve d'olrh'o I dt : to ou bicn Ir esf une
colrs[an[c ; 2,, orr bie* I e.st, hänno.riq.re ; ilo ou bierr [,- est non-
tlécloiiisail:l,o ct, f est sorrs-harnrnniquo ;{o ou liicrr errfiu F est, lon-
0r'0issanl,e 0L -- / cbt sous-hRrruonique. Ces propl,iribós srrìrsislenl,
il{)ul' Ios fonobiuns dottbl0tnertb rìon-oor-ìcÐr,e,s rl'oldre lL el; ìos fonc-'
l,ir¡.rs co¡rrpklLcnr.enl, lron-corlca'veij rl'ordre l- I_)ans lc cas 2o, la
forrol,iou Iralrnonir¡'e doit aror,¡i ôf.c un polvironro rle, la fo.rne
A:t:t¡-)-' llø--l- o'y -f l), rcs¡r. rruporynome rk¡ l¿rforrneA;u-l- Ilu 1-t),

gli" --- Corrrríre rtans lo cas rl,une vtriable, on pcul, tlélìnir arrÍisi
c[0li fonct,ions plrrs g(;nóralos en nc considílr,¿rnl, rlrre des d,. ¿" s,rr dc*
rósoaux f'¿r'nrris par des d.roitt¡s équicl,istarrtes. co'$irlír.ons la
rìifïéronr:e d'ordro (rn, n)

nt t¿

\.'\l
,1,-,1 ¿ii,t

ri.-=Q¡:,..,g

qui esl,,ì ul,l facl;eirr iudó¡rond.anI de ln foncl,ion pròs, rrno cl ct.
tl'ortll'c Qn, tt,),

;'i,'lfþ',l\ ''-' tttl p,) þtrtl¡it!rr' 
:t; l- l''''"' ' r' -'l' "'1.' , fl.Itt,lt l. ii,...,lt.l r¿lc',-l'

Â. l'aide tlo oc.rs rliflórerr<tr:$, on puul, tìófìlrir rlcri fn¡cbions ço1-
,vLìN0sr -norì'*oncavr,ìri,... cl,c", tl'or'ùre (rn., n) (J) rlnns iì, rlrri coÏn-
oider.u.ù, rl'n.illeurs, ¿t-vor: cles fr¡ncl,ir¡ns íìorìlrtlxeíi, r,tr,r-rroìtc,¡verìr...
ctcr. tl'clrtl.t't], Qrt, ii,) a.rr. r¡crts olrlìlrairo, si la fonctirlu crib colrt,inne
ri¿rns [1. On per.rt voil faciJcruenl; 11u'il errr;sbr)rì¿jorr) ilinsi si la, fouc-
biorl slsl, horlttie ou lind¡rrir'orrìrrrrb nlosrrr:rlrlc rlarrs Il. liìrr. c{f4¡,,1,rr,,
cos {-ríìri, pour chilr¡u0 r'aleur,d.o 1¡ cl; A:, ?/, !/ -'1_ (r¿ _l. l)/ic (,c,d\,.lti
f+¡nct,jrin ùl:ll ' 'Í@rtl! &t n;.ssir, Ilorrríio,ou nrorrnrirlilo, r)[ d,olc]rE] ¡¡¿,

rL¡no t['*rrìrir i]e, iì-lr ¡¡orrri c¡r,din*ir.e^ i\ic,rrs {.r/orìs dr¡nri l,i*í:¡;rt1it,ú

ì

¡

?líll ,'ìtta'i'i, (-*1¡n,r, i i( ,i)\,;)tu, ¡ itt,1¡ t ih),

/l
!t.)1, il)or.:,, llt,¡, 1y

y,lt I k,..,,,r1 I (n, ¡ {)À; ,.-- (l,

Lìrr ,srIIlpo¡ii-tliI l¿t ftl.i:lcl;iort IiolI^cìonoavo r.{'s1'¡[¡'t; (rn, n] (J). 1.,'i1ri¡;a-
lif;ti ¡4r!rrúr'rrlo (2[)) r'ílgnll,c alors ilu fail; q.r.l)on fir:;rrrL (t)tt :t)t)..., ilt)¡,¡,.,,

la lorlcf,i'lt tlc !1,l:t:r, fr,¿,.., r,,,,, i li 
's;1, 

llol,'.ti{), {), Ir)0r.iìlì..,ì[l]r-,. .on_
{}{l{roÍl.vo tl'orrlre n (J). Il irrrporl;o dc r'o¡n¿rtr{u0r ([rro lir f irrrliri¡g
rncsut'al"¡ilibt: rrc Pcrrl, ôtt'c rt;ntpla.cór; pal la rì¡.csrrr¿rbiiit,r'r sir¡içrfì-

'I'lDilltt I)ol'ovf r;IlL
I

ì

ì

j
!t



r;[ì ¡,tii i;r¡¡,,irj,l,[t],,,rì ,',¡rt vilåliri t

Eri':!lc t,3rli li j, ir:,iì1,, crr cllhl;, ",)1,i,; rlnr; $r)lui,ilrn r,lir,,,rolrl,irrirr;, ¡.l,,ir(. ,.rr.ut

rìrt)r,rrr.r,l¡lc', rlfi l'í:r¡rrirl ir,r ilì4 I tfirrui l'ittlrir i,,iiilrr (rr, lr), cl, i:lror:,ir-:
rT'l ¡ìlitrtiit'r) {1!t0.{(r¿) ,-,., 1.(1r'} ., t}, (}rr n li!o¡s y(;t) ,-,,. {} ll¡r l,clr¡1, ¡rrlirrl,
:i; r¡rii rlivi,ie t,rìl,j'rrriclIi:nlur]1, l'iirl,r,:r'.'.'.ûì[c (a, !.t]" L,;t lilirc{,isrlr

f(t', tt\ '. {1,

tttl -.- b¿ I il(,h -- rr)

{)

,,, ', -1., 
t1 

) ,,- . y, (,r,) , ::t: (,,j ((r.1 I)) j

li,\ (, 'il r.', (-., ¿1.!,

c l-rl- ìj -'' 
,

r;rt, Irir:tt gr+fl,lonrinlo rl'olrlr.r: {a1, n,) {.T), t¡¡,,,'i, t?.::.1, ili:r.isr rr,,r)lth

ir-t i'.Jclntrrr:ltl, T)itri (rrì 1.lsrtrr'Ì,it-prl!yrr9ruc.
{lrt ¡tt;tll, ittlLrlri rl.i;firrir rJo;i Íorrol,ionli conltr!irLcnror{,cl 0r',llir ¡¿ {,1}"

(1il¡¡, i'falr¡1)rtrì) tjt¡ ¡tlrt'l,ictriittt', l,: (ì;ri /¿ ,,, ,| {ll, r)rìïi ¿lllor)r¡l,l lc cÍul rle
¡il'vrrIiÎ['lils, Crrrr:ir-1"ór'onn rl.rrrrri rrnc r]oncl,ion /(,!') ,.,,f(;u,., r:r), ...,lt,,1
lJq!firri*, lnru¡rJtìl,cl¡r¡ttf, Iì{,rn-{ì{ur¡¿tric rJ'¡r'rlrç t (,!)rln¡s fc dgrrr¡irrr,:
rì(Ì11\rr.l.Tc r,rt, l:tlrlt,i: Il" {lcs frrls;l,iorìtj ¡jorrl, l.rn,r,¿lr!,r1rì¡rtctri llar l,iirii¡q:rlii,<i

l)

t,lorri coirslibr.icill, la ¡lrlrrtir':rTisaLir¡n. dullri:rr ¡rar J. [,. \¡V. V" .lrrll¡1,;¡¡

[2?l d0$ forrol;i{)tìr] (lltlllt; v;rìialrlo r¡rr'il r ril;udiriost. ür;s Íoncl;iuri:;
$o¡tf, Jtrlt"0nt.ì{}iì.v{}¡i il.'oftl.t'o f (J) sur Lorrt,e c}r,oif;c couparr[, ]c rli.il-

ul¿,tiJu) -J). [-ln cn rlrid.uil,¡ â,y(1r] .l:].. 'l'o¡rtontcr lS(! í? 1, qu,rrrr{l [cltc
! iun otttttpltrtci¡lttr l; :r.o¡t'corL(liì'ycì rtr'orrlur tt (J ), e1, bolrr-írt.l r;irprii,Ícu-
I'tilrìctJ l, sli:r;{i l), gtl, 0oniìrlîr'Û(rtl(}nf, noJr-i;ûìlr.,a.ve tl'olrJrc 1[ :¡,r.r l:r,lrs

'rrtlitr;rila" Íji l) crsl; ferrl.ró ott potrl; rûÌníJrr{i.tor."; il.yo(,) l:!-. T}r,uir rìtirì{ì
l-.î{}1, rrrr'il llrrl[il, trtlrtttl r¿rtr ln J],rnt:t,ioit soil, bornrio irupririr:ul,orn{Jrì1,
r,lr¡: Iit Irt¡ct.iil',; l¡'rJe lJ. !:ìil cllcrl,, lioi[, [) rrir ¡roiiri, iiil;ór,ic,ul ri,t, "l].
fÌ;tr.l rìr''rifc Jliì.lsnltl, Irlir'{) ruupc lrr Jì,lrri,iòr,e.[l en pr, l.r,-" Irt; ral]J]orft
d0s sçrfînrrlrrl,s.l'L)1, [-nltp va.r'ir: dlu.nc Íirçlol1 corrl,inu.c lorsr¡uel¡t rJr.oi[c
l,oÌrrlrfl Hril,r;rr_r,tl'r.lì ct, n'or;L pari eil ¡.1óuéra.l r.ìonsta_rtt,, qlonc ¡rroild
nóoesr.ririirrrlrÌrt, urro r/iìlollr i'aLiorrncJkt. ll crr ¡,ól,lrll,c r¡.u'rlir ilrrtri,
clrririìr lor poinl,r; I]¡,.[), rJ.c lnanit)t'o quc i(P) ; tìriì;i fl(P,), i(l'*).1,
(lil i¡'¡ir,ro¡¡rlr)tyìcrì[, n1¡sl, crr dirÍitul, r¡i¡0 l'i JJ osû rr{r. h.y¡or'..s¡rhòro
d.r,l ccn t,r0 l', d,olr0 itu .¡rlr,rs lj{Jul' nn pr.'irr.l;., rl,orì ]a ¡ilu¡rr,iilf,é.
1t" (llr,tI(l{ll Illl] u fail, la t'{JIn{ìrquÉi (luo,.ri /(t}) c¡l lloml:r; nrrirriricrr-

,,} 11i,'l i r(i' ))

:



LEg ß'ONC'['IONS CONVEXIìS (j7

rernenrú sur un segmenl, "A,EJû, eliè es{, bornée sur {,out, segtnont,

par:rllòle à .r\,uTlo, d'extrómil,ós e .D. O¡r peut en co¡lciul'o que, si

f ei;1, rnosutablc, clle esfi oornplòtement .nort-oonci[v€ d'olt{re f. att

scns orditrairc.
1). 'lon'tontt;l [60 b1, rcln.ârque ¿ussi que, -qi Ð est feprné, Ìt:.

ltaxirnurn do i(P), supposée cottl,iuue, lI'o;1, al,t,cirlt, t¡tre sur Iâ.

frorrbiòr'0, lì r¡roirrli r¡rrc la fo¡t<ll,ion.rrc stiib patl rtno cortsil;a.rtho.,3i

/(P) nf hcinl, rion rnininlun) $r.¡r'ln fronLiòr'c .[,', il en eriL airrsi cttuis botll,

l). c l), ¡rroprióf,ó r¡r-ri c:ib analo¡¡rro à cclle c¡rti ¡rrót.riric l'ulf rrrc r'l"tr

rrxrno[,onie tla.rrs lo citl; d'ulro serrìo v¡n'iablo. (le1; atri,cirrrPr'ót;ilio

¿r.t*isli l'crttiourhlc rlr¡s poinl,s J¡ (rtt rrr.irr /(l.)) txl, a,l,l,eirlL.

fiir rìullÍìot) r'c1n'óircnl,al,ive do la fonol,iorr /(t)) jouib rill ln ptt.r-

1u'iir[ó r¡rr'ctt l,ortt, ¡roinl, ot)r't'oslrolrtlattL t\ P e 'D ilcxillf,o ttrt ltylrtlr-
plarr d'¿p¡trti, clost,"Ìt-dir;e qìrÐ) piì.r'r.rtì. Lcl ¡roiitl,, tllt ì)ottl, firi¡'tl

[)íllisor rirt lry'¡lorplart l¿tissatrl; ìt, sut'fncc tt{,it-iIlr d.t-rli:itls. 1,. (.i,tr,^

\¡,\Nr l.llf ] rì"órrrortl,r'c, daru;.le cits clc cl.trux v¿tliabloi:, {,[tl0) J){)tll'{,¡tt'lttt
platr l,angot-rl, exirit,t: eû un ¡rriirtf, r'r;¡tt'tiriottl,¿tl;ill ttot't'oliitt)iì(l¿.ìrìt; i\ ÏÌ,
il.[au1, ct; il srrf til, quo lir frlrrol,ion sriit, tL(lrivtrlllc sur dctrx tlt"oiLcil

riilrl;irct,eri parii;a.ttt pûr' .11, tl.ttttc, srt par[;icttlicr, rltto lor ddrt'ii'ós;¡'

¡titt'l,iclloti l',,', Ír' exi;i[,ctlL Ott ctl ¡rr.riirl,. l]'tl.illcurrr, l't)'t:rrìrtl lili) (tr"'

¡roinLs lÌ pour lcl;tgrrills lr: ¡rlnri [,nrr1¡orrl, r.ttoririt,c ¡rilt, ei:1, rlo ¡ri'etltii:t'tr
6e{,ri¡,;¡¡i,,¡, clc¡no crl, fotnl(l ¡rn.r: ln rd;rtnirirt d.'uit ¡tortråll'o fìni etlt tl'trr¡.c

irrfìl¡il,ó dólionrlll'alrle cl.'t:nlrcrrr.llleß llon:tl,t)t¡tiorj rlÍrllü f)"
iìcrttrrt:t¡tt{ìllrì tJlrllol'o qll{)? lli I'tlnstlirllrle rlir lu- frlrrct;iclrt rrÙitl'illtto

f I c¡n1 | ar:t:, | ... 1- ar, {t),, ¡rll,cirtf, son ttlinittt¡lltl etiL 0(}lìv0,''1.{}t

r¡trr;ls t¡uÐ rtti0ltl, lo¡i or)¡lst¿ìrtf;ttÍ ø1 ,t d?,t.""1 îÍtttt la fnritl[,itlr:t f rll;t; o(]lll.-

lrlt)t,oiilort{, Jlt.rl¡-0tlr}(,¿ì i¡o d-'ordrtl 11. f.'otlt' lrl trraxiilìl'llll' lql t,h(lu'¡¡:iìlirirl

rT.o S.5i¡trl lliÈ;ll tio lr'r'lt,r:rtd 1rili,;trtiuq'rrc 
.lo 

faiL rJttt.: | ''r'',rr't'r. 
I

I c:,rr, l- ,..-l- a:,,;,rr,,, l[,{,oitìb fiolì:¡rlll.l{.il'rltlt(ì iiltt, lit fl'r¡riLiiri"q¡ t,l+ i,lr^

t¡irrrl,.t {.1'ilc 5oi0tt l, c2.1, e.2r.,., ,t,,, ttb lrt tl-0rlliiillrl i },. .-, i,,ì, Cnl'iltll;i'il'.ttltr

lcs llrrrll,jorrs ¡lot¡s-h¡tt'rrlrllìi{[r¡t]ii) tirii tì.0 ¡jtll¡i,.l-t;ltì? {lìl ¡r;íli:iil'll.l,

llo ri l pl+l;e t rìo tt l; n (l tt.'1)(l iì(tiì r c;j r-f"'o ltil ltl i I i; l Li l,

:{ö" 1,. (l¡r.v,rr{r I ii!l ¡ì. ti¡îllc¡r(ìnl, rJiiíirri riii{) r:ti;i i'r::s.ii,tlr

(rl'or.'rJlc 4.) rrru' rrrl eili;(]nt ir[c plri rt ld c¡tttllcorl{.1.Ìl{r.

.! ,a JÌllnl,i.rtrt I O;;t, tt()tì...0{Jíì()il \¡0 Í)ttÌ' ii) rii, t¡tri;l,l r¿ti,,l lloirrttí, i0:',i

lrtriiti,ri Å(:;:r, t¡,,), ll(ø,,, y,,), {)(;u', '.t¡'r) útt 14, itutt r;ofiriliiii¡'¡r;'r, lil vl.l.i¿i:r

.lo I crr û0trl, ¡roirrL (t,, tJ) iìpiri,rri,ilrtùtll, lrtt [,]-ìäti11ic I'clrrii; .ÂiÌ{,ì, 
'r,,t

.{ti.tt ¿rrr-dtll;lttls {rr Jrli.rr {l11[clr¡lri;iil l,t.ì.r'li)s l;r'ltls poitti,ll i'rrirí'l';:¡]r;¡ti,i¡



{13 r.Es: ¡"(rN a,r,r,-r^* {:or{\i,[a ¡¡g

lifs (.r';. !/r, l(.t::,,l/i)), ¡ - l, '.ì. .ì. (trr tlrirìnir, tlrr r;r lnr"rnrr rrr:¡rriirr,q,
l;t c(,ln-r,xitri, ¡rolr-nortri¿tliltì,... rrl,tr., srtr l,). 

t

lìi I e$1'Iltltr-trtrl'l(lùve ¿Ì'i"ctl tìrrt,{,t tló{ìr,iìlion elltr e$t¡ tìon (ì,{rl{:iì.,¡,{r
d'ùrtllc I sru'f,out sor¡.ir.cnsernblc do l.j apIar.Itrrarrl. ir untr tlr:<ril,tì.
l'. {ì¡1,\':\tîl ItS] a tltilrrort{t'(i un (r(tr'tiìin norrrl.u'qr 11.1r pr.tr¡rliúf is tîtr
ti'j, I,rtrt'fiolts. lìi (.r'. j/), (:l', l/,) ,,,¡rl rlrrrlr [ìtrirrls rll ll, ,r1,i,,,, l{}rì'i.rrì1, 

,

;'rti ti'iûnglc ;\ll(1. le poìrrl (.¿,, .¿/, l(,¿^, i¡)) t'sl, ¡r !,lrrtrtlirìtrl iIt¡ l.urrrJlt,
li'irìrJ¡'r' frirruir par le pninl, {,t', !/', ¡(,r:'. ry')) r:I ltli¡ ¡roinlr* r\. Il, il.I'¡. Tort:Iion c,sh hrlrlrric rl;urs Lorrl, [,r.i¡rrrlItr .1t](ì l,irrrì.\.rr r¡utr ltr,
l'{rilì[:] oi¡ sOltt: [rl'is,rs les. r'nlt'Ìrls tlti f ir¡'¡riirf iq'1¡¡r,rrrl à li.

:ii Fi scr t'tit'lttil, à trlÍ tlnulilirtA Ì), ccs [rrrtrIi¡ru,, ¡¡1rlrt, irlt,rìf i,Ir(ì:r rìr].'
:['o tttrt io ns co rn¡rlè{,crrlren1, no,r r- c (}nc.û\-(ìrì d'o r.tì r.ir l .

' : il?" - - Pottr ieltn jr.1trr", si,girãld.ns 0ltt,tit,0 tlur,lt¡trrg qtrrlil:aliri:Ìt,iorrr,,
d,ci, f. rrc{ iolts (' o lr\-rr r,'r,,la Irl.si*l r rs î-iì l,i¿rl,lrrs.

(l" r\¡¡"1-1rri {2 a] tl{rfìni'r, I¿r [oncrion rì(]n-Lrorìûiìr-.r /i-r',.,r:..,,,., r:,.,)

dtns I0 rcrrt¿ilt$[0 rt:S rl; ;== 1r" r .-,= -l , l,,,.t rt,.Lit I'aitl¡ tlt.s l¡{., 1r1.i¡qi1,¡,
r¡rt'il a intrrorluibr:s f,iÌ trl. t]lte rrroi.crrnc I\l(rr,;t.Ìr...,;r.,,) ri:rf, rtti(iitir¡
¡rar l<ts proitlirll,ó¡ sui\-iutt,es :

J(' J\[ .st co'rirrrre er, sr-rrtit.icl*e .* ;]:¡^ il]rlìiìr,rrrrrlrrrt, ir rrirrr.r,-
. ., irlltr (u, b) ;

2o il e.-;ir,[0 urr, ] t) t,cl rlrre si .r.1 ¡ J.2 :-_..":_: J;,, Ûrì ril,

3o si er¡__íìS.?'r, i ,-- 1,2,,., fe, on ¡
l\l(;r1. ,ì,s,..., r¿i,) ::= h{(ør,, .t,,.,,.., ,:t,o,).

l.)r: ¡¡1,J1n' ¡1¡1,¡nrì('d0 ¡¡ n,,nrhl,(rl¡,r., ort rltirl¡ri[,trnc fl¡¡llr] 1ln n .l f

lttlrn]li;eii pa. lc p'ooúdó si¡ivaltt. Soie 
'L 

;u, :-:= f,,i¡ i...=_ "., .-., í.rn,, ¡ rlr:r¡
l1lr-rirtJ-.sr:elc (ø, ö) cI liosorrs

:l:tn'i¿.,í =-= l\.[(,t',, ,|?, ..., .lii ì. iì:irl. ..,, ;tir.r r)] i, ,,- J., ,.1 
, ":., ¡ i. :l "

.\ lurs

e t, rtins'i rle sLri{,e.

Cln ¿t rlr-u's



[,ES F'ONc'tr'troiNs coNV]rXEs 69'
qtll ost, Onoore une !-noyenne, ffl&is de n * L noqrhres. l,,aug,eunllitppelle 7a moyen,ne swpériewre (Oberrnit{,el) d- nd(;;; ;;,"_,;;. 

-^

Soienb maint,enant, M¿(ai, fizr.".t ønj, i _ 1'r 2r..., wrr?? xnoyenne$
dans (,a, h'teb N(y1,ryr,..., An) urìe moyenne dans (*', p,)orì z : min f,É : ¡ttax l.'l"a ilon-coÐ.c0\vité de na fonction ¡ est alors dofìnie'par
tr'inégalibó

l(.Mr(nt , trzi,.., ny¡), Î\llr(trL¡ tzzt..,¡ rzn)t..., Mrr(nur't frtnzt "., ør,n)) S
:-i N(l(ørì, n21,..., n¡û)¡...,t l(nr,r, rrr,..., n,nn)),

c¡nels que soient, fr¡¡ e (a,lrJ, i : fr 2r..., rn, i : i,2,..., ft.
G' Au¡r¡'r'{r{ [z ar dit arors r¡ue l est convexe p*r rapport à

[M1, À42,,..,'M,,,;N] e[ clémontio q'e la fonction cst arors aussi
convexo par r.apport à [M,1, M,r, ..,, M,,,4; N,], où l\f,¿, N, sonL les
rnoveones srrpórieures rrc Md, N, eb que, si Ia fonctio' est bo.née,
elle es.t c.olrtinue. IIn parr,icrrlarisantìor rrroy.unes qui ent.enf, dans
cette dé{ìnil,ion el, la fo*ction /, on obtient tliverses inégalités inté-
rossanfes.

L' scr¡un [52] co'sitlère re$ fonctio.s syrnétriqr tes r(rr, ü2,..., n^]
r¡ui vérilìent I'ini:galité ,

(.?/ù lþ:r, rr,..., nu,) 5l(Xr, Xa,..., X.,,,)

oir

nt
X¡, ----, Ð

-á""J
It. -'1 r 2,,,., tn, u*¡à0, þ ur., == ã*¿: :L.

ü¡¡¿l

i.-. I i-.1
Si une belle fonotion cst rlórivable, on a (¡tr---__ *) (f|,r--_ i;u):l O.
lin srtpposanb qt e f,,.r: f!*rentraîne l,:**"if:,**n + f;i¡< 0,''l,og*-
hl,ó ttans (31+), n'est, possibìe r¡'e si rgs X¿o solìt un* por,**t¿r[,iorr
des ø¿.

clel,l,e propriété de convexir,ó est vórifìéc par lcs fon'tions ,r;¡-

mótric¡ues fondanrenbalos c¿: ))*;rfr... .fl¿¡ par les fonctioris g;ij,

par les fonctio.s }1 ç(r,), orìr g esb rrno fonctiorr lÌû'r-{-rorjyr}rî::
i:7

c-1,'orrlre L ef, nlôme par les foncbicrts

ffi r(,ur),,'(ø2) . . . 9(ø¿ì

si g es[. de ph;rri, no'l-ntigativo.
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o¡r.,í,:itl, i ¡'tt,:1t.c,,,;\l.riir¿,:rrl;rli,t¡r. Éì. I lìli (ìii lti. h,,!'r¡¡. i,;,,Ji::i,.i!¡ut,r:,t .ir:.
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5{} lr,ì ifll:1l:i). çt. ,'itti. l¡: .('rtt/.û!t!: ,Ì¡¡¡¡ ¡l¡,: :Ji.,:tt:tirtit:: ì., rtt¡,rtt,!i.. ,..' ,r,. I .r,

' li''t.t. t;¡:,)ttt,,t'¡": ¿1,:fitt,rr;.,1^t/.!',.4,i¿),'¡lrr¡r /'i,ti i,' t. rit¡,:t. iÍli i . l.;it. i,l :iij r 1'r':rì

{, ,'.r'r1¿' I.er ,1.¡¡¡,:, rrlt t... r{,t.ti lúelii¡,¡i:: ,!'r,.¡¡.¡: 1,¡.1¿ i.,rlil,, f l):f 1,,, \', l¡_ lri.,i. i:,,, .i.'
- ,llt':¡l:¡l;,'tìr.',2. 1;"-f 1'1 í11:ltii,l, ii't: .¡t!,.t1;!tt.,: i¡tti:,,r1ítt:: , t: t,!, t, t t, Ì .:;

¡:qr,¡'¡¡,,', iÊ.¡irl;. rîi:;!t.it,i: îtr.:lt' 'å.,r.-! i:iî ii.,.i:,1 . r!..¡t¡¡¡i¡,¡:. rj,,l Ll, ,,, ,: .
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('l{¡18)' t,¡'c¡í.síltn'e ilole, i|,396-/¡02 (f 939).$" 
^5'¿rr les s¡¡IuLi.ot¿s bo¡,nëcs et.l..:,. soluti.on,s ¡n,cittrt¿l¡l,t:s dc c¡:rløi;res écrt.a,Li.orts lonctiotr.nell,¿;s. i\{a[lrentíìtioit,

. 14, 4't .100 (t93tì).
48, Il,ttr0, '.1.'. : ¿1. lìün,u'qrleù^ sl¡.r |es fon.ct/ons sub. l¿(il'nnnír¡n¿s. {).lì,. Ârli,rl"Sc.

Paris, lfìli, it4(;-3411 (t92tj), [r, {J¡¡ (:L,r1tpt: luncli,ot¡,s. T]ra¡s¡ol,igrt$ ,1¡tcr.
l\lrrf;h. *cl¡¡g., í:17, 26ô.2t15 (1915).

41ì" Tì ¡tltrtt, J . : (,Icl¡et r:i.rte .li,trt,ci,terul ¡t flcs Brtgri-t' t'c.s cl,t:r, lØtw¿t:en .l),¿n.ùtío'tt¡t
tit,it t:i.nat' ,4¡ur,,:tidu.n.g ùf d,ít. J'Ít.c,>ric tl.,=r l¡n¡tþ:¡¡,xt,¡1. .liüt,¡rr:t," [ìifzun¡4.r;-.
J).riclrfrr lí. Álilrrl. \\;irrlr. \'\'icrn.. llti, l,4l-:ltítì (ltu fì).

.ï8' lltnsz, [i'.: í¡. ,5'tt.t't'.crlrri¡t.s:;t¡:;í.r)rn.cs sítr¡yiùiers ft,'Ir¡u.ari,trts itt,tit.t¡'olrs. At\-
nirÌori Fjc." [,]c. Nor,ru. f:irrp., (ll),2fì , ll ô:l (fgl{)" b".f¿lr Ia:; lçrr,,:r,ín¡r; sr¿å,-
lLq¡'¡nl;¡tíqu,cs t:t l.r)u.t' rû.lt[)ot.t ù lq. tþdot,i.e d.tt ¡.tutç¡77.i,¡,1. ,:\rtf.t [,1.u l,l¡., z!g,

:ì:11 :r1:l (.1 !r26).
ill. i{¡ri', iJ.': ì" tl lr,.,krirch tt,t¡¡t¿¡l¡.¡r"¡, i 1,,,,i1.1,.,.,,,rr,r7¡i¡,:rryt:lt.l\{;rlll*sìs l¡clt]rir,

6, 43"{i5 (j93t). h. (J¡¿ llte ¡:ert.eroli:nd rl.¡1¡i1'n.i.1'r,rrs. Jollrnrrl [,orrrJr-¡u J\Iatll"
Ijor,, ?, tl\1 -):;1 (l g;12). a, l)n sul¡J¡.qïnmn.ic þur,ctintr..s, Ârrt,¿r Lil,[,r:r,.!rnull
îr_r llci()rìtiarrrm, $, 7t|,1-l g;l (ig;l:¿)

fill. liirlltttn, \. : lI,tl¡er,'r:í,r¿e [i1.,:tss;e çon, iliítt.clbihlù,rt,qen, ¡t¿it .,4rtri,utr/.ttrtgt:tr, urtl
rlip. Í)r't'tn¡t;'.na¡,t,!t:ttt.hcorir:. Ílil,zrnlß'sl.,r;riclrl,e Ilr.rll . i\{afh. f¡1,;r;., lZ, fl-10
(l{r1r3) l

,IíJ" ijtlrlll¡lvt, .F. : Jn:l.o¡io ilJc lttn.zíoni con.fics.le . lìònrliconf,i Islí, l-lrrrnLli¡:i!o

l!'l- ,1:1t¡rrpUvsr< r, \\'-, : ;r. ,5rz¡ l,'dqttot.iòtt lott,,tittrnrcl.lrr l(r -,1- ltl == !\æ) l, f @l' IlttldartlttttIa,tllaf,lr,, 1,111:'.1:12 ({9r]0). !1" ,9¿¿¡, Ies fonction:r t}nìLç'cîcr; iìtctt¡-
r¡.tlt'!,t::;, ibitÌ,, I, 12lt-729 (1r¿0) . .qi" ,S',tr.t, tttte propri.¿jtá d,as lonctiotls d,t
lJl. lJrtlncl. ilrirl,, 5, llf "JlÌ6, (trtZt¿.

li5, fi'nt¡tirtt.¿rt;s, I{" : lJcbcr d,i.r:,4¡t¡troxinto.Líott lto¡tçtt:ret,+'eltni.t.le!.s I.in.ctt¡'cr
li'u,ttltl.ir¡¡t.e.n,. Zeil;lrg|1tillt l'íir.. irngetv. j\,f irlih. lnrl, .&{'ecJ¡utjlr, 8, 41ti..t:15
(1'Í)zs) .

5{1. ¡1r'rlr,il"¡rùrj, il'h, J. : Otlt r lLr¡r,r,,,*qr,, 
inti:t,ltol¡t,t/ç fttrrttu]lr,e, Velsl¿rrrart cn

l\4i¡rlcrlculirrtlon rlu K, Alc¿rcl. trVlrlr,nq, rÍmstenl¡rm (2), r?, z:tg-z:;+ (Lflsz).
li f il'i'rrr,z, o. : {l¡u¡¿¿ laii¡,,e I.u, fii/1,^r'.:n.títtr.wnrl .Intcgr,ìL:",,1ru.u,,, g, I. l,eipzig,

il. G. 'l'cnl;ner X.¿rì0 lp. {{fì9:J).
58' 'l'rrltLt ¡cit'1t., ,n\. : tllou.t¡;t: co¡¿sü,errtzi.oni n+I [torc¡¡tu d,e pcùo¡,ntatlio. Gioillalo

rJi rn¿r1,, lìal,tagliui, 51, t,ri.72 (tgl3).
5il. 'l'trtr¡, l(. : l)r¿ clte.in, l,rrtr:i:ti.orutl írx:rymli.iics. Journ¿rl oI tlrc Iljrosjriitra

lJrri'ç'., r\,,1, 2,1-\lt ('19:l\).
(it'r' 'li¡rtron,{.iI, .[r. ; 'ò" ,5'ullc lrutzio,.i. (:otlp(jssc..4.rirrnli cli lil al,., (t,,1 ,"4, j¿¡,ij-i{í:i

(1927) " f¡" ,1¿¿i ¡¡trr,ssù¡tí. e nti,ni¡r¡i d,cIIe fi+n¡iot¿i'cotx,ct:;sc. J:ìc.ndìclorrLi
,\.ty:ad. rlÌri Lirrcr,.i, ({l), t4, ni2-tt74 (1glìt).

ül ' X/,tf,lltfrr,;; (1. : tl, l|.er¡¿ort\k(s stt.¡, cu'tuínes fon,cti,trts ().{)t.t(,c,t:(;.,j, [,r,O<tCeCì ir-igr;
I'}Jr¡rc.-I\lath. $oo. Japiur, (:J), ta, 19-JB (Jg:lj). b" r'ot¡.cti,oîts cont,c:t:,rs
c[ lorrclíorLs t:nti,òrcs. ]hlìlcf in ßoc. Math., fi(}, i)."1Íl-2811 (tgl:¿).

9,11. y,nt¡,r,r¡ ,i l''{russrlr, (llr. ln LA.: s'u,r Io, cottlergenr.:e t.[.tr; lolrtt.nlr:s ù,ittlrt,polrL-
tirtt¿ r:tttlre ord,tnut.tit:s ét¡1írlistttntcs Ilullctin r\.cad. lJc. llclgit¡rrc, 131g-41 0, (1 908). ,

S3, Vutral,tINSKY, 13. : a, I-'ltc genrrali,:ed lhù'd, tlcripatí,t,e uncl ít.s u¡t¡il,icrr.Linn
Lr¡ tl¿c th,r:ory of trigonorrlt:.tric sbrit::;" Pror:rlriclir!r{,T Ïiorìûorr I(at,ll. $oc..

,(2) 3Í, 387 -406 (r.903)" 'lt" The gen.*ø[ízed, low'tb darit,e,tív¡t. Jou¡.,n¿rl
London Mlth. Soc., 6, S2-BA (1931). r .

'I
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' 64. wrrrwov, [I. : Deriçar,íçes, d,iJierence iuotients artù Taglor,s lormulø N.
Bulletin .¿\mer. Math. Soc., 40, Sg-94 (igg4).

65. WrryrnRNllz' A. : ucber eine Klassepon line.aren îunkrionalungleíchungen
und, über konpene Funfuíonale: Eeriohte ii. Cer. der Wiss. ileipzig, 

"OO,

34e-390 (tsr'l!,
66. Youxc, w'. H., Younc, G. o. : on the dßeontínuitiies ol tnonÕtone lunctionsol several ço.ríøbles. Pioceedings London lûath. soc., (2) zz, lzl-l4z

(1e23).
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T'*A fi.lf..Íi []ñi$ 4,.î,tT'[Ë-i H{is

I ;,¡ f ttr-rlr IJ ll'I I(Ìt{

l'lnliortl; ¡rr:óliuriirri,'c¡i et trrrlr¡.l,iolrri .., ¡;...
(in.ql,r'l'ur.l l, I.,ns; {oltr:t,irx)s (l'or'(l r'(r rL. , . .

(ir¡,\r'r'rr,¡i ll, -' I''r'trp¡iri[tir tlivr¡t',q(ìrj rì0¡l fcl;rctir)lrri t'l'tlr:tlr,e ¡r,.., . . "

{'ltr.tntltr n lll. . (lrllrìt';'lii:ijrlior} rlr,ij fr)rrll.iort:rrl'ir¡11¡'1, tt ...
lì¡r¡1.,1'Ltrpl f \i. .-: I',-ui l',nlulliorìri rr{r!l1jl.r{rrri rlì.1 tlou,:< tttt Ilrtriicrrrl vlrr'ír-tlllnrr

ilr rr I tor:ir,\ l,rtr r:;

Irnplinró par:
à Íìaint-Àmand (Chcr).

11. lJ¡rs:¡¡Ìrrin
Ii'r'a.rrr)e. :.- -'1li-71.19îí,

bð¡tôt lógal

No tl'ódilion: 9ti.

,Ia trhnashv 19,1,5.
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