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AVIZ COLABORATORILOR 
Buletinului Societăţii de Ştiinţe din Cluj.

1. Data ce figurează sub titlul memoriului original este data depunerei manu 
scrisului complect şi gata de tipar. Societatea, care poartă răspunderea acestei date, 
nu are dreptul să şi-o însuşească pentru comunicări verbale.

2. Manuscrisele se remit preşedintelui sau secretarului general ; ele trebue să 
fie inedite, definitive, bine scrise şi de preferinţă dactilografiate (Art. 57).

3. Tipărirea manuscriselor, cu sau fără modificări, să hotărăşte de Consiliul de 
Administraţie (Art. 56). Membrii au drept numai la 5 pagini de şedinţă pentru comu­
nicări originale; despre tipărirea memoriilor mai lungi hotărăşte Consiliul de Admi­
nistraţie (Art. 54).

4. Secretarul prepară manuscrisele pentru imprimare. Manuscrisele revin apoi 
la autori, cari le înapoieze secretarului cu: bun de cules, iscălit şi datat pe primă 
pagină. Remanierile ulterioare se face pe contul autorului (Art. 58).

5. Autorii vor indică pe manuscris ierarhia titlurilor prin sublinieri sau prin 
culori diferite; ei se vor abţine de la orice altă indicaţie tipografică. Pentru memo­
riile mai lungi ei vor compune o Tablă de materii, ce se va tipări pe prima pagină.

6. Autorii primesc o primă probă şi o probă paginată. Rezidenţii trebue să 
restitue corecturile în 4 zile (Ari 58) ; nerezidenţii în timpul fixat de secretari (Art. 58).

7. Autorii trebue să înscrie pe prima corectură: bun de paginat şi pe proba 
paginată: bun de tipărit; aceste menţiuni vor fi iscălite şi datate.

8. Autorii vor indică pe prima probă locul unde trebue înserată fiecare figură, 
şi vor lipi pe marginea acestei probe, în faţa acestui loc, proba figurei corespunzătoare.

9. Autorii vor înscrie pe manuscris, şi vor repetă pe proba paginată, numărul 
separatelor ce doresc, şi dacă voesc o copertă.

Numărul separatelor nu este limitat, dar costul tipărirei lor cade integral în 
sarcina autorilor, cari vor plăti facturile direct tipografiei (Art. 59 şi Contractul cu 
tipografia).

10. Autorii îşi iau angajamentul de a nu vinde în nici un caz separatele 
memoriilor lor. Societatea încuviinţează numai distribuţia gratuită a separatelor sau 
schimbul lor cu publicaţiile similare.

11. Secretarii au dreptul de a convocă la tipografie pe autori pentru ca să 
dea indicaţii zeţarilor; acei ce nu se prezintă îşi perd rândul; tipografii nu vor sta 
la dispoziţia celor neconvocaţi.

(Hotărîrile Adunării generale din 27 Noembrie 1921).

Toate comunicările referitoare la redactarea acestui Buletin trebue 
adresate Dlui R. J eannel, la Institutul de Speologie, strada Miko n° 5, 
Cluj (Telefon n° 8.53).

Les Sociétés correspondantes sont priées d’adresser leurs échanges 
personnellement à M. P. A. Chappuis, bibliothécaire de la Société des 
Sciences de Cluj, Institut de Spéologie, căsuţă postale 158, Cluj (Rou­
manie).



SUR LA FONCTION CARACTÉRISTIQUE D’UN NOYAU
p a r

D. Y. Ionesco
Reçue le 25 Janvier 1927.

Considérons les équations intégrales

Cb
? (x) +  fi \  N (xs) cp (s) ds=f(x)

f(x) -f X Ç M (x  s) f(s) d s= F  (x)
Ja

En éliminant f(x) entre ces équations on trouve
rt>

cp (x) -f V P (x s) cp (s) ds—F (x)
Ja

où .

(I) P (x î/)=XM (ce.y)-t-ft N (.t j/)+X p ^ M (x t) N (t y) dt

Une propriété importante du noyau P (xy) est la suivante: S a  
f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  p o u r  l a  v a l e u r  1 d u  p a r a ­
m è t r e  e s t  é g a l e  a u  p r o d u i t  d e  l a  f o n c t i o n  c a r a c ­
t é r i s t i q u e  Dm (X) d u  n o y a u  M(xy)  p a r  l a  f o n c t i o n  c a ­
r a c t é r i s t i q u e  D ii(p).du n o y a u  N(æy), c ’ e s t - à - d i r e

(II) Dp (1) = Dm (X) Dn (p)

Dans ce travail je présente une démonstration de ce théorème (')

(') J’ai donné une démonstration simple de la formule (II) en m’appuyant sur 
un théorème de M. H ilber t  (voir mon article du Bulletin des Sciences Mathématiques 
2e série t. L. juillet et août 1926).

Bull. Soc. Se. Cluj, III (ire partie), 17 août 1927. 26



402 D. V. IO N E S C O

en partant uniquement de 1» formule de définition do D (X) donnée par 
M. Fredholm, à savoir

f 'b  /'b

OU
D « = 1 + 2 £V"rn =  1 J  a J  a

N (Xi ?/,) . . .  N (x, yn )

: : \ii\ ---gn J
N {x„ ijx) . . .  N (x y )

Ce travail est divisé en deux chapitres. Dans le premier chapitre 
j’établis des formules que j’utilise pour la démonstration de la formule 
(21), -Seule utile pour la suite. Dans le deuxième chapitre je fais la 
démonstration de la formule (IJ).

Notations.
1°. Le déterminant

N (x, y,) . . N (a?! y„) M (x, x,) . . M (x, x.„)

i
N {xnVi) . . N {x„y„) M(x„x,) ; . M {xnxm) 
N(o,?/,) . . N (oi y„) M (o, x,) . . M (a, xm)

•  •  •  •

•  •  •

N (om y x) . . N (am y n) M (am x,) . . M (om xm)

sera noté par le symbole

I M S : : a  «(;■::::))
2°. Le nombre des combinaisons qu’on fait avec n objets pris p 

h p sera désigné par -
m

3°. Le signe ^  mis devant une expression E où figurent les

indices a , a * , indique qu’il faut faire la somme de toutes les ex­
pressions E qu’on obtient en remplaçant dans E le groupe de lettres 
a i , . .  a* par une quelconque des combinaisons de k  nombres qu’on 
peut faire avec les m. premiers nombres.

4°. Dans la suite on aura a considérer des intégrales multiples 
de forme

C6 c\  • - \ v  ( x \ i • ■ %m y\ . .  yp \ z \ . .  zv ) dx \ . .  dxm dij\ . .  dy„ de, . .  dz^
J a Ja



FONCTION Ü'UN NOYE AU 4 0 â

F o u r  a b r é g e r  l ’é c r itu r e  c e t t e  in té g r a le  se r a  é c r ite  

y  ( x l . .  x m ; y i . . y m -,z\ . . z p ) d x m d y  d z t,

e n  p o s a n t

dxm — dx\ . « dxm 
d y n  =  d y x . . d  ljn 

d z p  =  d z \  . .  d z p

( 1 ) .

C H A P IT R E  I.

Formules préliminaires.

1 . L a  j o r m u le  s u iv a n te  e s t  f o n d a m e n ta le  p o u r  la  s u ite .

22  «
Pi “1

+ ....................

+(-D' 2 2  - > ( ? ■  : ? ’ > : : >f t " ...... v «1 ■< •<+. ■«.

. . . .  a,„ 1 
. . • t/n j - “ ( 5 ‘ ‘ 0/" ] N  i  3 

. . . ■ c m )  [ y

X R •pi a2 ° a, ^  • • x p
T„  • a, a2 y  y  P* ■ ■  y  p

■ Xn |  
■ Va J

N
°a , • • %  Xfil+l ■ ■ Xpn

y Pi • • y p, ypl+i ■ ■ yp

y?,,

S i n  >  m  le  d é v e lo p p e m e n t  s e  t e r m in e  p ar

( - 1 )’" y  w i Xft ' - ^ I n Î 01 “ 0m X/Jni+i‘ ' Xp"
p é p m ■ •Tni J { ^ ■ ■ y p m ypm,

e t  s i m  >  n  l e  d é v e lo p p e m e n t  s e  te r m in e  p a r

w M  N r ° “.
“i ' ' 'an ’an+1 " ’ T°m J  V 2,1 • • ' V" )

I I • • « v|
< - d " 2  m x z

Pour abréger, nous désignerons par l a ' l . i g n e  aa d u  d é t e r ­
m i n a n t

< '  : : ï ) .
la ligne ■

M ( Oa Tj M (o a‘ t j )  . M {d a  ~m ) .

26*



404 D. V. IONESCO

Le principe de la démonstration de la formule (1) est le suivant : 
on cherche tous les termes du second membre tel que dans le déter­
minant M (ttV . ' im  ) il Y a>t J lignes x ,  ( x . . .  x ^  ) et m — l  lignes o 

( V i >  • • • % * ) •

2. Dans la formule (1) faisons

*« =  !// =  .Si, ( i = l , 2 ,  . . . n )

multiplions les deux membres par . . .  d s n et intégrons de a  à b . 

On obtient la formule suivante

(2 )

L

+ ....................

’ V “l “/ “/+!ai,...a».

/ °a, • • 0 a, « I • • S f l - A _____

my N ( j ,  . .  t, s, . . s„.,J d t l d s «-i

+
En effet, il suffit de voir que si dans l’intégrale

M | m | N
“1 * • “/ «/+! ‘ • V

S(h * • X  °a/+, '  • X  \ l  0----- s «- . -• • s «-ai • X X + l ' • X

on fait Je changement de notations

sf}\ ~  h >

>  • • X  X +i ■ • X .

x~ t,

d s n

elle devient

( m

X + i =  s1>

U . .  t ,  a„ .. a„i / a/+1 an

T„ . • . .  t,«1 “/ “/.fi um
N

• So — s ., P/I "-/

X  • • %  -h n-71 r  
s;./) d t l d s n-li\ * • tj

On peut écrire la formule (2) sous une forme condensée

(3)



FONCTION D'UN NOYEAU 405

en faisant la convention que pour l >  n , C* =  0 .

3. Dans la formule (3) faisons

°/ =  t / = 6n  ( i  =  1 , 2 , . .  . m)
multiplions les deux membres par dOt . . dOm et intégrons de -à à b. 
Nous obtenons la formule

(4)
N (

• • $n 
S\ • * Sn dSn Ctô,,

l=W

- 2 ( -/ — 0
1 /(4  <Î M fu,

U’i
M/ 0 , . .  0m-A f v t .. V j s ,
v t  ©1 . .  O m -l j  { U t  . .  U l  S, S n - I J

dut dvj dOm-/

La démonstration est immédiate.

4. Dans la formule (1) supposons le noyau M (xy) identiquement 
égal au noyau N (a: y). Le premier membre de cette formule se ré­
duira à

N  ( x i  . . . x n o, . . . O*, \
\V l  • • • Un t j  • • • J

Supposons encore m =k, n= p-\-r  et faisons

i xi = V i= S t (i =  l , 2 , . . . p )
l  xp+h =  Tfc+ft » 2/p+A =  ak+h { h = l . 2 . . .  r)

Multiplions les deux membres par ds, . . . dsp et intégrons de a à b . 
On obtient

tk+r
Ofc+r

tfc+ l . . Tfc+r Si . . 
0*+l . . ° k + r  Si . .

k P+r -

- 2 2 \ »
“i

• • \ \  (  X?t «0, • • XPp+r\  -
y  Pi v. • • °« J  ••2//WJdSp

+
k p+r r

+ ( - d ' 2  2  \ N
a,,..«! pt,:f3jJ

Ta, •• W +1- ^ a,

/+l

Xpt . .  a ^ , , .  . .  x,''PiPi+i •
°«/% H  • •
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Dans cette formule les x  et les y  sont remplacés en fonction de 
s , o , t  par les formules (5).

Il n’est pas difficile de montrer qu’en posant

o, 2 W « ; : : Ir1:;::)
7 „ ..7/. J  V  V  "  *+Vt "+V/-A “ / f l  h J

on a

T r  0 ' • • °A Xk + y t • • Xk + y , _ h  • • x k + y r  S1 ■ • s p A  -  -

*  o  a o  O n Q, 9 J d 0 A « s ;>-AV • “a a/+i • «/ • • °*+vr s‘ • •

a l

k

+  (  — 1 )  ( a l > • • a /) T  ■ • • - f  T ;  ( * l  • • «/) ] +  •
a,,..a/

5. Revenons ii la formule (3), supposons et posons :

OpfA — Tp i h ~  Qh (/t =  .1 , 2 , . . . /j)
multiplions les deux membres par df)x ..d§k  et intégrons de a à b . 
On aura

? •  2 ") m ( ? ■ • ? ! 'S i  .  .  S/tl f l j  . . Xp V 1

Ofc
Ok d s n  d J i l t

/ — p - l  p + k

= 2 ( - « 'c  1 2
/ =  0 . a |,..ay ,

.. t .  0„ .. 0„ >' “/ *i Vffc 
T„ ..  T T .. t  

“ < “/ “ / f l  a p ï t l j

°ai “ °a,sl " sn-l
t \  .. iy  S ]  .. s n - l

d t ,  dSp-I dtik

/ =  P+fc

+  2  A 1 A Z  \ M
i=p

Si l’on pose

!r ' V Î i / i , J /  °“'+i - v f ° a‘ ••aa/Si..sn-/V _
T . . T T  t

i=p « i , .v  x ttl a/ a/+1 ap+k
f, .. iy S, .. Sn^pdSn-'dOk

(8)

s£ =  c î  2
“■••“/-A

0 . .  O.ft o
“/-A fl ’ “ 1 ’ ■ ' “/-A “/-A f l

. 0 ìli . . Uh 0! . . 0A-A 
aP" . . .  • • v .. T „ . x „  Ui . .U *  01 . . Ofc-A

• • ° ay ^ • . V[ . . Vh S] . . Sfl-A _  _    _ _

N  1 f , .  .  A a  î t A S ,  .  .  8 „ .,J  dUh dVh dt'-h di)k-h dSn-'

a'' __ c 7
°P -/j "  ° /-p fA

on aura:
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(9) \M :’!
= ,T , ( - i ) , c ' ( s '  +  s l j + j ^ - i / c ^ s ;  +  • • +  s ' )

G. Considérons l’intégrale

(>°) » ( S : : ï ï : î : : î )
et remplaçons

\  N f T> * • lk+r s> • • sp } rfT 
J l °l • • 0*+r SI • • sp J p

par le second membre de la formule (7). On aura

(11) i = d° - s ( d ‘ +  D j ) + ..
«I

+ ( - ! ) ’ i  ( D q +  d( +  •• +  d ; j  +  .

en posant

Di = \  m (?; : : : : “ : )  Ti  (*■ • • «<>

Si on se rapporte à la formule (6 ) on déduit sans difficulté que

J ) 1 =  ( - 1 )'-" chp Cl‘h\  M [ 01 • • °ft+r | N
h p r ' '.T, . . Tfc+r w, . . vm

T„ . . T„
° t  “A “A-H “Jt

8| . J j o ,  . .  o„* « aft+ ) a k

N
Ot . . 0 Tk+1 . . T k + r s  1 . . S p -h \ _  _

\  • • °a h ° k + l  • • Ok + r  s , . • S p - h J
(Fjfi dSh-p d o k + r  d t k + r

Dans la formule (11) nous voyons qu’il figure le terme

(12 ) F7 — v tV-  u h
a{..a,

On montre que

où

(14)

c;; =  ( - i ) '- ftc x X F ft

U  M  (  0 |  .  .  OArf r  U \  ; .  U m  )  - j  / I (  . . Tft Tftf  ! .  .  Xk  1

" Y l{ J. • • !A+r », • • vm j N i 0, . . 0„ OA+, . . O J
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a i  (  0 1 • • 0 A Ifc+ l . • Xk + r  S t  . . S p .H  }  r -  -  -  -

l Oi . . oA ofc+i . . an+r «t ..  V * J “9/i “Sp*A “ °*+r ®T/i+r

Tenant compte des formules (12) et (13) la formule (11) devienent

I - = F 0 ( l + c ; c i  + . . .  +  c ‘ c ‘ )

- C ‘p F , ( c l  +  C ‘ C J + . . . + C ;-'CÎ)

+ .............
+  ( -D *  c ;  f ,  (  c ;  +  c ;  c ;+i +  • ■. + c;-* c ; )

+ ..............

Mais

de sorte que:

c" + c£+1 + • • • + c;-" c; = c;'r + k

1 =  V  { - l f C h C kr1;k Fh
h —O V P r+* h

ou bien tenant compte des formules (10) et (14) on a:

\  i>T (  °1 • • ° k + r  « i  ■ • «m  1 w  (  t j  • . Tk + r  *1 ■ • S P 1 TT J ~  V~
)  M  11, . . Xfc+ r  V, . . Um J N 1 O ,. . Ofc+ r  «, . . 8 J d 3 P * 0 *  K

T ï * ( - 1)“ c ; c mp r+k

, N
f  t j  . . t *  Xa+ 1  . • Xfc Ì  » j f  ô |  . . 0A Xfc+i . . Xfc+r  S | • • S p -h  1 ,7-  5- 1 
l  . . ÔA Oa+ i . . Oft j  W \  Ol . - Ofc Ofc+., . . Ofc+ r  S | . . S p -h  )

Nous allons faire plus loin une application de cette formule dans 
le cas p ^ q —r .  Remarquons que:

r r
r h  r k -h    k + r  p A r r-»A
' - ‘q - r  '- ‘k + r  P r  u fc %

D’où :

(15) M (  O i .  . 0 / i +  r

V Xj .  . X k + r

W] • . W|7I
V\ . .  v m

c  ;+r f 0, . .  ak+r U,
\ x, . .  xk+r v x

N f  Xi . . Xft Xfc-f-1 • • x* 1 „  (  Oj . .  
I Oj . .  Oa o a + j . .  oa  j 1 [ ai . .

) N ( 0! . . 0*1 " s\ . . 4-r) ds9-r d0fc+r dzk t

; ; : ; ) Æ w * w Ç l “ ( - i ) * c ; c ;

Oa tA+ 1 . . X*+r  Sj 
Oa OA+I . . Ofc+r S \
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7. Nous allons utiliser les formules précédentes à la transformation 
de l’intégrale

*

(16> J -jj [N (?,::!:)“ (?. : : Z S; : : y )N (à: : : S) *. ■»,. *»
Remplaçons dans J l’intégrale 

par le second membre de la formule (9). On aura:
t =  h-t l= k+ p

2  ( K  + • • + K  ) + ( ~ l/c» (Aft + • • H-A'o )/= o  / = *

où on a posé d’après les formules (8) :

(17)

K f

A1 =  Ch ^  \  M I ^  ’ *̂ft 0“/•*+, ‘ ’ °a* Ml * ' • • V*) . .
*  P <H..a,_h J  l X“‘ ‘ Xa/-ft+l • • X“A V| . . Vft 0 , . ,  0 p .J

AT( aaI • • 0«/_ft V, . . Vft S i . .  s n-l\  f  T l  .  . T/A — — — — — __
NI . , NI («/.ft a tifta v  d (jD.h d s n- id a i{ d x k

W I  • • </-A « l  . . Mft S i . . Su-// \.Ol • • Ofc/ ^

A / /  _ A * * + »A fc-A —AA

On démontre facilement qu’en posant 

fiQ\ n'  =  \ in f0' • • °k+h m i ^ ^ T*+t • • T*+ft si • • s„./.ftl
h J  W l • • * k + h  0| . . 0p-ftj \ai . . 0/ Oft+ i . . Oft+ft S i . . S/j./.ftJ

• • O fc )  d t / d S n . / . h d Q p . f i  d a ic + h d ï ic - t - f iN t1 . .  r/ T/̂ -i
t\ . . t/ 0/+1

on a 

(19) \ l  _ p/-A p/-ft A // _nh p/-fe+ft Tjft-ft
A ft ~  a h '  A  k-h '-‘k  %  b /+ft-ft

de sorte que J devient :
!  =  k -i

J -  , 2  ( - « ' CU  C1 +  c ;  c "  b ;-1 + . .  +  c ;  c ” b;  )

! — k +p

+  , 2  (-!> ' < ( cr  B «  +  c ; C « +’ b£ +1 +  . .  +  c ; « '  C" B * )

On peut encore écrire cette expression sous la forme 

Bull. Soc. Sc. Cluj, III (Ire partie), 15 novembre 1927. 27



410 D. V. 10ÌSESCO

h =  d.

m j =
1 =  0

( - 1) C ^ V l ^ + ' c ' B ,
j= 0

D’après la formule (18) on a:

> = U

M
j = k
Z t - D ' c ' c ™

J = 0

m  ( T i  • • zi  V + i  • • x fc) • • ( /  Tfc+ l  • • Zk+ h s > • • Sn-ft-' 1 j T  ,
N  [i,  . .  t j  aj H  . . a u )  N  ( o i . .  Qj O/C-H . .  a .^ h  Si . .  s n.h.j ] d t j d s n.h-j

D’après la formule (15) le second membre de cette formule est
égal à

C1  [ iii fG| • • Gk+h  9| • • §p-h 
\ Ul . . tk+h  01 • • Qp-hP*+A J

• • 0p-/il -»T ( z \ • • t k + h  S i  . . S n - h \  j K  r ~
. . e J N U . . O A+A , x . . 8nh) dOp-h dSn.h

En remplaçant ceci dans la formule (20) et tenant compte de (16) 
.nous avons : '

<21> • \  IN È  : : »;)11 (?: : : »2: : : tì JN (5 : : ôj &  » ,  *>* *»
h*=p

c hW+ft
Cette dernière formule est la seule dont nous aurons besoin dans 

la  suite. •-

CHAPITRE II.

Démonstration de la formule (II).

8. Considérons le noyau

(I) P (xy)—X M (xy) +  H N (xy) +  X |x ̂  M (xt) N (ty) dt
■et calculons:

1(22) Dp (1)= i + t ij r  ̂ p  (* ; ; J) * , . .  .

Pour abréger l’écriture posons
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'(23)

p |S| • • sp 1 _  
I s\ . . s p )

L (xy) —X M (xy) +  p N (xy)
K Ocy)=^ M (vct) N (ty) dt.

L (s, S|)-f X p K (s, si) . . . L (si sp)+X p K(s! sp)

M sP s i ) + X p K ( s p S |)  . . . L ( s p S p) + X p K ( s p S p )

En développant ce déterminant suivant les puissances de X|x on a :

P (5] * * gp] dsp=apo +  X p api +  (Xp)2 ap2 +  • • +  (Xp) app,(24)

où la valeur du coefficient aPk est

(25) apk= c* jj[ L (J ; ; J ^ )  M (JJ ; ; £ ) ]  n  (t, <>,).. n (xfc 0,)  dSp.k dok dxk

Pour la démonstration de la formule (24) je renvoie à un Mémoire 
-de M. G ou r sa t(*).

De la même manière on démontre que

S M;
/! = 0 

de sorte que

dOh dsr.<,

)h’pk<v.=
h =  0

•en posant

<26) <&= ÿ  N (J; J ;] N (l] ^ l  N(t,o,).. N(« * * » .^ u M i

On peut encore écrire

(27) aPk ~ ^ k .^pk 
•en posant

(28)
h = p-k

bPk =  2  c > pftV Q ;
h =  0

h
Pk

( ) M. E. Gouksat, Annales de la  F acu lté de Toulouse 2® série tome X, 191)8, 
page 26—32.

27*
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Remarquons que aPk est un polynôme en X et p homogène et de 
degré p —lc.

9. La formule (22)
oo .

Dp (1)=1 +  y [«pu (Xp)api +  • • • +  (Xp)P app] , 

où on remplace aPk par la formule (27) deviendra
o° 1

DP ( u - i + 2 - é ì< > ,,+ c > ! ,> v +  • • •  + c ’ o . v . n j
p = r

Ordonnons suivant les puissances croissantes de X et p .
Nous aurons :

(29) D p ( l ) = l + y I 6I0+ | i [6204-2(Xp)611]

+  "gq [^30+3 Cl (Xp) 1)2\]

+  [&“o +  4  C l  (Xp) b3 l +  4 . 3  (Xp)2 &22]

+ .................

+  ̂ !Cp + .......
(30) Cp = bpo + p  Cp„] (Xp) bp l l 4- p  ( p — 1) Cp_2 (Xp)2 ôp-2,2 +  • • •

Si p = 2  q, cette formule se termine par

2? (2#—1) • • • ( s + l)  Cç (Xp)q bqtl

et si ^=22 +  1 , cette formule se termine par

(22+ 1) 2g . . .  (2+ 2)C 2+1(Xp)*V h ,? .

Remarquons que Cp est un polynôme en X et p homogène et de 
degré p  . Nous pouvons donc poser

CP -  CpoXP +  Cp lXP-'p+ • • • +  C ,ftXP-ftpft +  - • • +  CpppP .

Il s’agit de calculer Cp/,.
10. D’après les formules (28) ët (3() on a :

(8 1 )  C p n = C p Q U + P CU Cl l Q p l

+  p ( p  —  1) Cp. 2 Qp.2>2 +  • • •
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Revenons à la formule (26) et permutons les indices t i . . .  t k de 
toutes les manières possibles.

On aura :
Oft = — Rft 
' P *  k l  P’k

où on a posé

(32) < « = m (S* " SP-k'h 
. .  O h l MUi •• S p -k -h xJ Tfe)] N(oi !! Oft) ^ h  d SP-k-h d<3k  d z k

<33)

Alors la formule (31) deviendra
P  __pfr r>ft i p l
^ p h  *̂p ^p-l p̂-2 “ p-l.li p ?  p 2  pft*2 r ^ h - Z

' ^p ^p-2 ̂ p-4 ̂ p-2.2* p 3  pft*3 pft*8 Up-3t,p-6np-3.3
+

Mais d’après la formule (21) on a :
}  =  P-k-h

R!p .k = 2
c'c'o -k -h  '

o n)^k+j
M f°i • • 

Ui • •
ak + i  «i 
*k+i

Ü p-k-h-j 
^p-k-h-j,

^  (ai . .  a t X ’j  Si. .  Sft-j d Q p -k -h -j d s / , . j  d o k + j d z k + j  

Dans celte formule changeons p en p —k et h en h —7c, on aura :

(34)

où on a  posé

R « = 2 , '< - iy
1 = k

i  = p -h

“V ,
r  i - k  r i - k  

k + j  y-’h - k  '- ‘p -k -h  
i - k

cr
R/

(36) R, = J m (;; ;; % ;; * £ ) n  (5J  J  ;; %) îv ».,*«

Si dans la formule (33) on remplace les Rp*£fc par les formules 
(34), en faisant les calculs, on trouve

CpH =  Cj R0
c’est-à-dire d’après (35)

Si nous revenons à la formule (29) nous en déduisons que le 
coefficient de Xp~ft p. dans le développement de Dp (1) suivant les puis­
sances de X et p est
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(36) 1
h l ( p - h ) l

M (üf . fc îH* N )*
D’autre part en multipliant les deux séries

oo .  f

d» w - i + 2 - \ n (J;
p — L J ’J"

oo Ç

D» o * : = i+ 2 f À N(î1::î:)*<.
p  =  X J

nous remarquons que le coefficient de Xv h pA est encore (36). Donc on: 
a identiquement

D (1)=D m (X) . Dm (p) .
La démonstration de la formule (II) est ainsi faite.
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