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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur un Théoréme de Lord Kelvin

(Deuxiéme communication)

. par D. V. JONESCO
Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Cluj (Roumanie) (*).

Dans une note précédente (**), j’ai donné une généralisation
du Théoréme de Lord Kelvin, qui dit que si V (x, y, z)est une
fonction harmonique, alors la fonction

AL
y 72 72 re

ou r est la distance du point x, y, z 4 I'origine, est également
une fonction harmonique.

Dans cette note je vais poser un probléme général qui conduit
d’une facon rerarquable a la généralisation que jai donnée
dans ma premiér- note.

Je me propose de déterminer n 41 fonctions £, §,, &,, ..., &,
des variables x,, x,, ..., ¥,, de facon qu’a toute intégrale de
Uéquation aux dérivées nartiell .

a?V . )
Z ay; T = O, (1)
i 2X; a&j

%7

ou a; sont des constanles, on [asse correspondre une intégrale
de Uéquation associée

W _
Ky 2 =i 2
YAy Yy (2)

i,

(*) Présentée par M. Th. De Donder.
(**) D.-V. Joxesco, Bull. de V'Acad..roy. de Belgique (Classe des Sciences,
Be sér., t. XIV, p. 475, 4 aoit 1928).
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6 D.-V. Jonesco. — Sur un Théoréme de Lord Kelvin.

4

par la formule
| W= fV (Ei: Ez: seey En) & (3)

Dans la formule (2), les constantes A; sont les mineurs
des a,; du déterminant || a; ||, divisés par la valeur de ce déter-

minant.

1. Je vais chercher d’abord les conditions auxquelles doivent
£,, du probléeme précédent.

satisfaire les fonctions f, &,,

On a
W *f V+29V f 25, of 35, of ok
‘ D aEn 2%, 0% X X; 9,1‘]. Az,

aw;aa’i E)wiawj
SAV aEh ng,

i Tk 3Eh32n T 9(1?

On doit donc avoir

2%k, of o5, | of 3&n |
O—VZAvE‘) ax+29€n i s 8.50“.’1/ o&; 3—3’1—{—5—‘;78‘”7'5 (4)
’c)En Z')En

+.f285h85k§‘ Z)w 3’1)

pour toute intégrale de I’ équation (1).
On a une intégrale évidente V=1, qui conduit immeédiate-

ment 4 la condition

| ’ e B

ZA,,Wz

i

qui exprime que [ doit étre une solution de I’équation

associée (2).
On a aussi les n intégrales évidentes

V =z, (h=1,2,..,n)
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D.-V. Jonesco. — Sur un Théoréme de Lord Kelvin

qui conduisent aux conditions

XA

[¥)

f_agh af & af 3k

ox;0m,; | oy ax; | Ak, m,

Avec les conditions (5) et (6), la formule (4) se réduit &

22V .
E __C L A a—Eh aEk 0’
ok a8n ks 5 -y dx;
qui doit avoir lieu en méme temps que
% o s
a
= 9En S‘Sh
On en conclut que I'on doit avoir
agh QEk
Ay = ha 1
; Y ox; o " @
A pouvant étre une fonction de x,, z,, ..., Z,. ’
. Les fonctions f, £, ..., £, dotvent donc satisfaire aux condi-
tions (3}, (6) et (7). -

2. Nous allons modifier légérement les équations (6) et (7)
Remarquons que

028, of 8k af aEh 2% (fEs) o2f
fm—i— +— — —

om; aw;, | om; om; a0,

dx;ox;”
et tenant compte des équations (5), il en résulte qu’on peut
écrire les équations (6) sous la forme

E Alj a2(f£h)

0 X 0L

®)

Ces conditions expriment que les f%, doivent aussi étre solu-
tions de I’équation associée (2).
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8 D.-V. Jonesco. — Sur un Théoréme de Lord Kelvin.

Désignons maintenant par &, le premier membre de I'équa-
tion (6). En faisant la combinaison '

gk (I)h + Eh q)k}

nous avons
e @ E 0\, of 3Gk, of aGk)
i A FoN s B PR,
;Au /“<Ekawiamj+ghawiamj>+ 2 @xj +amj o,
Mais

028 %6 2GS0 2%k 35 _ 3% 0%
omom; | omm;  omdx,  dx; ox;  AX; oL

de sorte que I’équation précédente peut s’écrire

Fa,l2GE) o 26k | of (k)

Wi Qxiawj 2X; 8:!7,» 9.’10,» 2%;

Ak 9
- 2/'2 Ay AL "_?EE
i J aw, awj'

Remarquant maintenant que le premier membre de cette
formule peut s’écrire sous la forme

]

Z AZ] 92 (fEh,Sh)

Wi 242 &
et que le second membre est égal a
Q/)\ Apy s

nous pouvons remplacer les équations (7) par

Z Aij ot (fEhEk) —

: a 9
= %27, H8nr ' ( )

p étant une fonction de x,, x,, ..., x, (égale & 2f)\).
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D.-V. Jonesco. — Sur un Théoréme de Lord Kelvin. 9

3. Voici une solution du systeme d’équations (5), (7) et (8):
On peut évidemment prendre
e 1,

~
& = L Apg Ty -
k

D’ou le théoréme suivant :
Si V (x,. Xy, ..., X,) est une intégrale de ['équation (1), en
posant
by = Zk:ahkwh’

la fonction
W=YV (E“ Ez: sery En)

est une intégrale de U'équation associée (2).

4. Mais le systeme formé par les équations (5), (8) et (9)
admet bien d’autres solutions. Celle que je vais mettre mainte-
nant en évidence conduit d’une facon remarquable auThéoréme
de Lord Kelvin sous la forme que j’ai donnée dans ‘ma note
précédente.

Je pars de I'intégrale

(10)
de I'équation de condition (3)

¥y il (11)

i
Ty T 0%;

intégrale dans laquelle on a posé

Y= Z Ui T T o

h.k

Mais, «,, o5, ..., o, étant des constantes, en posant

Y= Z U (X3, — o) Tk — ),
Tk
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10 D.-V. Jonesco. — Sur un Théoréme de Lord Kelvin.

la fonction

_n=2
F=Y °*
sera encore une intégrale de I'équation (11). Il en résulte que

les fonctions
oF
duy

atF

F, =

hE =
%y Oy,

sont aussi des intégrales de I'équation (11).
On a

F,=(n—9) Yyt Yt (@ — o) (12)

n4-2 \

Fp =n (”"—Q)Y_Z—E Unp (Tp — ) Z ps (s — ) (

|

Faisons maintenant dans les formules (12) et (13)
@, = ... = a, = 0. Nous en déduisons que

(13)

ol

—(n—2) a,,Y 2.

n
=19 * Z Opr Ty »
D
et
AR -5
fe=ny * Z Opr Ly E Ups s — QrnY *°, (14)
r s

sont des intégrales de I'équation (11).
En écrivant

Z O Tr,
E Ty = [ =
k

-2
¥

on voit, en se reportant i la condition (8), que ’on peut prendre |

=1y

1
€=~ Z Apn T - (18)
Y%
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D.-V. Jonesco. —— Sur un Théoréme de Lord Kelvin. 1

Avec cette notation, on écrira f,;, sous la forme

(16)

frx =nfE0En— ahky_i

Si I'on exprime maintenant que fj; est une intégrale de
I'équation (11), on aura

ZAu 22 (f&nin) "Z < _ﬁ>'

awia omzax

Mais

A 22 (1/ 2) _n;z

=2
” 22,93, )

%

de sorte que I'équation précédente devient

3t (f€,6x) —nE

A, TEIRR 9y T2y
7] & hEk*
; 0w, 045

Or, cette équation n’est autre que I'équation (9) avec

n+2

p=2y *.

Ainsi, nous avons démontré que les fonctions (10) et (15)
satisfont aux équations de condition (5), (8) et (9).

En remplacant dans la formule (3), f et £, par les seconds
membres des formules (10) et (15), nous obtenons la générali-
sation du Théoréme de Lord Kelvin sous la forme donnée dans

notre note précédente.

Marcer HAYEZ, imprimeur, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
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