
QUELQUES PROBLÈMES RELATIFS Â UN SYSTÈME 
D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE
par M. D. V. JONESCO. Mt. A. S. R.

i. Dans ce travail je considère un système formé par deux équa­
tions aux dérivées partielles du second ordre de la forme suivante :

(i)

à2u f du du
àxdy y > u> dx ’ dy

àv àv '
’ dx dy,

d-v 
dxdy

dv àv ' 
dx ’ dy .

où les fonctions inconnues sont u(x,y), v (x,y) et où les fonctions 
F, (x, y; ult u2, u3; v^v^Vg), (1 = 1,2), sont continues et satisfont à la 
condition de Lipschitz,

(2) |F. (%, y ; ult u2, u3 ; v1; v2,v3) — F,, (x, y ; u\, u’2, u'3 ; »»'})
8

< I VT||lorsque £=1

(3) 0 < x < d, o < y < d

o -< | uk | et | u'k | < d'
1 1 1,1 - (£ = 1,2,3).o < I vk | et I v k | < d

Dans les inégalités (2) on suppose que les et les B* sont des 
constantes.

Relativement aux équations (1) je vais traiter plusieurs problèmes.

Premier problème.

2. Déterminer les intégrales u(x,y) et v (x,y) des équations (1) qui 
satisfont aux conditions aux limites suivantes :

(5) «(*, o)=o , v(o,y)=o

C étant un point quelconque de la bissectrice OD de l’angle xcy.
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Géométriquement cela revient à déterminer les intégrales u(x,y), 
v(x,y) de façon que la surface intégrale z=u(x,y}, passe par l’axe Ox, 
que la surface intégrale z=v(x,y) passe par l’axe Oy et que la courbe (L) 
intersection de ces deux surfaces, se projette sur le plan xoy suivant la 
bissectrice de l’angle xoy. En plus les deux surfaces doivent avoir le 
même plan tangent le long de la courbe (L).

3. Dans le cas particulier des équations

d2u d2v
(7) 7^r=/(x-’,) ■

la solution du problème est donnée par les formules,

m(x,y)=Ç Ç f (s, t) dsdt + Ç dt Ç [g (s, t)—f{s,t)}ds
Jo J O J O J O

(^)
fl(*>y)=Ç Ç g(s,t)dsdt+{ ds([f(s,t)—g(s,t)]dt

J O J O J O J O
Si l’on suppose que dans le carré (R) défini par les inégalités (3) 

on a
| f (x,y) | et ) g (x,y) | < H,

les formules (8) montrent que

du
dx <Hy<ÏId

du
dy < H (%+2y) < 3ILZ

< H (y-\-2x) < 3EL/
dv 
dx

àv 
dy <Ex< Hd.

4. On peut passer maintenant aux équations (1) et résoudre 
notre problème par la méthode des approximations succesives de 
M. E. Picard.

On va intégrer successivement les systèmes

d2 u0 
dxdy

d2v0 
dxdy

=E1(x,y ; 0, o, 0 ; o, 0, 0) = f0 (x, y).

= F2(x,y; o, 0, 0; 0, 0, o)=g0(%,y)
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0^,, 
àxdy

àu,,^
dx

avec les conditions aux limites (5) et (6).
Désignons par M un nombre supérieur aux valeurs absolues de

(%, j w2, w3 ; v2) î73), (î = i, 2), lorsque x et y satisfont aux
conditions (3) et lorsque u{ et v{ satisfont aux conditions (4). Si p est

—— , on est assuré que lorsque 
3M

o < x < p , o < ' < r,

du„ àu„ dv„ dvn
les fonctions un, sont P^us Petrtes en valeur
absolue que d'.

, du„ âun dv„ àv„Il reste a prouver que les fonctions u„,——,----”, v„,-----,-----
dx dy dx dy 

ont des limites lorsque n croit indéfiniment. Pour cela il suffit de 
prouver la convergence uniforme des séries

Mo+ (Mi— Mo) + (wa — Mi) +........
»o+(*h—'««H (^2 — ^1)+•••• •

ainsi que celle des séries formées avec les dérivées partielles par rapport 
à x et à y des termes de ces séries.

On démontre sans difficulté en s'appuyant sur les inégalités (2) 
que si p satisfait à l’inégalité

[2 (A1+B1) p +A2+B3+3(A3+B2)j p< 1, 

les séries précédentes sont uniformément convergentes.
Il est donc démontré que dans le carré limité par les droites y=o, 

y=p, x—o, x= p, il existe des intégrales u(x,y), v(x,y) du système (1), 
satisfaisant aux conditions aux limites (5) et (6).

Deuxième problème.

5. Déterminer les intégrales u(x, y) et v(x,y) des équations (1) 
qui satisfont aux conditions aux limites suivantes
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u(x,a.x) = o *jpy,y)=o(9)

C étant un point quelconque de la bissectrice de l’angle xoy.
Géométriquement cela revient à déterminer les intégrales u(x,y), 

v(x,y) de façon que la surface intégrale z=u(x,y) passe par la droite OI 
(y=ax), que la surface intégrale z=v(x,y) passe par la droite OJ,(%=Py), 
et que la courbe (D) intersection de ces deux surfaces se projette sur le 
plan xoy, suivant la bissectrice de l’angle xoy. En plus les deux sur­
faces doivent avoir le même plan tangent le long de la courbe (L).

6. Considérons d’abord le cas particulier des équations (7). Dé­
signons par u(x.y) l’intégrale de la première équation (7) qui s’annule 
le long dé OI et de O J (problème de M. E. G o u r s a t), et par v(x,y), 
l’intégrale de l’autre équation (7) qui s’annule également le long de OI 
et de OJ. On voit facilement que les conditions (9) sont satisfaites si 
l’on prend —

'v=r'+(p(%)— cp(py)

où q(x) et sont des fonctions arbitraires. On peut supposer
cp(o)=4(o)=o.

En écrivant que les fonctions u et v satisfont aux conditions (10) 
nous avons pour détérminer les fonctions cp(x) et les équations

du
dx

àv 'l 
àx)(x,x)

=m'(x)

dv du 1 _
.ày dy ky,y)

cp'(%) -|-œ<J/(œ%) = -

On intègre ces équations, en prenant les constantes d’intégration 
nulles, et on est conduit aux équations fonctionnelles

(12)

où Y=a[J <1, de

y(x) — q(yx)=m(x) —n{ax)
<P(y) — <P(ry) =n (y) —™(py)

M. E. G o u r s a t. x)
7. J’ai démontré a) que les intégrales des équations (7) qui s’an­

nulent le long de OI et de OJ, sont données par les formules
1. B. Coursât. Annales de la Faculté de Toulouse. 2-e série, tome VI, p. 117.
2. D. V. J onesco. Annales de la Faculté de Toulouse, 3-e série, tome XIX, p. 74.
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où F(s,/) et G(s,t) sont les séries
oo

fM=^y2*7(y%ï‘7)

00

G(s,l) = J5Jï2'g(Y‘s, (Y 7)
z=o

Il résulte alors que

+ pFM~ïWï’l)]—(GM— ïG(^,YT]))pZ

Si l’on suppose que dans la région (Rx) limitée par les droites OI, 
O J et x=d, y=d, les fonctions g(%,v) sont en valeur abssolue
plus petites qu’un nombre H, il résulte que 

|F(S)Z)|<^

et on trouve sans difficulté que

m (%) | < H x' h w 1 < Hv2
m'(x) | < 2 H A' < 2 H y.

8. Les équations (12) ont des solutions données par
00

? (x) = X [m( 1 '’x)-~n («r1'x> J
i=o

tp(y) = [w (7 iyï —w 7‘-v)]
t'~o
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Ces fonctions ont aussi des dérivées, données par les formules 
co

««'(«/*)]
* i~ O

QO
ÿ(y) = X [»'(Ù)->'(?Û)]

i~o

On démontre que dans la région (RJ on a les inégalités

. M*)|< h~3%2’ l^l< H|Êpy2

9. La solution du second problème pour les équations (7) est 
donnée par les formules (11) et dans la région (R!) on a les inégalités

|w(%,y)|< h (l+ï) (y —«%)+(i+^2)(y2+«2%2)

|w(%,y)| < H(l+ï) <*—??) (y —a*) + (i+«2) (%2+p2y2)

du
dx

<H[y+2a2|±Lx]

du
dy

%-f-2

dv
dx

H<

On peut maintenant, à l’aide de ces formules, faire la démonstra­
tion pour les équations (1), avec la méthode des approximations suc­
cessives de M. E- Picard, comme on a fait pour le premier pro­
blème (No. 4).

10. Dans un prochain travail, je vais reprendre les problèmes 
précédents, en remplaçant la bissectrice OL par deux droites situées 
dans l’angle xoy, ou dans l’angle 10J.
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