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APPLI CATI ONS D’UNE FORMULE  
g e n e r a l i s e e  d e  G. DARBOUX

PAR

D. V.  lONESCO

Note presenUe par M. D. Pompeiu M. A. R. dans la siance du 13 octobre 1^39

I. Nous avons demontră dans une note precedente que si ^{x) est 
un polynome de degre q ^ 2 p  i ,  on a la formule

valable quelles que soient Ies constantes / et /i, et ou Ies constantes Os 
sont donnees par le systeme d’dquations lineaires

ttp +  ap_i +  ap—2 +  ®p—3 +  • • • +  «o ~  —
2

*2
Op—i +  2® «P—2 +  3  ̂ “ p—3 +  • • • +  />̂  «o ~  ----

2-3

(2)
« P —1 +  2 * « P —2 +  3 * Op—3 + • • • + / ’* « 0  —  ------

2.5

a p _ i  +  O p_2  +  a p ^ s  +  . . . +  p ^ f
p^p

2(2/>+l)

ou bien la formule

(3) f{x) d x = { i i  —  X) S  a's +  s

*) D. V.  l o n e s c o ,  Gdniralisation d’une (quation foncHonnelle rencontrie parG. 
Darboux. Bulletin de la Section Scientifique de'Academie Roumaine. No. 3, 1939.



valable quelles que soient Ies constantes A et /i et oii Ies constantes a's 
sont donn&s par le systeme d’equations lineaires

a'p +  a'p_i -(- O-'p—2 +  • • •+  «'o ~ —
2

a p +  p—i +  5 ĝ'p_2  +  . . .  +  {2p +  i)^a Q =  ^
2-3

( 4 ) f \ t  I / I \ t  ^ L \a p +  2>a p_ĵ  +  5*a p_2 +  • • • +  (2  ̂+  i) « o --------------
2 .5
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a'pH-3^^a'p_i +  5,̂ f’a'p^ 2  +  • • •+  {2p-j-i)^^a -
(2p +  i)  ̂

2 {2p + l )

Dans cette note nous allons donner quelques applications de ces 
formules.

2. Sur le courbe y =  <p (x), ou <p (x) est un polynome de degre

g ^ 2 p  j,  prenons Ies points Mi ayant pour abscisses / +  i-
M-

2p
{i =  o, I , . . 2p) et designons par K^p + i le barycentre des masses pro- 
portionnelles â ai placees aux points Mi et M^p—i [i =  o, i , . . p), Ies 
constantes ai etant donnees par le systeme d’equations lineaires (2).

La formule (i) montre que l ’aire limitee par un arc M^M p̂ de la courbe 
y =  f  (x), par l ’axe Ox et par Ies ordonnees des points Mq et M p̂, est

-------- >■  --------
egale ă l’aire du parallelogramme contruit sur Ies vecteurs M^M p̂, K2P+1 -^2P+i 
oii K"2p+i est la projection du barycentre Â 2P+i l ’axe Ox.

Cet enonce etant vrai quelle que soit la position de l ’axe Ox, par 
rapport â la courbe, generalise la formule bien connue d’Archimede 
pour l ’aire d’un segment de parabole, qu’on obtient en prenant p =  1, 
€t en passant l ’axe Ox par Ies points Mq et

On a un enonce analogue en utilisant la formule (3), d’oii resulte que 
si nous prenons sur la courbe y =  <p {x) aussi Ies points M 'i dont Ies

A
abscisses sont A +  ----- ’ (i =  o, i , . . . ,  2 ^ + 1 ) ,  le barycentre des mas-

2p +  I
ses ai placees aux points Mi et M2p—i (î =  o, i , . . p) ^coincide avec le 
barycentre des masses a'i placees aux points M'i et M'^p+i—i, (i =  o, i , .  
p), Ies constantes a'i etant donnees par le systeme d’equations lineaires (4).

3. Sur la courbe y =  f{x) oii f  {x) est un polynome de degre 2p +  i,

prenons Ies points Mi ayant pour abscisses l  =  i —— -—  » {i =  o, i , . .
2p

2p), et considerons la courbe representfe par l ’equation y =  f i  {x), ou

“) E. G o u r s a t ,  Cours d’analyse mathhnatique. Tome I, 1933, p. 163.
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(Pi (x) est un polynome de degre zp, et qui passe par Ies points Mq, 
Ml , . . M^ .  En designant par Si l ’aire limitee par Ies deux arcs de 
courbe Mi (1 —  i, 2 , . . . ,  zp) nous avons

■ 1̂ +  •S'3 +  ■ • • +  =  -̂ 2 +  +  • • • +  Ŝ i),

c ’est-â-dire, la somme des aires de rang impair est egale ă la sontme des 
aires de rang pair.

4. Faisons une autre application de la formule (i) relative au centre 
de gravite de l ’aire limitee par un arc de la courbe y — <p (x), un arc 
de la courbe y =. f i  [x) et deux paraU^es â l ’axe Oy, <p(x) et f i  (x) 
etant des polynomes de degres n et «j.

Supposons que n et ni ^  zp. Sur Ies deux courbes prenons Ies points
fj --

Mi et Ni ayant pour abscisses Xi — X-\- i [i =  o , x , . . zp) et
zp

posons

Ni —  NiMi — f  i,Xi) —  f i  {Xi)

Le centre de gravite de l ’aire limitee par Ies arcs de courbe M^M p̂ et 
TVq N.̂ p ainsi que par Ies segments de droites et N̂ pM̂ p a la meme
abscisse que le barycentre des masses ai Yi et up—i Yp+i placees aux points 
Mi et Mp +  i (i —  o, I,.. p).

On a un enonce analogue en appliquant la formule (3).
En prenant sur Ies courbes precedentes aussi Ies points M 'i et N 'i

ayant pour abscisses x'i
~~~ A

?. +  i  ^̂ 7-;—  > (î= o, I , . . . ,  2* 4- 1) et en posant 
zp-\-i

=  N 'iM 'i =  f{x'i) —  f i ix ’i)

il resulte que le barycentre des masses ai Yi et ap—i Yp+i placees aux points 
Mi et Mp .pi (î =  o, I , . . . ,  p) a la meme abscisse que le barycentre des 
masses a\ Y 'i et a'p_i Y'p+i+i placees aux points M 'i et M 'p+i+i {i =  o, 
I , . . . ,  P).

5. Considerons maintenant l’aire limitee par un arc de courbe y =  f{x), 
oii f  (x) est un polynome de degre n, l ’axe Ox et deux paraUMes â l’axe 
Oy.

Supposons que zn < zp x, et prenons sur la courbe Ies points M\

ayant pour abscisses xi =  X i - — — , (f =  o, x , . . . ,  zp) et d&ignons
zp

par yi leurs ordonndes. K  etant le barycentre des masses aiyi et ap_i yp + i 
placees aux points Mi et Mp+i {i =  o, x , . . . ,  p), et K "  sa projection 
sur Ox, le centre de gravite G de l ’aire limitee par l’arc de courbe M^M^p, 
l ’axe Ox et Ies ordonnees des points M  ̂et M̂ p est au milieu de K ” K .

On a un enonce analogue en appliquant la formule (3). En prenant 
sur la courbe precedente aussi Ies points M 'i ayant pour abscisses

x'i =  X +  i  —  . {i ■■ 
. 2p + x

o, X ,...,  z p x ) ,  et en designant par y'i leurs
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ordonnees, il resulte que le harycentre des masses aiyt et ap^i yp+iplacees aux 
points Mi et Mpj^t {i =  o, J, . . . ,  p), coincide avec le barycentre des masses 
a'i y'i et a'p_i y'p+i + i placees aux points M't et M'p+t+j {i =  o, i , . . p).

6. Ces resultats ont ete generalises, en supposant Ies aires precedentes 
non homogenes la densite en chaque point {x, y) etant de la forme 
q =  Q {x ). R  (y), oii Q (x) et R (y) sont des_ polynomes en x  et en y.

7. Nous faisons encore une application en considerant Ies moments 
d’inertie d’une aire homogene limitee par Ies droites x =  X, x =  fi, l ’axe 
Ox et la courbe representee par l ’equation y =  <p (x), oii (p (x) est un 
polynome de degre n. Sur la courbe prenons Ies points Mi  ayant pour

abscisses Xi =  i
2p

{i —  O, I , . . . ,  2p) et designons par y; leurs

ordonnees.
a) Supposons d’abord que n 1 ^ 2 p .  Dans ce cas nous avons le 

theoreme suivant: le rayon de gyration de Vaire comprise entre l ’arc de 
courbe M^M p̂, l ’axe Ox et Ies ordonnees des points M q et Mjp, par rapport 
â l’axe Oy, est egal au rayon de gyration d’un systeme materiei fictif forme 
par Ies masses aiy’i et ap—iyp+t placees aux points Mi et Mp+i (i =  o, 
I,..., p), par rapport ă l ’axe Oy.

b) Supposons ensuite que 3M ^  2^ -f-i .  Dans ce cas, le rayon de 

gyration de la meme aire par rapport d l ’axe Ox, est igal â ~  g'y, ok
n

g'y est le rayon de gyration d’un systeme materiei fictif forme par Ies masses 
myi et ap^i yp+i placees aux points Mt et Mp+; (i =  o, 1, . .  . , p) , par  
rapport â l ’axe Ox.

c) Enfin si n ^ p ,  le produit d’inertie Z  mxy de Vaire precedente divise 
par la masse de cette aire, est egal ă a, ou a est la produit d’intertie 
Z  mxy du systeme materiei fictif forme par Ies masses ai yt et Up—i yp~i 
placees aux points Mi et Mp. .̂i (i =  o, 1,..., p) divise par la masse de ce 
systeme.

d) On SL des theoremes analogues en appliquant le formule (3).


