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APPLICATIONS D'UNE FORMULE
GENERALISEE DE G. DARBOUX

PAR

D. V. IONESCO
Note présentée par M. D. Pompeiu M. A. R. dans la séance du 13 octobre 1939

1. Nous avons démontré!) dans une note précédente que si ¢(x) est
un polynéme de degré g << 2p -+ 1, on a la formule

0 Grtrt e i 5 )

valable quelles que soient les constantes 1 et p, et ol les constantes as
sont données par le systéme d'équations linéaires

ap+ Qp—1 + ap—so + ap—g +-..+ Oy = -3
1,2
aP—l+ 23 ap—9o -+ 32 Up—g +...+ Pz g = 2—:;

@) 4 4 4 !
ap—y+2* ap—y + 3 apg+...+ P qp= -
ap—y+ 2% ap_y+ 3P ap_g+...+ p? aqp= Lf’

2(2p+1)

ou bien la formule

fele(vs 5 o]

1) D. V. Ionesco, Généralisation d'une équation fonctionnelle vencontrée parG.
Darboux. Bulletin de la Section Scientifique de ’Académie Roumaine. No. 3, 1939.
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valable quelles que soient les constantes 1 et u et ol les constantes as
sont données par le systéme d’équations linéaires

ap+ dpy+ apg+t...+ oy =§-
2
dp+ 3py + gt ..+ (2 + 1= ‘2—?2*3—1’
4
) a'p+ 3%'p—y + 5% +.. .+ (22 + 1)y = '(-ZPZLSI)
' 3 ’ ,  (2p+1)?
& %a'p_g+ ... Bppf= 8 2 .
ap+3*®ap_y+ 5%ap_5+...+ (2p+1)*a 2

Dans cette note nous allons donner quelques applications de ces

formules.
2. Sur le courbe y = ¢ (x), oit ¢ (x) est un polynome de degré

. . O
q < 2p + 1, prenons les points M; ayant pour abscisses 1 - i e
(t=o0, 1,..., 2p) et désignons par K,,,, le barycentre des masses pro-
portionnelles & a; placées aux points M; et My,_i (1 =0, I,..., P), les

constantes a; étant données par le systéme d’équations linéaires (2).
La formule (1) montre que ['aire limitée par un arc MM, de la courbe
y = (x), par Uaxe Ox et par les ordonnées des points My et Myp, est
- >

égale a l'aive du parallélogramme contruit sur les vecteurs MyMoyp, Kop 1 Kop+q
ou K”,p 4, est la projection du barycentre K,p., sur I'axe Ox.

Cet énoncé étant vrai quelle que soit la position de l'axe Ox, par
rapport a la courbe, généralise la formule bien connue d’Archiméde 1)
pour l'aire d’'un segment de parabole, qu'on obtient en prenant p =1,
et en passant I'axe Ox par les points M, et M,.

On a un énoncé analogue en utilisant la formule (3), d’olt résulte que
si nous prenons sur la courbe y = ¢ (x) aussi les points M’; dont les

’ p— i .
abscisses sont 1 -4 zgp_*_x, (=0, 1,..., 2p + 1), le barycentre des mas-
ses ai placées aux points M; et My, i (i =0, I,..., p).coincide avec le

barycentre des masses ao'i placées aux points M'i et M'yp .y i, (1 =0, I,..,

$), les constantes a'; étant données par le systéme d’équations linéaires (4).

3. Sur la courbe y = ¢(x) olt ¢ (x) est un polynoéme de degré 2p + 1,
=

prenons les points M; ayant pour abscisses 1 =1 "8 =0 s

2p), et considérons la courbe représentée par 'équation y = ¢, (x), olt

) E. Goursat, Cours d’analyse mathématique. Tome I, 1933, p. 163.
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¢1 (x) est un polynéme de degré 2p, et qui passe par les points M,
M,,..., Myp. En désignant par S; l'aire limitée par les deux arcs de
courbe Mi_, M; (1 =1, 2,..., 2p) nous avons

51+S3+ ...‘*‘52])_]:52+54+ "'+SZP!

c’est-a-dire, la somme des airves de rang impair est égale a la somme des
aires de rang pair.

4. Faisons une autre application de la formule (1) relative au centre
de gravité de l'aire limitée par un arc de la courbe y = ¢ (¥), un arc
de la courbe y = ¢, (1) et deux paralléles a l'axe Oy, @(x) et ¢; (x)
étant des polynémes de degrés n et n,.

Supposons que 7 et ny < 2p. Sur les deux courbes prenons les points

i
= 2 (B =10,T34 2p) et

M; et N; ayant pour abscisses % = 4+ 1

posons
Yi= NiMi = ¢ (1) — ¢y (%)

Le centre de gravité de I'airve limitée par les arcs de courbe MM, et
Ny Nyp ainsi que par les segments de droites NoM, et NopMyp a la méme
abscisse que le barycentre des masses ai Yi et ap—i Ypt+i placées aux points
M et Mpri =0, 1,..., D).

On a un enoncé analogue en appliquant la formule (3).

En prenant sur les courbes précédentes aussi les points M'; et N';

ayant pour abscisses x'i = 141 { »(1=0, I1,..., 2p+1) et en posant

2[>—|—I
Y =Nl = plx') — ga(v)

il résulte que le barycentre des masses ai Y, et ap—i Ypyi placées aux points
M;i et Mpyi (i =0, I,..., p) a la méme abscisse que le barycentre des
masses o'; Y'i et o'p—i Y'pyiy, placées aux points M'; et M'p iy, (i = o0,
Ty sinly P)s

5. Considérons maintenant l’aire limitée par un arc de courbe y = ¢(x),
oll ¢ (x) est un polynéme de degré =, 'axe Ox et deux paralléles 4 I'axe

Oy.
Supposons que 2# < 2p -+ I, et prenons sur la courbe les points M;

B e 8. Ty o, ) 01 igiions

ayant pour abscisses xi = 1 + 7

par y; leurs ordonnées. K étant le barycentre des masses a;iy;i et ap—i Vpii
placées aux points M; et Mp,i (=0, 1,..., p), et K" sa projection
sur Ox, le centre de gravité G de Uaive limitée par Uarc de courbe MyM,p,
Vaxe Ox et les ordonnées des points My et Myp est au milien de K"K.
On a un énoncé analogue en appliquant la formule (3). En prenant
sur la courbe précédente aussi les points M'; ayant pour abscisses

x;-—l—}-

;': (f=o, 1,..., 2p+ 1), et en désignant par ¥"; leurs

2;15+
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ordonnées, il résulte que le barycentre des masses a.yi et ap—i Yp i placées aux
points M; et Mpyi (¢ =0, 1,...,p), coincide avec le barycentre des masses
o' i Vi et &' p_i V' piiy, placées aux points M'iet M'pyiy, (=0, I,..., p).

6. Ces résultats ont été généralisés, en supposant les aires précédentes
non homogeénes la densité en chaque point (x, y) étant de la forme
0=0Q (x). R(y), ot Q@ (x) et R (y) sont des polyndémes en x et en y.

7. Nous faisons encore une application en considérant les moments
d’inertie d’une aire homogéne limitée par les droites x = 1, ¥ = p, 'axe
Ox et la courbe représentée par l'équation y = ¢ (x), ol ¢ (¥) est un
polynéme de degré n. Sur la courbe prengns les points M; ayant pour
#2 4 (i=o0, 1,..., 2p) et désignons par y; leurs

abscisses xi = A+ ¢

ordonnées.

a) Supposons d’abord que # 4 I << 2p. Dans ce cas nous avons le
théoréme suivant: le rayon de gyration de l'aive comprise entre U'arc de
courbe MoM,p, Uaxe Ox et les ordonnées des points My et M,p, par rapport
a Uaxe Oy, est égal an rayon de gyration d’un systéme matériel fictif formé
par les masses aiyi et ap—i Ypvi placées aux points M, et Mp i (i =o,
1,..., p), par rapport a Uaxe Oy.

b) Supposons ensuite que 37 < 2p -+ 1. Dans ce cas, le rayon de

gyration de la méme aive par rapport @ Uaxe Ox, est égal a VL_ o'y, ot
3

o'y est le vayon de gyration d'un systéme matériel fictif formé par les masses
aiyi et ap_i Ypyi placées aux points M; et Mp,i (i =o0, 1,...,p), par
rapport a Uaxe Ox.

c) Enfin si n < p, le produit d’inertie X mxy de I'aive précédente divisé
par la masse de cette aire, est égal a L a, ot a est la produit d'intertie
2 mxy du systéme matériel fictif formé par les masses ai yi et ap_i Yp—i
placées aux points Mi et Myyi (i =0, 1., p) divisé par la masse de ce
systéme.

d) On a des théorémes analogues en appliquant le formule (3).



