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GENERALISATION D’UNE EQUATION
FONCTIONNELLE RENCONTREE PAR G. DARBOUX

PAR

D. V. IONESCO
Note présentée par M. D. Pompeiu M. A. R. dans la séance du I3 octobre 1939

I. G. Darboux!?) a montré que si dans la formule

{=]

h h'l h3
S (at+bx+ca¥)dx=ak + b 2——{— c; ,

on remplace dans le second membre les constantes a, 8, ¢ & l'aide des

valeurs (o), 90(—2—), ¢(h) que prend le polynéme du second degré

o(x) = a 4 bx 4 ca?,

pour x =0, x = - x = h, on obtient l'identité

\, o aie =g [0+ a () o |

P

qui est vérifiée aussi par le polyndme du troisiéme degré.
I1 est facile de voir qu'on a aussi la formule

o (emar =t + 4 (54)+ o]

qui est valable quelles que soient les constantes 1 et p.

Dans cette note nous allons donner des formules analogues a l'identité
(1), en suivant la méthode précédente, mais en partant d’'un polynéme
de degré quelconque.

Nous allons généraliser aussi le théoréme de G. Darboux et démontrer
que l'identité formée en partant d'un polynéme quelconque de degré
2p, est satisfaite également par un polynéme quelconque de degré 2p 4 1.

1 G. Darboux, Sur le centre de gravité de certains volumes. Note publiée
dans le cours de Mécanique de Despeyrons, p. 383.
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2. Lorsque le degré du polyndme ¢(x) est x = 2p, nous avons démontré
la formule

(2 Sl;?(x)dx:(#—l)sé a.e[c,a(us“;")w(.u—s";")],

valable quelles que soient les constantes i et p, les constantes as étant
données par le systéme d’équations linéaires

I
aP + ap_l + 0p—2 + a{;—g ‘l— .. .+ g = ?
pz
ap—y + 2%0p—2 + 32ap__3 + o PPy = E
(3) ﬁ
Ap—1 + 24‘1;‘7—2 + 34ap_3 + ...+ p4a0 = 2_5.
#

a,,_l + 221’11,,_2—}— 321’%_3 —|— PP —{—sz’ao: 'm-)‘

On peut regarder la formule (2) comme une équation fonctionnelle
olt la fonction inconnue est ¢ (x). En supposant que la fonction ¢ (x)
est continue et qu’elle a des dérivées de tout ordre, nous avons démontré
que Yintégrale de I'équation fonctionnelle (2) est un polynéme quelconque
de degré 2p 4 1.

3. Lorsque le degré du polyndme ¢ (x) est # = 2p - 1, nous -avons
démontré la formule

e — —
(4) Slz‘ o(x)dx = (u—1) X os [9’ (H 55p+$) * w(‘ B 551’“)]

S=0

valable quelles que soient les contantes 1 et g, et ou les constantes
a's soat données par le systéme d’équations linéaires

'y + - + Wpzt...F o= %
, 2
o + Pyt Spa ot (2p 2Py = LT
3
(5) a'p + 3% sy F+ 5% s+ (22 1)y = (Z—;bz:l_s—)
(2p + 1)?

a'y +'32a'p 4522 p_ o+ . . . -F (2P 1)%Pa = ﬂm ’
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En faisant les mémes hypothéses sur la fouction ¢ (x), nous avons
démontré que 1'équation fonctionnelle (4) a pour intégrale un polyndme
quelconque de degré 2p -+ 1.

4. Nous dirons que les formules (2) et (4) sont les formules généralisées
de G. Darboux. Dans une prochaine note nous allons donner les applica-
tions de ces formules 4 la géométrie et a4 la mécanique.



