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GÉNÉRALISATION D’ UNE ÉQ UATIO N FO N C TIO N N ELLE 
RENC ONTRÉE PAR 0. DARBOUX

PAR

D. V. IONESCO

P ro fesseu r  à la  Faculté  des Sciences de Cluj (Roumanie)

1. G. D a r b o u x 1)  a m on t r é  que  s i  d an s  la f o r m u l e

Ç с h2 b №I (a +  b x - f с x2) d x =  a h -f-------- (------- ,
J  2 3^  о

on  r e m p l a c e  dan s  l e  s e c o n d  m em b r e  l e s  c o n s t a n t e s  a, b, с à l ’a i de  

d e s  v a l e u r s  ?  (0), ş  ş  (h)  qu e  p r e n d  l e  p o l y n ô m e  du s e c o n d  d e g r é

?  (x) = a + bx  + e x 2 

p o u r  x = 0, x = x = h, on ob t i en t  l ’i d e n t i t é

Л(1) J ?(x)rfx = ![?(o) + 4?*|!J + -f (Л)]
qui  e s t  v é r i f i é e  a u s s i  p a r  l e  p o l y n ô m e  du  t r o i s i èm e  d e g r é .

On peut former des identités analogues à l'identité (1), en suivant 
la méthode precedente, mais en partant d’un polynôme de degré quel­
conque.

Par exemple, en partant des polynômes de degré 3, 4, 5 e t  6, on a 
l e s  i d e n t i t é s  :

(2) f  ? (x ) rfx = | [ ? (0) +  3 ? | | j  + 3 ? | ^ J  + ? (A)]

•) G . D a r b o u x .  Sur le centre de gravité de certains volumes. Note publiée 

dans le cours de Mécanique de D e s p e y r o u s ,  pag. 383.
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12 hl'S
5

c h(3) J T(x)rfr = A[7?(0) + 32?̂J + 12?̂ J+32?|̂ J+7?(A)]
(4) T(Jc)rfx = ^ [ l 9 î ( o )  + 75 T | | ) + 5 0 ï

+ 50? ( ^ )  + 75Ÿ( ^ )  + 19 'f (Л)]

(5) I 'f ( x ) d x  =  ^ [ 4 1 ? ( o )
J  П

. 5 .

+2,Ч^)+2Иэ)+272?(1
+ 2 7 ? ( y )  + 216? | ^ J  + 4 1 ? (Л) ] .

On vérifie aisément que les formules (3) et (5) sont satisfaites, la 
première par un polynôme quelconque du 5e degré et la seconde par un 
polynôme quelconque du 7e degré2). *

Dans ce travail nons allons généraliser le théorème de G. D a r b o u x  

et démontrer que l ’identité analogue à (1), formée en partant d ’un po­
lynôme quelconque de degré 2p, est satisfaite également par un poly­
nôme quelconque de degré 2p + 1.

2. Considérons la formule
. X

2(6) j" (A0 -j- Aj x + A2 x + . . . + An x ) dx  
*- о

A. x2 A„x3 A x n+1
= A0 x + - L -  + + . . . + —-------

° 2 3 Л+1

et dans le polynôme

Ş (x) = A0 + A, x + A2 x2+ . . . + An x",

remplaçons successivement x par

x 2x  (,n — l ) x
t I • • • ) ) л .

n n n

2)  On rencontre les seconds membres des formules (2), (3), (4), ( 5 ) , ...............
aussi dans le calcul approché d’une intégrale définie en suivant la  méthode d’inter­
polation de Lagrange  et en divisant l ’intervalle d’intégration en parties égales. 
(E. G o u r sa t , cours d’analyse mathématique, Tome I, 1933, p. 266).
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Nous aurons les équations 

? (0 )  = Ao

T ( f ) = A " + i A' x + ? M 4 - - ' + ^ A"*"  

т (ï) “ A”+ ! A| 1+5Аг * ! + ■ • • + A " * ”\n n n n

?  (* ) — Ao 'i-----A, x + —2 A2x2+ . .  . + — Ая х п
n n n

que nons allons résoudre par rapport à A0, A, x, A2 x2, . . . ,  An x" et porter 
ensuite ces valeurs dans le second membre de la formule (6). Nous 
aurons une identité de la forme

0 )  f  ?  (* )  dx  -= л: [  *0 ? (0) J- 7., f  J + . . . 4 y.n ® ( , ) ]
l ' о

où я0, a.v . . a n sont des constantes.
Pour calculer les constantes a0, ap . . . ,  an il  e s t  p r é f é r a b l e  d ' é c r i r e

que  l ’équa t i on  (J )  e s t  s a t i s f a i t e  l o r s q u ’on r e m p l a c e  ?  (x ) s u c c e s ­
s i v em e n t  p a r

1, X, x2, . . . ,xn.

Nons aurons ainsi les équations

я0 + я, + «2 + . . . + = 1

а 1 + 2 a2 + . . . + П <xn = n 

(8) *1 + 22я2+ . . . + п 2«|1 = « 2 y

a , + 2 a2+ . . . + Л Ля — Л , -j-1 * . Л + 1.
On peut donner les valeurs des constantes a(. à l ’aide des intégrales 

définies. En posant

«.=»■ »*= J ............ « ,  = 1.
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on a

mais nons n’aurons pas besoin de ces expressions.
Remarquons que les coefficients aQ, étant déterminés par

les équations (8), nous avons l’identité,

valable pour un polynôme quelconque de degré n et quelles que soient 
les constantes X et ц.

Nous allons maintenant nous poser le problème inverse, d’intégrer 
l’équation fonctionnelle (9). Nons supposons que la fonction inconnue 
9 (x ) est continue et a des dérivées de tout ordre et que l ’équation fonc­
tionnelle (9), doit être satisfaite quelles que soient les constantes À et ц.

3. Considérons une équation fonctionnelle de la forme (9),

où Э0, ß p - ■ ß„ sont des constantes données et donnons la méthode 
d’intégration, la fonction inconnue f  (x) étant supossée cont'fhue et ayant 
des dérivées de tout ordre et l ’équation fonctionnelle devant être satis­
faite quelles que soient les valeurs de X et ;j..

En développant en série les deux membres de cette formule, suivant 
les puissances de k, nous avons l ’équation

(9) I ? ( x ) d ^ = ( ; i - À ) [ a 0 ?(À)/; 4

( 10)

(11) j ţ ( x ) . / x  = 2 A - * ) + . . . +ß,  +

Posons

)- = h -  к  , ;>. = h + k ;
l’équation fonctionnelle (10) devient

h +  k

où y0 Tj. ï 2>■ ■ • sont des fonctions linéairesde ß0, ß , . . ßn.
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L’équation précédente devant être satisfaite quelle que soit la va­
leur de k, nous avons les équations

en nombre infini.
Supposons que les constantes ß0, ß p . ß n soient telles que dans 

ces formules, les coefficients de ţ  (h), 9' (Л), . . . ,  ^  (h)  soient nuls, tandis 
que le coefficient de (h)  ne soit pas nul. On satisfait à toutes les 
équations (12) en prenant pour <p (Л) un polynôme quelconque de degré 
q. Donc dans ce cas l ’intégrale de l’équation fonctionnelle (10) est un 
polynôme quelconque de degré q.

Lorsque y0^ 1 ,  cette intégrale est nulle.
Nons allons maintenant déterminer les constantes ß0, ßj,. . . ,  ßn, de 

façon que le degré q du polynôme, qui représente l ’intégrale de l ’équa­
tion fonctionnelle (10) soit le plus grand possible. Comme nous avons 
n + 1 indéterminées nous pouvons annuler dans les formules (12) les 
coefficients de <p (h), ’ï ' ( h ) , . . 9(П)(Л), d ’où résulte que q = n. Nous dé­
montrerons que dans ce cas, l ’équation fonctionnelle (10) coïncide avec 
l ’équation fonctionnelle (9),

4. Nous allons distinguer deux cas suivant la parité de n. Suppo­
sons d’abord n = 2p.

On peut écrire l ’équation (11) de la façon suivante

En développant les deux membres suivant les puissances de к 
nous avons

(1 T0) 'f (Л) = 0 

T, ? ' ( * )  -  0
(12)

?  (x) dx = 2k 1% *
t '  h - k

6
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ou encore

-  \ rM) (л) kr
+ S ( S s' m V ^ t i -

En identifiant les coefficients de к 1 (y = 0, 1 , . . 2/;), nous avons 
le système d’équations linéaires en ß, , . . . ,  ß2p

2 Л

E.
s = 0

(13) E2;._j— -  £  s2'-\3p_ ,+  2  s 2' - 1 ß„+s = 0 ( y = l ,  2, . . . , p )
s =  1 s =  I

2̂/ s2i?Jp - s  + X i s2j ‘%+s = 2 /4 1 ’ О" ~ P)
S =  1

où nous avons noté par E0, E,, . . E2p les premiers membres de ces 
équations.

Supposons maintenant n = 2p + 1.
On peut écrire l’équation (11) de la façon suivante.

/» h +  k

b  (x) dx = 2k
J  h—к

En développant les deux membres suivant les puissances de k, 
nous avons

o (2r> p Л . I 2 «4-1 \r o (r).2r I ZS+*/, l  ■ (Л)V  ■№ , 2 r _ y 3 y  _ j W
—  (2 г+ 1 ) !  2^ + ! / r !

+ E ß  v f ? i ± i y t ) r i S  
+ h  p+s+' h v p + '  I r\

00 I p \ V(r) kr

\r=o /(2/7+1)'r !
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En identifiant les coefficients de /r7 (y = 0 ,1 , . .  .,2/7 + 1) nous avons 
le systeme d’équations linéaires en ß0,ß1(. . ч ? 2р+г

в « = i :  (2 * + 1  ) Ч  - . + é  p  * + 1 +.+. =
s = 0  s = 0

( 14) ( y = 0, l ....... p)

e v . = -  i ;  p *+i)2'+i - , + é  (2s+i>w  v.+. -  °
s =  0 s = 0

0 ' = o , i , . .  , , p )

où nous avons noté par Eg, E, E2 , les premiers membres de ces 
équations.

5. Nous allons démontrer maintenant que le système d ’équations 
linéaires (13) ou (14) est équivalent au système d ’équations linéaires 
(8), suivant que n = 2p ou л = 2 р 4  1.

Considérons d’abord le système d’équations (13).
La première équation (13) est identique à la première équation (8). 

Faisons la combinaison linéaire

( 15) Fv -E2l+C!!lpfi2l_ l+Cl.p% l _ 2+ . ..  +  C " / ' E ,

=p2y(— î— + - C5 l + - C2 ' - + . . .  + - S
\2y+ l 2y— 1 2y — 3 1

0  =  1 , 2 , . . . ,/>)

où nous avons noté par ¥2j le premièr membre de cette combinaison 

et par Сl j  le symbole des combinaisons.

Dans le premier membre de la formule (15) le coefficient de 
ßp_ s sera

s V - c ' v P s « - '  + c . . .  + C ÿ l P = l p - s F  

et celui de sera• p  + S

s»+Ci, ps “ - 4  C\, рг*2‘ -*+ ...+ Cg рг'=  (P + *?’■ 

D’autre part, nous avons

i С2 C4 C2 22-'
1 ■ У i 2> i i 2J - ____

2y +1 2y— 1 2y—3 1 2y + l
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de sorte que la formule (15) devient

- * > v . +1  </>+«*"
s =  \ s— 1 2 y + 1

ou

0 — 1 . 2 ......... , )
s I 4/ ^  1

Ces équations sont justement.les équations de rang impair dans le 
système (8).

Faisons aussi la combinaison linéaire

(lfi> Fÿ _ l = Ea _ 1 + C;j _ , p E a _ 2 x C j |. V e^ 34 ' . . + C « : > 2' - 1E0

/ p i  p 3  p 2 y  — 1\

= .?j -  ' b —1 4- +
\2y L 2 y 3 1

(y - 1 , 2 , . .  ., p)

où nous avons noté par F2;. , le premièr membre de cette combinaison.
Dans le premier membre de cette combinaison le coefficient 

de ï p _ g est

Pÿ - 4 . I/ - 2+ c * -IsV - 3 ■ ■ - -  С ï  :  ! ̂  - 1=(P - ^  '
et celui pe ?p+J est

/>2' ” lj-c ‘y ... ~c%:\sy-'^(p+sf - 1.

D’autre part, on a

p l  p 3  p 2 j — 1 q 2 ; '— 1 
^ 2 / - l  +  V 2 / - 1  +  2 / - 1  =  ______

2 y ' - l  2 y —3 "  1 2 y

de sorte que la formule (16) devient

• (/’ == Ь 2 , . . . ,  p)
s=, s 2 y

Ces équations sont justement les équations de rang pair dans le 
système (8).

Nous avons donc prouvé que le système d’équations linéaires (13) 
est équivalent au système d ’équations (8).



Passons maintenant au système d’équations (14).
La combinaison linéaire

K, - ^7 [E'y + ct,<2 , + 1) Kj -, • ■ • ! c«(Zr + I f 'К ]

(2/7+l f ' г  1 C l ,  C " i
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)2 J
Г_!_ + _ ^ + . . .+ ^ |
*-2j+\ 2y — 1 1-1

(y = 0,  1,  . . . .  p)
se réduit comme plus haut à

S ' s a ^ - ^ r ; w - * 1........ ' >S «  1

ces équations coïncident avec les équations de rang impair du sys­
tème (8).

De même la combinaison linéaire

f ; j . ,  J - c ^ , ( 2 / m  d e ; , *  .. .j  c *;;;<2/,+ i ) '"+,e ; J

(2Р +1)г>ч 1 г с ; ; , ,  c|y4, ; c«* ;-|  

z' +1 1-2/-J 1 2 / -  1 1 J ’2 L2y-  1 2 y — 1

se réduit à
(y = 0, 1, . . p)

2 p -I-1 о ; и

о  -  ° .  ' ........... , o5=1 £ f Z

et ces équations sont justement les équations de rang pair du système (8).
Nous avons donc démontré que le système d’équations linéaires 

(14) est équivalent au système (8).
6. Remarquons sur les équations (13) et (14) que les coefficients 

sont égaux, deux à deux. D’une façon précise on a

. у ,  = . у ,  (s = 1,2,  . . . , p )

pour le syetème (13), et

\Jp -S  = l̂ p + s + 1 ( s  ~ 0, 1 • ■ • •, P)
pour le système (14).

En effet, on peut écrire les équations de rang impair dans le sys­
tème (13) de la façon suivante:

p

- . y , ] - 0 .  ( /  =  1 , 2 , . . . , p )

S~1
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Dans ce système d’équations homogènes où les inconnues sont 
? p+s — ?p _ s (s =  1 ,2 , . .  , , p ) ,  le détérminant du système est différent 
de zéro, d ’où résulte que

f j  __ О
lJ p + S  l p _ s -

En considérant aussi les équations de rang impair dans le système
(14), on démontre de la même façon que

, Jp  +  S + 1 ß p —  s '

7. Il résulte des propriétés établies plus haut que lorsqu’on part 
d ’un polynôme <p (x ) de degré pair n — 2 p,  l’identité (9) qui généralise 
l’identité de D a r b o u x ,  est

/
/* p 

o (x )dx  = (ÿ. — *, [ ?(X + S ^ )

où les coefficients я0, *lf . . ap sont donnés par le système d’equations 
linéaires

«o +  a , +  oc2 +  . . . +  ap_ , +  a p =  —

2

P2*0 +  (P — 0 2«| +  (P — 2)2 0t2 +  . . . +  ap_, =  3

(18 ) p 4 aQ + (p  —  l ) 4 <xl +  (p  — 2)4 a2 +  . • . +  ap_ , =  ^ 4 -

P2P a0 + (p -  l ) 2p «j + (p — 2)2p a2 + . . . 4  ap_, = 2"(2p + l j

De même lorsque le degré du polynôme ? (x) est impair n = 2p + \, 
l ’indentité (9) est :

où les coefficients я'0 Ц , . . . ,  ap sont donnés par le système d’équations 
linéaires
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or 4- OŢ —l— Of 0 ^ 1  • 2 ap 2

( 2 p - ! - l ) \  + ( 2 p - l ) 4  4 (2p - 3 ) 2 a2 f

(20) ( 2 p 4  1 )4an + (2p -  l ) 4 a. + (2p -  3)4 al 4

a = 
p

+ *p =

(2p 4  l ) 2 
2.3

(2/7 4  1 )4 
2.5

(2p 4  1 )2p \  -!-• (2 p — 1 )2p a i + (2p 3),2P or --I-. *2
' = ( 2 p 4 l ) 2p 
p 2. (2p 4  1 )

8. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 
énoncé au début de ce travail, c ’est à dire: l ’é qua t i on  f o n c t i o n n e l l e  (17) 
a p o u r  i n t é g r a l e  un p o l y n ô m e  q u e l c o n q u e  d e  d e g r é  2p ~ 1.

En effet, si nons intégrons l ’équation fonctionnelle (17) suivant la 
méthode donnée au No. 3, les premières 2p 4 1 équations (12) sont satis­
faites quelle que soit la fonction 'f (x), à cause des équations (13). L’équa­
tion de rang 2p 4 2 est également satisfaite à cause de la symétrie des 
coefficients as démontrée au No. 6. D’autre part le coefficient de 'f <2(Л+)2) 
ne peut pas être nul, car s’il était nul, on aurait aussi

2p + 2
2p +  2

*0 + (P 0 '
2p-\ 2

+  *p ~1 2 (2p 4  3)
ce qui est impossible, puisque le déterminant

1_
3"1 1 1 1

2 p~1 22 Ъ2 . . .  p

1 о4 Ч4 r.A P1 2  3 . . p

1 22p 32p . . .  p 2p P
2p

2p + 3

est différent de zéro

Donc l’intégrale de l’équation fonctionnelle (17) est un polynôme 
quelconque de degré 2p 4  1.

En reprenant le même raisonnement on peut dénontrer aussi que 
l ’i n t é g r a l e  d e  l ’éq ua t i on  f o n c t i o n n e l l e  (  19) e s t  un p o l y n ô m e  qu e l ­
c o n q u e  d e  d e g r é  2p +  1.
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Applications.

9. a)  Nous allons donner d’abord une interprétation géométrique 
de la formule (17).

On a vu que si 'f (x) est un polynôme de degré

q ^ 2 p  + 1,

nous avons

où les coefficients as sont donnés par les équations linéaires (18). 
Sur la courbe

représente l’ordonnée \ p+là\i b a r y c e n t r e  K2p+1 d e s  m a s s e s  p r o p o r t i ­
o n n e l l e s  à a, p l a c é e s  aux p o i n t s  M(. e t  M2 . (i =  0,1,. . ., p).

Nous avons donc

et cette formule montre que l ’a i r e  l im i t é e  p a r  un a r c  M0 M2p d e  la 
c o u r b e  y  = ?  (x) p a r  l ’axe  о x e t  p a r  l e s  o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  M0 et  
M2p, e s t  e g a l e  à l ’a i r e  du  p a r a l l é l o g r a m m e  c o n s t r u i t  s u r  l e s  v e c t e u r s

M0 M2p et  K2p+1 K”p+l , K2p+1 étant la projection du barycentre K2p+1 
sur l’axe о x.

Cet énoncé étant vrai quelle que soit la position de l ’axe o x  par 
rapport à la courbe, il généralise la formule bien connue d ’A r ch im ed e  
pour l ’aire d’un segment de parabole, qu’on obtient en prenant p  = 1 et 
en passant l ’axe о  x par les points M0 et M2 3).

Remarquons encore que Je point K'2p + l est le milieu du segment 
M0' Щр , où M" et M"p sont les projections de M0 et M2p sur l’axe о x,

3) E, G oursat  Cours d’analyse mathématique Tome 1,1933, p. 163,

У =  ?  (x)

La somme des coefficients as étant égale à 1, l ’expression

*  Л
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b ) Pour calculer l ’aire limitée par un arc quelconque de la courbe 
y  = ?  (x), où le degré du polynôme ş (x )  est au plus 2 p  + 1, l ’axe o x  
et les ordonnées des extrémités de l ’arc, nous pouvons également appli­
quer la formule (19)

où les coefficients o.'s sont donnés par le système d’équations linéaires (20). 
En prenant sur la courbe les points M' dont les abscisses sont

X + i ‘x -y (/=0,1,. ■ ■, 2/7 + 1), nous déduisons que l ’a i r e  l im i t é e  p a r

l ’a r c  d e  c o u r b e  , Щр+1, l 'axe o x  e t  l e s  o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  M' , 
Мгр+i , e s t  é g a l e  à l ’a i r e  du p a r a l l é l o g r a m m e  c o n s t r u i t  s u r  l e s  v e c t e u r s
---------------> ------------------5*.

Mo Мгр+i e t ^ 2p+2 Кгр+2 où  Кгр+г e s t  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  ч  p l a ­
c é e s  aux ,p o in t s  M/ e t  M^+i-, (/= 0 ,1 , . . ., p )  e t  Кгр+2 e s t  la p r o j e c t i o n  
d e  Кгр+г s u r  Гахе о  x.

Nous remarquons que le point K'2',+2 est le milieu du segment

МГ Мгр+i, où Mn" et Мгр+i sont les projections de Mo et M^p+i sur 
l ’axe о  x.

c )  En comparant les deux énoncés précédents il résulte que si nous 
considérons une courbe y  = ? (x ) ,  où ?  (x) est un polynôme de degré 
q ^ 2 p - \ - \ ,  sur laquelle nous prenons les points M. d ’abscisses

•JL— X t »J — X
X-f-/ 1 2 p  1, . .  2 p )  et les points M, d’abscisses Х + /  ̂ ^

(/ = 0 , 1 , . . . ,  2p -(— 1), l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  p l a c é e s  aux p o i n t s  
M, et  M2p_(- ( »=0,1, . .  . ,p), c o ï n c i d e  a v e c  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  я' 
p l a c é e s  aux p o i n t s  М/ e t  bfî2p+i- i{ i=0,  1 , . . . ,  p).

Par exemple, si le polynôme ? (x) est de degré au plus égal à 5, 
le barycentre des masses 7, 32, 12, 32, 7 placées aux points M( d’abs-

ijL -- ^
cisses X + / 1------- (/ = 0, 1,2, 3, 4) coïncide avec le barycentre des mas-

4

ses 19, 75, 50, 50, 75, 19 placées aux points M' d’abscisses X + / ----- -
5

(/ = 0, 1,2,3,  4, 5).
10. Voici une autre application géométrique de la formule (17). 

Considérons sur la courbe

У =  ■f (*).
où f (x ) est un polynôme de degre 2/7 + 1, les points M, ayant pour
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abscisses \ + i ----- - (/ = 0, 1, . .  . , 2p), et la courbe, représentée par
2 p

l ’équation

qui passe par les points M0, M,, . . M2p. On détermine les coefficients 
C(. par les équations

<p ( x ) et 'f, (x ) satisfont à l ’équation (17), et tenant compte des équations
(21), nous avons

Cette formule montre que si nous désignons par S(. l ’aire limitée 
par les deux arcs de courbe M(._, M(. (/ = 1, 2, . . . ,  2p),  nous avons

c ’est à dire, la s o m m e  d e s  a i r e s  d e  r a n g  impa ir  e s t  é g a l e  à la s om m e  
d e s  a i r e s  d e  r a n g  pa ir .

11. Faisons maintenant quelques applications relatives au centre 
de gravité de l ’aire limitée par un arc de la courbe représentée par 
l ’équation

et deux parallèles à l ’axe 0 y .
a) Supposons d’abord que n et n' ^ 2p.  Prenons sur les courbes

(22) et (23) les points M(. et N, ayant pour abscisses

Nons allons démontrer que l e  c e n t r e  d e  g r a v i t é  d e  l ’a i r e  l im i t é e  
p a r  l e s  a r c s  d e  c o u r b e  M0 M2p e t  N0 N2p ain s i  que  p a r  l e s  s e g m e n t s  d e

(21)

?  (x) dx =  ?j (x) dx .
A

un arc de la courbe

2 p
et désignons par
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d r o i t e s  N0 M0, N2p M2p a la  m êm e  a b s c i s s e  que  l e  b a r y c e n t r e  d e s  
m a s s e s  a, Y, e t  a . Yp+i p l a c é e s  aux p o i n t s  Mi e t  Mp+, ( / = 0 , 1 , . . .  , p ), 
les coefficients a, étant donnés par les équations linéaires (18).

En effet l’abscisse du centre de gravité est donnée par la formule

Les polynômes ? ( x )  - ? , (x) et x ['f (x ) -  ş ,  (x) étant de degré 
moindre ou égal à 2 p  + 1, satisfont à l ’équation (17) et par suite nous 
pouvons écrire.

Par exemple, considérons le trapèze N0 M0 M2 N2 dont les bases 
parallèles à о  y  sont N0 M0, N2 M2 et désignons par N, et M, les points 
où la parallèle à о  y  équidistante de N0 M0 et de N2 M2 rencontre les 
droites N0 N2 et M0 M2. Le c e n t r e  d e  g r a v i t é  du  t r a p è z e  a la m êm e  
a b s c i s s e  que  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  N0 M0, 4N j M,, N2 M2 p l a c é e s  
aux p o i n t s  M0, Mb M2.

La même règle s ’applique si l ’on remplace un des segments de 
droite M0 M2, N0 N2 ou les deux, par des segments de parabole ayant 
les axes parallèles aux axes N0 M0 et N2 M2.

b) Les polynômes rp (x) — ? , (x ) ,  x [ ? (x )  — z l (x)] étant de degré au 
plus égal à 2 p  + 1, satisfont aussi à l’équation (19). Prenons donc sur 
les courbes représentées par les équations (22) et (23) les points et N' 
ayant pour abscisses

[? (* )  — ?i (*)1 dx

P

P

et désignons par
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En reprenant la démonstration précédente nous arrivons à la con­
clusion suivante:

Le c e n t r e  d e  g r a v i t é  d e  l ’a i r e  N ' M ' M ' p + 1 N' , a la m êm e  
a b s c i s s e  que  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  « '.Y ! e t  *'p_i Y'p+j+1 p l a c é e s  
aux p o i n t s  M (’ e t  M^+,+1 (/ = 0, 1, . .  . , p) ,  où les coefficients sont 
donnés par les équations linéaires (20).

c )  En comparant les résultats précédents nous arrivons au théo­
rème suivant:

Si nous prenons sur la courbe représentée par l’équation (22), les 
points M, ayant pour abscisses

*' = Х  + /!Т р ^  ( ' = 0, 1,. . . ,  2p)

et les points ayant pour abscisses

X'i=K + i ţ p T \  (/= 0, 1 , . . . ,  2/?+I) 

et si nous désignons par Y(. et Yj. les valeurs du polynômeY(x) = ?(x)-?,(*).
pour x = x (. (/ = 0, 1,. . 2 p )  et x — x\ (/ — 0, 1,. . ., 2 p  + 1), le degré 
de Y (x ) étant au plus égal à 2p, l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  n.. Y, e t  
a.p- i  Yp+i p l a c é e s  aux p o i n t s  M(. e t  M . ( i  = 0, p)  a la m êm e  
a b s c i s s e  que  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  a' Y', e t  Y^+(+1 p l a c é e s  
aux p o i n t s  M' e t  M '+f+1 (/ = 0, 1,. . ., p).

Dans cet énoncé les coefficients ixj sont donnés par les équations 
linéaires (18) et les coefficients a'. sont donnés par les équations li­
néaires (20).

Par exemple si nous prenons sur la parabole

y  = Ax2 + Bx + C,
A Ules points M0, M,, M2 ayant pour abscisses et les points*

M’, Mj, М'2, M'3 ayant pour abscisses À, - j - * - ,  * ’A et s ’ nous no~

tons par y 0, y v  y 2 et y'0, y'v  y v  y.A leurs ordonnées (y0 = y'0, y 2 = y'3) l e  
b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  y Q, 4 y u y 2 p l a c é e s  aux p o i n t s  M0, M,, M2, a la 
m êm e  a b s c i s s e  que  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  y'0,3y'v  3 y'r  y 3p l a c é e s  
aux p o i n t s  Mg, M', M2, M'.

12. a )  Nous allons considérer maintenant l ’aire limitée par un arc 
de la combe (22), l ’axe Ox et deux parallèles à l’axe Oy.
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Supposons que
2 n <  2 p  -f 1

et sur la courbe prenons les points M(. ayant pour abscisses

xf = X + i-£—!-  (/ = 0 ,1 , ...,2/>)
2 p

et désignons par y t leurs ordonnées.
Désignons par К le barycentre des masses n.i y i et v.p j y p+l placées 

aux points M(. et M . (/ = 0, 1, . . . ,  p )  et par K" sa projection sur l ’axe
О x. Nous allons démontrer que l e  c e n t r e  d e  g r a v i t é  G d e  l ’a i r e  l im i t é e  
p a r  l ’axe  d e  c o u r b e  M0 M2p, l ’axe  Ox e t  l e s  o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  M0 
e t  M2p e s t  au mi l i eu  du s e g m e n t  К" K.

En effet les coordonnées r, du centre de gravité G sont

f f  fI I x d x d y  I x y d x

Гj  J d  x d y  I y d x

(24)
! i /

y  d x d  y  I y 2 dx

/

f f  2 ГI l  d x d  y  J y d x

Dans ces formules y  est le polynôme (22). Les degrés des poly­
nômes y ,  x y ,  y 2 étant plus petits que 2p  + 1, nous pouvons appliquer la 
formule (17) et nous aurons

p
£ ( * / З Д  + *p - t xp+, y p+l)
! = 0

f! 2  P

H

+  V *  v . - )
i =0 

* z =0

i =0

ce qui démontre notre théorème.

£ ( * , У ,  + V / J W



9 4 Ь .  V. IONESCO

Par exemple sur la parabole

y =  Ал2 +  Вх +  С,

prenons les points M0, M , , M2, M3, M4 ayant pour abscisses л, ^

K ^  [J', A , \j . et désignons par y t leurs ordonnées (/ = 0, 1 , .  . .,4).

Le centre de gravité de l ’aire limitée par l’arc de courbe M0 M4, 
l ’axe O x et les ordonnées des points M0 et M4 est au milieu du segment 
K'K, où К est le barycentre des masses 7 y 0, 32 y u 12y 2, 32у г , 1 y A placées 
aux points M0, M,, M2, M3, M4 et K“ est la projection de К sur Ox.

b)  Nous pouvons appliquer aux intégrales qui figurent dans les 
formules (24), la formule (19). Nous aurons alors le théorème suivant.

Si nous prenons sur la courbe représentée par l ’équation (22) les 
points M! ayant pour abscisses

x' i= 'K + i ^—7T  0' = 0, ] , . . . ,  2p + 1) 
2 p  + 1

et nous désignons par y\ leurs ordonnées, le c e n t r e  d e  g r a v i t é  d e  l ’a i r e  
l im i t é e  p a r  l ’a r c  d e  c o u r b e  M0 M 'p+I, l ’axe  Ox e t  l e s  o r d o n n é e s  d e s  
p o i n t s  Mg e t  M2 +1 e s t  au mi l i eu  dit s e g m e n t  К* K, où K.' e s t  l e  b a r y ­
c e n t r e  d e s  m a s s e s  z'.y', e t  ъ . y'p+i+l p l a c é e s  aux p o i n t s  M'. e t  Mp+.+1 
(i = 0, 1, . .  , , p )  e t  K"  e s t  la p r o j e c t i o n  d e  K* s u r  l ’axe  Ox.

c )  En comparant les théorèmes précédents nous arrivons au résultat 
suivant :

Si nous prenons sur la combe

y  = A0 x n + A, x " ' 1 + . . .  + A„

où

2/J <  2p  + 1 ,

les points M(. ayant pour abscisses

xi = b + i (r = 0, 1, . ., 2 p)
2 p

et les points M, ayant pour abscisses

Х\ = х + * 7 Г (/ = 0 , 1, . . . , 2 p  + l )  
2 p  + 1

et nons désignons par y t et y\ leurs ordonnées, l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  
a i У( e t  *p-t y P+iPl a c é e s  aux P°in t s  M/ e t  Mp+, (/ = 0, 1 , . .  , ,p ) ,  c o i n ­
c i d e  a v e c  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  %. y't e t  <xp_t y p+i+, p l a c é e s  aux
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p o i n t s  Mf e t  M .+1 (/ = 0,1,  . . p),  les coefficients ol/ étant donnés par 

les équations linéaires (18) et les coefficients cl. étant donnés par les 
équations linéaires (20).

Par exemple, prenons sur la parabole

y  = A x 2 4 B x 4 C ,

les points M0, M,, M2, M3, M4’ayant pour abscisses X, - K ^  ^ , L zL ü ' t
4 2

et les points М'0 , M ' , M2 , M3 , М'4 , M' ayant pour abs-

4 X f  [i 3 X +  2 и. 2 X +  3 [i X +  4 ia j. j  * • cisses л, — g—1- ,  — g— - ,  ---- -— i- , — g—1-  , [i et désignons par y t

et y t leurs ordonnées.
Le b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  7 y 0, 3 2 y lt 12 yz, 3 2 y3, 7 y t p l a c é e s  aux 

p o i n t s  M0, M,, M2, M3, M4 c o ï n c i d e  a v e c  l e  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  
19y'0 , 75y\ , 5 0 y2 , 5 0 y3 , 75y\ , 19y5 p l a c é e s  aux p o i n t s  M'Q, M' ,
m ; , m ; , m ; , m ; .

13. Les résultats précédents peuvent être généralisés en considé­
rant des aires non homogènes.

Considérons comme plus haut l ’aire comprise entre les droites x = X, 
x = [a et les courbes représentées par les équations

У = A0 x" 4  Aj xn 1 4 . . .  + An
(25)

y 1 = B0xn' + B1xn' - '  + . . .  4  B„, 

et supposons que la densité soit en chaque point (x, y )  de la forme

P = Q(x)ROO
où Q (x) est un polynôme de degré q et R {y) est un polynôme de degré r. 

L’abscisse du centre de gravité est donnée par la formule

(26) ; =
J J xQ(x)R (y) dxdy J '  xQ(x)S(x)ûfx 

Q (x) R 00 dxdy J  Q (x) S (x) dx
x

où nous avons posé

(27) S (x) = f  R 00 dy .
^  yt
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Dans cette formule y  et y { doivent être remplacés par les for­
mules (25).

Supposons que n' ^  n ; on voit immédiatement que S (x) est un 
polynôme en x de degré n (r  4  1 ). Les produits Q (x ) S (x), x Q (x) S (x) 
sont des polynômes de degrés q 4  n (r  + 1), q 4  1 -b n (r  + 1)- Nous 
pouvons prendre alors un nombre p  tel que

q 4  n ( r  4 1) ^ 2p

et appliquer aux intégrales de la formule (26), la formule (17), ou bien 
la formule (19).

Nous arrivons aux résultats suivants:
Prenons sur les courbes (25) les points M(. et N(. ayant pour abs­

cisses

x .  =  À. -f / -  (/ =  0 , 1, . . . ,  2 p )
2 P

et les points M, et N) ayant pour abscisses

x 'i =  * +  ' «Г ~  A| (/ -  0, 1, . . ., 2p 4- 1). 
I p  4  1

L’a b s c i s s e  du  c e n t r e  d e  g r a v i t é  d e  l ’a i r e  non h o m o g è n e  c o m p r i s e  
e n t r e  l e s  a r c s  d e  c o u r b e  M0 M2p, N0 N2p e t  l e s  s e g m e n t s  M0 N0, M2p N2/>) 
la d e n s i t é  en  c h a q u e  p o i n t  (jc, y )  é t an t

[ - Q W R  00,

c o ï n c i d e  a v e c  l ’a b s c i s s e  du  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  a. Q (x . )  S (x,) e t

V ,  Q S (V'-) Placées aux P°ints M/ et Mp+i (' =  °- b ■■■./>).

ou a v e c  l ’a b s c i s s e  du  b a r y c e n t r e  d e s  m a s s e s  <x'. Q (x|) S (x ’) e t  
%_,■ Q (x'p+i+i) S (x'p+i+l) p l a c é e s  a ux p o i n t s  M] e t  Мр+/+1(<=0,1 ,...,/>),
S (x) étant le polynôme donné par le formule (27).

14. Considérons maintenant l’aire non homogène comprise entre 
les droites x = À ,  x  = ;j., l ’axe O x et la courbe

(28) y  — A0 x 4  Aj x 4  • • • 4  An

et supposons que la densité en chaque point (x, y ) soit de la forme

P = Q (x) y r 

où Q (x) et un polynôme de degré q.
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Les coordonnées du centre de gravité G de cette aire sont 

J '  ^  x Q (x) y r dx d y  j '  x Q  ( x ) y r+1dx

(29)

^ J  Q (x) y r dxd y  j '  Q (x ) y r+1 dx

f  j  У ̂  ̂  dXdy J jl ^  ^  уГ+2 dX
r +  1 ___
r  + 2  „„

i;Q (x ) y r dxd y  I Q (x) y r+1 dx

Dans ces formules y  doit être remplacé par le pol^ônme (28). Les 
polynômés Q(x)  / +l, x Q ( x ) / +l, Q(x) y r+2sontdedeprésq + ( r +  l ) n,  
q  + 1 + (r + 1) n, q + (r + 2) n.

Nous pouvons prendre alors un nombre p  tel que

q 4 ( r  + 2) /i — 2/7+1

et appliquer aux intégrales des formules (29), la formule (17) ou la 
formule (19)

Nous aurons alors les résultats suivants:
Prenons sur la courbe représentee par l ’équation (28) les points 

M, ayant pour abscisses

X‘ ==X + i 4 j 1 (/ = 0 , 1 , . . . ,  2p ) 

et les points M(! ayant pour abscisses

x '- = À + / é r T ’ (/ = 0 , 1------- 2/7 + 0

et désignons par y t et y\ leurs ordonnées.

Le b a r y c e n t r e  K d e s  m a s s e s  a. Q ( x f)  y [ +x e t  ap_, Q (xp+/)j/+ţ 
p l a c é e s  aux p o i n t s  M(. e t  Mp+(. (/ = 0, 1,. . .  , p )  c o ï n c i d e  a v e c  l e  b a r y ­
c e n t r e  K' d e s  m a s s e s  л\ Q (x,') y p£  et «p_, Q {xp+M) y ‘p r£ l+xp l a c é e s  
aux p o i n t s  M] e t  Mp+(.+1 (/' = 0, 1, . . .  , p).

Le c e n t r e  d e  g r a v i t é  G d e  l ’a i r e  non h o m o g è n e  l im i t é e  p a r  l ' a r c  
d e  c o u r b e  M0 M2p, l ’ax e  0  x e t  l e s  o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  M0 e t  M2p s e

7
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t r o u v e  s u r  la d r o i t e  K” K, o ù  K* e s t  la p r o j e c t i o n  d e  К s u r  axe  Ox, e t  
l ’on  a

15. Nous allons finir ces applications en considérant les moments 
. d’inertie d ’une aire homogène limitée par les droites x = X, x = ц, l’axe 

Ox et la courbe représentée par l ’équation

a)  Considérons d ’abord le rayon de gyration de l’aire par rapport 
à l ’axe Oy ; il est donné par la formule

Les polynômes y  et x2y  sont de degrés n et n + 2; en prenant un 
nombre p  tel que

nous pouvons appliquer la formule (17) ou la formule (19).
Prenons sur la courbe les points M, ayant pour abscisses

et désignons par y t leurs ordonnées.
Nous avons le théorème suivant:
Le r a y o n  d e  g y r a t i o n  d e  l ’a i r e  c o m p r i s e  e n t r e  l ’a r c  d e  c o u r b e  

M0M2p, l ’axe  о  x e t  l e s  o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  M0 e t  M2p, p a r  r a pp o r t  
à l ’axe  o y ,  e s t  é g a l  au r a y o n  d e  g y r a t i o n  d ’un s y s t è m e  m a t é r i e l  
f i c t i f  f o r m é  p a r  l e s  m a s s e s  ol. y t e t  «  . y p+i p l a c é e s  aux p o i n t s  M(. 
e t  M ■ (7 = 0, 1,. . , p) ,  p a r  r a p p o r t  à l ’axe  О y .

On a un énoncé analogue en appliquant la formule (19).
Par exemple, l e  r a y o n  d e  g y r a t i o n  d ’un t r a p è z e  N0 M0 M2 N2 p a r  

r a p p o r t  à un ax e  A p a r a l l è l e  aux b a s e s  N0M0 e t  N2M2 e s t  é g a l  au  
r a y o n  d e  g y r a t i o n  d e s  m a s s e s  N0M0, 4N,M, ,  N2M2 p l a c é e s  aux 
p o i n t s  M0, M,, M2 pa r  r a p p o r t  à l ’axe  A, M, et  Nj é t an t  l e s  mi l i eux  
d e s  s e g m e n t s  M0M2 et  N0N2.

у =  А0хп +  А1хл-1 +  . . .  +  A„

y d x

x2 y d x

(/ = 0, 1, . .  ., 2 p )
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b) Calculons maintenant le rayon de gyration de l ’aire précédente 
par rapport à l ’axe Ox;  il est donné par la formule

f
1 J  x

и

sу ъ dx
1 J 1 

$  = 3

f y  dx
к

En prenant un nombre p  tel que

3 n ^ 2p  +1 ,

nous pouvons appliquer aux intégrales précédentes la formule (17) ou la 
formule (19).

Prenons sur la courbe précédente les points M, ayant pour abs­
cisses

x = x + / ! ^  (1 = 0,1,  . . . , 2 p )
2 p

et désignons par y (. leurs ordonnées.
Le r a y o n  d e  g y r a t i o n  d e  l ’a i r e  c o m p r i s e  e n t r e  l ’a r c  d e  c o u r b e  

M0 M2p, l ’axe  0  x e t  l e s  o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  M0 et  M2p, p a r  r a p p o r t

à l ’axe  0  x, e s t  é g a l  à -^-=  py , où  f/ e s t  l e  r a y o n  d e  g y r a t i o n  d ’un
v 3

s y s t è m e  m a t é r i e l  f i c t i f  f o r m é  p a r  l e s  m a s s e s  <xi y t e t  <xp i  y p+i p l a c é e s  
aux p o i n t s  M(. e t  Mp+(. (/ = 0,1,  . . . ,  p) p a r  r a p p o r t  à l ’axe  0  x.

On a un énoncé analogue si nous appliquons la formule (19).
Par exemple, l e  r a y o n  d e  g y r a t i o n  d ’un t r a p è z e  N0 M0 M2 N2 d on t  

l e s  b a s e s  s o n t  N0M0 et N2M2 p a r  r a p p o r t  à N0N2 e s t  é g a l  à

— py , où p'y e s t  l e  r a y o n  d e  g y r a t i o n  d e s  m a s s e s  N0M0, 4N,M„ N2M2
V  3
p l a c é e s  aux p o i n t s  M0, M,, M2 p a r  r a p p o r t  à N0N2, N, e t  M, é ta n t  l e s  
mil i eux d e  N0N2 et  M0M2

c )  On peut considérer aussi l ’expression

S  t n x y
a = — ---------

2  m

égale, au produit d’inertie de l ’aire précédente, ^  m x y ,  divisé par la 
masse de cette aire.
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Si nons prenons donc un nombre p tel que

n ^ p ,

nons pouvons appliquer la formule (17) ou la formule (19).

Il résulte alors que si nous prenons sur la courbe les points M' 

ayant pour abscisses

^  (/ =  0, 1,. . ., 2p) 
2 p

le produit d'inertie mxy de l'aire limitée par l'arc de combe MQM2p 

l'axe ox et les ordonnées des points M0et M2p, divisé par la masse

de cette aire, est égal à ~  a' où a' est le produit d'inertie mxy du

système matériel fictif formé par les masses yt et a . yp+i placées 

aux points M,. et Mp+(. (/=0 , 1,. . . ,p) divisé par la massede ce système. 

On a un théorème analogue en appliquant la formule (19).

Par exemple, le produit d 'inertie^ mxy d'un trapèze N0M0M2N2 

divisé par la masse du trapèze, les axes étant parallèles à N0N2 et

N0M0, est égal à - i a', où a' est le produit a'inertie du système formé

par les masses N0M0, 4N[M ,, N2M2 placées aux points M0)M i,M 2 et 
divisé par la masse de ce système.




