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GENERALISATION D’'UNE EQUATION FONCTIONNELLE
RENCONTREE PAR G. DARBOUX

PAR

D. V. IONESCO

Professeur 4 la Faculté des Sciences de Cluj (Roumanie)

1. G. DarBoux') a montré que si dans la formule

h
2 3
f (@a+bx+cx?ydx=ah+ £2hf +-% ,
0

on remplace dans le second membre les constantes a, b, ¢ a l'aide

des valeurs 2 (0), » (g), v (h) que prend le polynome du second degré
9(x) =a+bx+cx?
pour x = 0, x = g, x = h, on obtient l'identité
el h
h h
M P(x)dx=c]z(0)+47(0) + ¢ (4)
[}

qui est vérifiée aussi par le polynéme du troisiéme degré.

On peut former des identités analogues a I'identité (1), en suivant
la méthode precédente, mais en partant d’'un polyndome de degré quel-
conque.

Par exemple, en partant des polynomes de degré 3, 4, 5 et 6, on a
les identités :

@) [h?(x)dx=g[;(o)+3;(§) +33(%5) ¢ 2 0]

a0

1) G. DARBOUX. Sur le centre de gravité de certains volumes. Note publiée
dans le cours de Mécanique de DESPEYROUS, pag. 383.
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h

(3)] 2(x)dx = 9h0[7 (0)4324(Z)+124(;’-)+32f;(34’7) 7?(/1)]

@ [ rrnce fylvro (i) o2

+ 50'{:( +75@(4?) +197 (h)]

h
h ‘h 'h (h
5 v(x)dx=—-—141; + 2165 ||+ 272 (7)) + 2724 —
()fof(x) sig L4170 + 2102 ()4 775 3] + 2724 )

4279 (23”) 4216 (56”) + 41 r,»(h)].

On vérifie aisément que les formules (3) et (5) sont satisfaites, la
premiére par un polyndome quelconque du 5° degré et la seconde par un
polynoéme quelconque du 7° degré 2). g

Dans ce travail nons allons généraliser le théoréme de G. DarBoux
et démontrer que I’identité analogue a (1), formée en partant d’un po-
lyndme quelconque de degré 2p, est satisfaite également par un poly-
nome quelconque de degré 2p + 1.

2. Considérons la formule

X
(6) {‘(A0 LA x+A X+ A, X" dx
0
1x2 A2 x3 A xﬂ+l

o
3 n+1

= A, x+

et dans le polynome

w(x)=Ay+ A x+ A X+ HA X,

remplagons successivement x par

0 X 2x (n—-Dx
,n) n""’ n b

2j On rencontre les seconds membres des formules (2),(3), (4), 3), ... .....
aussi dans le calcul approché d’une intégrale définie en suivant la méthode d’inter-
polation de LAGRANGE et en divisant l'intervalle d’intégration en parties égales.
(E. GOURSAT, cours d’analyse mathématique, Tome I, 1933, p. 266).
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Nous aurons les équations
7(0) = A,

X 1 i 2 n
cl—]|=A+—A x+—SAx+...+—A_x
(ﬂ) 0 n 1 n2 2 n''n

T

2x 2 22 2
"‘(7)=A0+ ;A1x+—’1—2A2x ++—nAnx

2 n
n
s ()= A, + A X+ SA .+ DA
n n

. s 2
que nons allons résoudre par rapport 4 A, A| x, A, x%,.. ., A, x" et porter
ensuite ces valeurs dans le second membre de la formule (6). Nous
aurons une identité de la forme

) { % (x) dxfx[ 7,0 (0) 42 % (n) RPN S S~ (x)]

L 54 0
ou ~,a,..., « sont des constantes.
Pour calculer les constantes =, x,...,2, il est préférabled’écrire

que l'équation (7) est satisfaite lorsqu’on remplace 7 (x) succes-

sivement par

1, x, x3...,x".

Nons aurons ainsi les équations

A+t e+t 2 = 1

1

2y+2a+...+ne, =n >

2 2 — 21

8) 2+ 2%+ e, =n® o

1
n
11+2"12+'” +n qn:.’lnn+1.

On peut donner les valeurs des constantes », 4 I'aide des intégrales
détinies. En posant

e, 0.=1,

6,=0, ,=—, 0,=

1,2
n n
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on a

11-_

(o8- (88 ) (4% 840)--- (6" ”)
mais nons n’aurons pas besoin de ces expressions.
Remarquons que les coefficients x, »,,.. ., 2, étantdéterminés par

les équations (8), nous avons l'identité,

9) f: (x) dx= (s - )\)[ao? ()‘\)-quﬁ‘;()\f, " n)) L

+ o ;(x T i ") o (.J)J
n

valable pour un polynéme quelconque de degré n et quelles que soient
les constantes X et .

Nous allons maintenant nous poser le probléeme inverse, d’intégrer
Péquation fonctionnelle (9). Nons supposons que la fonction inconnue
% (x) est continue et a des dérivées de tout ordre et que I'équation fonc-
tionnelle (9), doit étre satisfaite quelles que soient les constantes % et 1.

3. Considérons une équation fonctionnelle de la forme (9),

J’(f» ) () () (0 0,

. . 1" A .

(10) « (x) dx—=(1 1) l 2 ()43, (H-v - ) ot (;L)]
ol 3,, 8,,. .., 3, sont des constantes données et donnons la méthode
d’intégration, la fonction inconnue ¢ (x) étant supossée contthue et ayant
des dérivées de tout ordre et I’équation fonctionnelle devant étre satis-
faite quelles que soient les valeurs de X et u.

Posons

r=h-k , w=h+k;

I’équation fonctionnelle (10) devient

i h+k
an ! v (x)dx=2k [30 e(h ~k)+.. .45 ga(/z +

h—k

2i—n
n

k)+...

R (h+k)].

En développant en série les deux membres de cette formule, suivant
les puissances de k, nous avons I’équation

k? k?
¢ (h) + 377 (1) + —""’ (h) +..=10x()+ 11— 1 v () + g (D+ .
Ol 47 s 74 - - - SONt des fonctions linéaires de Bor Bps v vy g
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L’équation précédente devant étre satisfaite quelle que soit la va-
leur de &, nous avons les équations

1 —1)sMh) =0
7w () =20

(12) (%___{2) S - 0

en nombre infini.

Supposons que les constantes 3, 3,,. .., 3, soient telles que dans
ces formules, les coefficients de ¢ (h), 2" (h),. .., ©9 (h) soient nuls, tandis
que le coefficient de <@+ (/) ne soit pas nul. On satisfait a toutes les
équations (12) en prenant pour ¢ (#) un polyndme quelconque de degré
g. Donc dans ce cas I'intégrale de I’équation fonctionnelle (10) est un
polynome quelconque de degré gq.

Lorsque 7,71, cette intégrale est nulle.

Nons allons maintenant déterminer les constantes 3., 8,. . ., 8,, de
facon que le degré ¢ du polynome, qui représente l'intégrale de I'équa-
tion fonctionnelile (10) soit le plus grand possible. Comme nous avons
n -+ 1 indéterminées nous pouvons annuler dans les formules (12) les
coefficients de ¢ (h), ¢'(h),. . ., ¥(h), d’olt résulte que g = n. Nous dé-
montrerons que dans ce cas, I'équation fonctionnelle (10) coincide avec
I’équation fonctionnelle (9).

4. Nous allons distinguer deux cas suivant la parité de n. Suppo-
sons d’abord n = 2p.
On peut écrire I’équation ([1) de la facon suivante

s=1

h+k ,
P sk © sk
{ho(kx)dxzzk E‘P -8 (h—_—)+ l?'p f(h)+ ;pp+sA(h+;) .

En développant les deux membres suivant les puissances de k
nous avons

® K2 P o/ r e (h
Z(2r+1)|'§(2’)(h)=215p SZ( ) () ‘*—PP"(h)
r=0 ) s=1

r=0

r 5 (h)

L sk
+ Z Pp+s ( ) r!
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ou encore

-2 (h . 0 © o) n k" i
Z s =E('1)'( sf.a,,_s)—'p WL+ a7 @)

(2r+])' r=0 s=1 pr r!
4 o (h) k"
r s o
+r=20 (“::ls “”‘) prr!
En identifiant les coefficients de k' (j=0,1,...,2p), nous avons
le systéme d’équations linéairesen J, 3, .., 3,
2p
E, — g, — 1
s=0
P
(13) E,, Z 2] 13_s+2321 '8,,, =0 (j=1,2...,p)
= S
P p 2

ot nous avons noté par E, E,, ..., E, les premiers membres de ces

2p
équations.
Supposons maintenant n =2p + 1.
On peut écrire ’équation (11) de la fagon suivante.

—k =0

ht+k
P L 2st
s (x)dx=2k| Y3, p—25r1, 2: e
fﬂx) ‘ ( 2p+1 ) "“*”( 2p+1 )

En développant les deux membres suivant les puissances de k,

nous avons

* 2r) ® ")

E ozh; = ia Z (2s+1 ) o(;)

r=0(2r_!—1)! 5=0 p—sr= 2p+1 r!
2": 3 (23+1 ) 7'
s=0 Lt r=0 2p+1 rl

® P 'P((;,)) Kk
=) (-1)" 2s+1) ¢ )———
r;)( ) (;)( ) “res 2 p+1)r r!

(r)

© /p
T
+ 25 +1) 3 . )_<___
,;)(Z( Y Porsts [ apa 1y

kl'
rt’
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En identifiant les coefficients de k' (j=0,1,...,2p+1) nous avons
le systeme d’équations linéaires en 3,3,,. . ., '82p+1'

p 2J
— 1YY 2 @p+1)”
_§(2s+1) 8,_ +Z(2s+1) By sr1= 271
(14) (j=0,1,...,p)

p P R
E = — 2(2 s+ o+ Z(z s+ =0
s=0 s=0

(=0,1,...,p)

ol nous avons noté par E;, E,...,E, . les premiers membres de ces

2p-+l
équations.

5. Nous allons démontrer maintenant que le systéme d’équations
linéaires (13) ou (14) est équivalent au systéme d’équations linéaires
(8), suivant que n=2p oun=2p+1.

Considérons d’abord le systéme d’équations (13).

La premiére équation (13) est identique a la premiére équation (8).
Faisons la combinaison linéaire

(15) F2j:E2j+C;jpE2j—l+C§jp 2j—2t CZJPZJE
2 4 2j
_ 2 1 Czj C2] Czj)
=p TR ERR 4
(2j+1 2j—1 2j-3 1
(j=1,2,..-,P)

ou nous avons noté par F,, le premiér membre de cette combinaison
et par C;’,- le symbole des combmalsons.

Dans le premier membre de la formule (15) le coefficient de
dp_s sera

—C;jpSZj_l +ngpzszj—z +C2’ 2f (p—s)zj
et celui de .5 Sera
821+C21 pS + CZJ p2321—2+ C2f 2j (p + S)ZJ
D’autre part, nous avons

2 4 2 2j
1 C2j + C2j + T C2] _ i
2j+1 2j—1 2j—3 1 2j+1°
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de sorte que la formule (15) devient

2 i P . 2
20— 97, X (s 5, —CP)
s=1 s=1 2_/—}—-]

ou

2p ) 2f
2821.3‘;:@ (j:]’2,---,p)
s=1 2.141

Ces équations sont justement les équations de rang impair dans le
systéme (8).

Faisons aussi la combinaison linéaire

: | 1 i = 2 | 2j — 2j—
(16) sz_lezj—ﬁ'Czj_1pEz_,‘-z“"C:julp2 Ezj_a—.--...—{—»Czj._,:p“ lEo

1 3 2j —1
=I,2f"l EZQ_J C_'Zj;l_L . _4(:_21‘_‘)
2/ 1L 2j 3 1

G=1,2...,p)

ol nous avons noté par sz _; le premiér membre de cette combinaison.

Dans le premier membre de cette combinaison le coefficient
de 3, _ est
2 -1 1 2 —2 2 2 2 -3 2 -1 2j—1__ 2j — 1
pe —Cy_sp +C_ 8P =G s =(p - s)

et celui pe .3,,“ est

21, 1 2 —2 | 2 2 2j-3 C2 -1 2 — IR
p +Cy 8P +Cy 5P SR ORI =(p+5) .

D’autre part, on a

1 3 25—1 25—1
G G, Gn 2T
2j—1 2j-3 1 2J

de sorte que la formule (16) devient

2p ) 2j—1 .
21 Ss:(2p)' ] G=12...,p)
s=1 2-’

Ces équations sont justement les équations de rang pair dans le
systéme (8).

Nous avons donc prouvé que le systéme d’équations linéaires (13)
est équivalent au systéme d’équations (8).
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Passons maintenant au systéme d’équations (14).
La combinaison linéaire
. 1 ro ‘ , ‘ . .
E,, — F[Ezj 4 Ch@p F1)Ey, ... CHEp 1) E(,]
2f 2 2j

- ...+
2% 2j+1  2j-1 1.

se réduit comme plus haut &

ces équations coincident avec les ¢quations de rang impair du sys-
téme (8).
De méme la combinaison lineaire

‘

- | / .l ‘ 20 Y S Toy
Fyioy :W[Esz Cy . 2+ 1DE; 4.t CItI2p 1 1) EUJ

(2p41)"1[ Coin | C?HIl , Cgﬁln]
9 Zi+1 2j41 2j-1 1 ’
(_I == O) ls ’p)
se réeduit a
2p-+1 ] ) 2j+1
Z SZJ'.LII—js _ _2!)__1’_1),7 (j=01,....,m
s=1 2+ 2

et ces équations sont justement les équations de rang pair du systéme (8).
Nous avons donc démontré que le systéme d’équations linéaires
(14) est équivalent au systéme (8).
6. Remarquons sur les équations (13) et (14) que les coefficients 3
sont égaux, deux a deux. D’une fagon précise on a

,’p—s:ﬁp+»s (S==],2,.,,,p)

l)
pour le syetéme (13), et
3 =3 (s=0,1,...,p

p—s Yp+s+i
pour le systéme (14).

En effet, on peut écrire les équations de rang impair dans le sys-
téme (13) de la fagon suivante:

P

Zsz,kl[‘qu..gp_s]=0, (G=1ha...p)

Se=]
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Dans ce systéme d’équations homogenes ot les inconnues sont
Bprs—8,_s(s=1,2,...,p) le détérminant du systéme est différent
de zéro, d’oll résulte que

5 =3
Ppys = Pp_s-

En considérant aussi les équations de rang impair dans le systéme
(14), on démontre de la méme fagon que

]
v

Pprss1 = pp—s'

7. Il résulte des propriétés établies plus haut que lorsqu’on part
d’un polynéme ¢ (x) de degré pair n = 2 p, I'identité (9) qui généralise
I'identité de DarBoux, est

a7) j;"?(x)dx=(;1—)\)§ 18[?()‘+3H2—;l)+?(u—s’i2—f)]

ou les coefficients 25, 2, .. ., @, sont donnés par le systéme d’equations
linéaires

1
ao+ql+<z2+ —{—tlp_l—}—fip:

2
2 2 2 Dz
pao+(p—l) al ‘f—(p~—'2) a2+"'+1p-—l=2'—3
4 4 4 ,D4
(18) ploay+(@—1)a +(p—2) Bt .ot =5
2 2 2 Pzp
pPa0+(p—1)p1l+(p-——2)pa2+ -..+'ap_l=m

De méme lorsque le degré du polynéme % (x) est impair n=2p+1,
I'indentité (9) est:

# p
) N bhY L s R
(19)fl 9 (x) dx = (u >\)sz=6as[¢(x+szp+l)+f(@ 32p+1)]

’

oit les coefficients a; Apyeens a; sont donnés par le systéme d’équations
linéaires
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o I+I_L ’ ]
2y T % T2 ""'+ap“*

2
@p+ 1+ @p— 105+ @p -3 7y + .. +a= 222D

P 2.3

4
(20) @p+ D'ry+ @p— '+ @p—3 o+ . 5= CEEL

2p 7 2p ’ 2p 7 Lo (2p € 1)2P
(2p+]) 7.0—1"(2p—1) ’11 +(2p—3) 124 ce T lp —le)
8. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme

énoncé au début de ce travail, c’est a dire: I’équation fonctionnelle (17)
a pour intégrale un polynéme quelconque de degré 2p - 1.

En effet, si nons intégrons ’équation fonctionnelle (17) suivant la

méthode donnée au No. 3, les premiéres 2p+ 1 équations (12) sont satis-
faites quelle que soit la fonction = (x), & cause des équations (13). L’équa-
tion de rang 2p + 2 est également satisfaite & cause de la symétrie des
coefficients x, démontrée au No. 6. D’autre part le coefficient de 5 *,/*
ne peut pas étre nul, car s’il était nul, on aurait aussi
2p+2 2p+2 p*t?
P+ ) . p+ 1L B N A
p a,+(p—1) ap+ by 2(2p +3)

ce qui est impossible, puisque le déterminant

est différent de zéro

Donc l'intégrale de ’équation fonctionnelle (17) est un polynéme
quelconque de degré 2p + 1.

En reprenant le méme raisonnement on peut dénontrer aussi que
I'intégrale de I'équation fonctionnelle (19) est un polynéme quel-
conque de degré 2p+ 1.
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Applications.

9. a) Nous allons donner d’abord une interprétation géométrique
de la formule (17).
On a vu que si = (x) est un polyndme de degré
q=2p+1,

nous avons

a7 j; w(x) dx = (n.--2)) § % [,f,. (;\ 4s !,12—p)\) 4 (y. _Sp.z—;)\)]

ou les coefficients a; sont donneés par les équations linéaires (18).
Sur la courbe

y=2(x)
prenons les points M, ayant pour abscisses » - ’Uz—p) (i=0,1,...,2p).

La somme des coefficients «_ étant égale a 1, I’expression

2 p—A w—-A
Yol w(res'sy) ve (s ]

s=0
représente 'ordonnée v,,,, du barycentre K,, , des masses proporti-
onnelles a &, placées aux points M, et M,  , (i=0,1,..., p).

Nous avons donc

u
[’.«(X)dX=(:L—>~)'n2p+,,
i

et cette formule montre que l'aire limitée par un arc M, sz de la
courbe y = ¢ (x) par l'axe ox et par les ordonnées des points M, et
sz, est egale a l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs

M, M, et K, | Kopi1 o Kopi
sur 'axe o x.

Cet enoncé étant vrai quelle que soit la position de I’axe o x par
rapport a la courbe, il généralise la formule bien connue d’Archimede
pour I'aire d’'un segment de parabole, qu’on obtient en prenant p = 1 et
en passant I'axe o x par les points M, et M, 3).

Remarquons encore que le point Ky 41 est le milieu du segment

M{ M’z"J , ot My et M’z"D sont les projections de M, et M,, sur 'axe o x.

étant la projection du barycentre K,

3) E, GOouRrsaT Cours d’analyse mathématique Tome I, 1933, p. 163
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b) Pour calculer I’aire limitée par un arc quelconque de la courbe
y = 2 (x), ot le degré du polyndme = (x) est au plus2p + 1, 'axe 0 x
et les ordonnées des extrémités de I’arc, nous pouvons également appli-
quer la formule (19)

(19) [ '.«’(X)afxz(\m-)\)SZZ;)a’s [((,\% S2p-}—1) ?(:L 2-;;;\])]

'ed ).
ou les coefficients | sont donnés par le systéme d’équations linéaires (20).
En prenant sur la courbe les points M; dont les abscisses sont

pRe izz:):g; (i=0,1,..., 2p-+1), nous déduisons que l’aire limitée par
larc de courbe My, M, l'axe o x et les ordonnées des points M; ,

M;,,H , est égalea 'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs

144

Mj sz+1 et K2p+g Kop+2 ol K2p+a est le barycentre des masses 2 pla-

cées aux, points M; et M2p+|_,- (i=0,1,...,p)et K2p+2 est la projection
de Kzp,2 sur l'axe o x.
Nous remarquons que le point K3,., est le milieu du segment

17z

My Mz 41, ol M, et M2p+1 sont les projections de Mj et M2p+1 sur
I’axe o x.

¢) En comparant les deux énoncés précédents il résulte que si nous
considérons une courbe y=3%(x), o1 % (x) est un polynéme de degré
q = 2p—+1, sur laquelle nous prenons les points M; d’abscisses

Lp—h n—>X
A4 5 0,1,...,2p) et les points M; d’abscisses k+i ~—— 2pT1
(1=0,1,...,2)+ 1), le barycentre des masses «; placées aux points
M; et Ms,_; (/=0,1,. . ., p), coincide avec le barycentre des masses o

placées aux points M; et Mz, _;(i=0, 1,.. ., p).
Par exemple, si le polynome 7 (x) est de degré au plus égal a 5,
le barycentre des masses 7, 32, 12, 32, 7 placées aux points M, d’abs-

cisses A + p—A (i=0,1,2,3,4) coincide avec le barycentre des mas-

ses 19, 75, 50, 50, 75, 19 placées aux points M, d’abscisses A + i & ; A

(i=0,1,23,4,5).
10. Voici une autre application géométrique de la formule (17},
Considérons sur la courbe

y=t% (X),
ou 7 (x) est un polynéme de degre 2p + 1, les points M, ayant pour
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abscisses A7 HZ;‘)\ (i=0,1,...,2p), et la courbe, représentée par
p

I’équation

2 2p—1
=5 () =Cx7 +Cx" + ... +C,,

qui passe par les points M, M, . .., sz . On détermine les coefficients

C, par les équations

m— A
2p

1) vpl(ui ):?(Hi”z;p"). (i—0,1,...,2p)

% (x) et ¢, (x) satisfont & I'équation (17), et tenant compte des équations

(21), nous avons
“ u
f ?(x)dx:f 7, (x)dx.
A _

A

Cette formule montre que si nous désignons par S, l'aire limitée
par les deux arcs de courbe M, | M, (i=1, 2, ..., 2p), nous avons

S;+S8;+ ... 48, | =85,+5,+... +5,

c’est & dire, la somme des aires de rang impair est égale a la somme
des aires de rang pair.

11. Faisons maintenant quelques applications relatives au centre
de gravité de laire limitée par un arc de la courbe representée par
I’équation

(22) =2 () =A X"+ A X" A

n
un arc de la courbe

(23) y=9(x)=Bx" +B x"'+ ... +B,

n

et deux paralléles & I'axe Oy.

a) Supposons d’abord que n et n’ < 2p. Prenons sur les courbes
(22) et (23) les points M, et N, ayant pour abscisses

uo— A
2p

X, =h+i (i=0,1,...,2p)

et désignons par
Y,' = N[ M,' =7 (x,') -4 (Xl).

Nons allons démontrer que le centre de gravité de l'aire limitée
par les arcs de courbe My M, et N N, ainsi que par les segments de
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droites N, M,, sz sz a la méme abscisse que le barycentre des
masses=, Y, eta, Y ., placées aux points M, et M, (i=0,1,...,p),
les coefficients «, étant donnés par les équations linéaires (18).

En efiet I'abscisse du centre de gravité est donnée par la formule

f{xdxdy f x[7(x) — 7 (x)]dx
£ — d A .

{fa’xdy [ [7(x) - 2 (0)]dx

3
Les polynomes 2 (x)-- 2,(x) et x[7(x)— =, (x) étant de degre
moindre ou égal & 2 p + 1, satisfont a I’équation (17) et par suite nous
pouvons écrire.

3

Z (X, Y+, %, Y,00)

_ =0

.

P
iz__;](“i Y+ Xo_i Yp—H)

ce qui démontre le théoréme énoncé plus haut.
Le théoréme précédent est encore valable si
n=n=2p-+yqg,
pourvu qu’on ait
A, =B, (i=0,1,...,¢-1

Par exemple, considérons le trapéze N, M, M, N, dont les bases
paralléles a oy sont Ny My, N, M, et désignons par N, et M, les points
ou la paralléle 2 oy équidistante de N, M, et de N, M, rencontre les
droites Ny N, et My M,. Le centre de gravité du trapéze a la méme
abscisse que le barycentre des masses Ny My, 4 N; M, N, M, placées
aux points My, M;, M,,

La méme régle s’applique si I'on remplace un des segments de
droite My M,, Ny N, ou les deux, par des segments de parabole ayant
les axes paralléles aux axes N, M, et N, M.

b) Les polynomes ¢ (x) — 2,(x), x [2(x) - %, (x)] étantdedegréau
plus égal a 2p+1, satisfont aussi a I'équation (19). Prenons donc sur
les courbes représentées par les équations (22) et (23) les points M, et N;
ayant pour abscisses

XIZ)Jr—lL—)\

i ;‘l?m (lZO,],,2p+1)

et désignons par

Y, =N/ M, =¢(x)—7%,(x)

{
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En reprenant la démonstration précédente nous arrivons a la con-
clusion suivante:
Le centre de gravité de l'aire Ny M; M

’

2p+t

N

abscisse que le barycentre des masses =, Y, et o Y ...,

L (i=0,1,..., p), ol les coefficients =, sont

4 A
2pp1 @ la méme

placées

’

aux points My et M,
donnés par les équations linéaires (20).

c) En comparant les resultats précédents nous arrivons au théo-
réme sujvant:

Si nous prenons sur la courbe representée par I'équation (22), les
points M, ayant pour abscisses

A .
X, = h+i 3p (i=0,1,...,2p)

et les points M, ayant pour abscisses

iy — A

2p+1

X, =h+i

et si nous désignons par Y, et Y;. les valeurs du polynome
Y(x)=7(x) — % (0),

pour x =x; (i=0,1,...,2p)et x = x; (i=0,1,...,2p+ 1), ledegré
de Y (x) etant au plus égal a 2p, le barycentre des masses », Y, et

Y,,; placées aux points M; et M, . (i =0,1,...,p) a la méme

Ap—i p+i

abscisse que le barycentre des masses 1,'. Y; el =

i Yer,.+1 placées
aux points M; et M, (i=0,1,..., p).

Dans cet enoncé les coefficients x, sont donnés par les équations
linéaires (18) et les coefficients 2, sont donnés par les équations li-
néaires (20).

Par exemple si nous prenons sur la parabole

y = Ax?* 4+ Bx + C,

T - ints'
—5 - b et les points

204y A+ 20

3 3
tons par y,, ¥,, ¥, €t Yo, ¥1» Vg ¥y leurs ordonnées (v, = y,, y, = y3) le
barycentre des masses y,, 4y, ¥, placées aux points My, M|, M, a la
méme abscisse que le barycentre des masses y,,3y,, 3 y,. y,placées

les points My, M,, M, ayant pour abscisses 2,

’ ’ ’ . ~ H
M, M'l, M,, M, ayant pour abscisses 1, u. et si nous no-

aux points Mj, M;, M, M.
12. a) Nous allons considérer maintenant I’aire limitée par un ar¢
de la combe (22), I'axe Ox et deux paralléles & I'axe Oy.
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Supposons que
2n<<2p-t-1

et sur la courbe prenons les points M, ayant pour abscisses

’

x =h4 it " (i=0,1,...,2p)
2p

et désignons par y, leurs ordonnées.
Désignons par K le barycentre des masses =, y, et % i Ypri placées

aux points M, et M, (i =0, 1, ..., p) et par K" sa projection sur l'axe
O x. Nous allons démontrer que le centre de gravité G de l'aire limitée
par l'axe de courbe Mg M, , I'axe Ox et les ordonnées des points M

et M, , est au milieu du segment K'K.
En effet les coordonnées £, n, du centre de gravité G sont

']
[fxdxdy {xya’x

[l
f{dxdy fydx

i

~ 4"
{ [ydxdy {yzdx
1

v

{[dxdy f ydx

Dans ces formules y est le polynome (22). Les degrés des poly-
nomes y, x y, y? étant plus petits que 2p + 1, nous pouvons appliquer la
formule (17) et nous aurons

L =

(24)

P
Z (2 %, ¥+ 2 1 Xy, Vpid)
i=0
$= p
Z (i ¥+ 2% Vpi0)
i=o

ce qui démontre notre théoréme,
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Par exemple sur la parabole
y=Ax2+Bx+C(,

3)\ =+ 23
4

, 1 et désignons par y, leurs ordonnées (i = 0,1, ..., 4).

prenons les points My, M,, M,, M3, M, ayant pour abscisses A,

A+ A+ 3n
2’ 4
Le centre de gravité de l'aire limitée par Parc de courbe My, M,,
I'axe O x et les ordonnées des points M, et M, est au milieu du segment
K“K, oi1 K est le barycentre des masses 7 y,, 32 y,, 12 y,, 323, 7y, placées
aux points My, M;, M,, M3, M, et K” est Ia projection de K sur O x.
b) Nous pouvons.appliquer aux intégrales qui figurent dans les
formules (24), la formule (19). Nous aurons alors le théoréme suivant.
Si nous prenons sur la courbe representée par 1'équation (22) les

pbints M;. ayant pour abscisses

po—-A

X;=h+i
2p+1

(i=0,1,...,2p+1)

et nous désignons par y,'. leurs ordonnees, le centre de gravité de l'aire
limitée par I'arc de courbe M, M,
points Mg et M,
r s ’ ’ ’ . 4
centre des masses x,y, et %y i Vpritt placées aux points M, et M

({=0,1,...,p) et K“ est la projection de K sur I'axe O x.

¢) En comparant les théorémes précédents nous arrivons au résultat
suivant :

Si nous prenons sur la combe

2 pr1 laxe Ox et les ordonnées des

est au milieu du segment K" K, oit K est le bary-

7

pHi+1

-1
y=Ax"+A X"+ . 4 A,
ot

2n<2p+1,

les points M, ayant pour abscisses

x=h4i bt (i=0,1,. .,2p)
2p
et les points M; ayant pour abscisses
’ . [J, — )\ .
X, =hA+1i{ —n i=0,1,...,2p+1
i 251 1 ( p+1)

et nons désignons par y, et y', leurs ordonnées, le barycentre des masses

a,y;eta, , y,., placées aux points M, et MPH (i=0,1,...,p), coin-

. ’ ’ s ,
cide avec le barycentre des masses »; y et o, , y, ..., placées aux
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points M;. et M, ., ((=0,1,...,p), les coefficients «, étant donnés par
les équations linéaires (18) et les coefficients a:. étant donnés par les
équations linéaires (20).
Par exemple, prenons sur la parabole
y=Ax2+Bx+C,

les points My, M, M,, M3, M, 'ayant pour abscisses 2, 3 l4+ * , A -; n )

s 3”, » et les points My, M{, M;, My, M, M; ayant pour abs-

cisses A, 4 - oy 3h+ 2”‘, 2A +3:", A +4”, 1 et désignons par y,
5 5 5
et y, leurs ordonnées.

Le barycentre des masses 7Yy, 32y,, 12y,,32y3, 7y, placées aux
points My, M|, M,, M3, M, coincide avec le barycentre des masses
19y,, 75y, , 50y,, 50y,, 75y,, 15y, placées aux points M, M|,
M,, M, M;, M;.

13. Les résultats précédents peuvent étre généralisés en considé-

rant des aires non homogénes.
Considérons comme plus haut I'aire comprise entre les droites x =2,
x = . et les courbes représentées par les équations

—1
y=A,x"+ A X"+ ... +A

(25)
y,=B,x" +B,x"'+ ... +B,

et supposons que la densité soit en chaque point (x, y) de la forme
p=Q(x)R(»)

ot Q (x) est un polynéme de degré g et R (y) est un polynome de degre r.
L’abscisse du centre de gravité est donnée par la formule

ffo(x)R(y)dxdy fo(x)S(x)dx
!

(26) & = - ,

{fQ (x)R(p) dxdy f Q(x)S(x)dx
v 1

Oll nous avons posé

y
(27) S (x) = f R () dy.

B4




96 D. V. IONESCO

Dans cette formule y et y, doivent étre remplacés par les for-
mules (25).

Supposons que n° < n; on voit immédiatement que S (x) est un
polynome en x de degré n (r + 1). Les produits Q (x)S (x), x Q(x)S (x)
sont des polynomes de dégrés g +n (r+1), ¢ +1-n (r+1). Nous
pouvons prendre alors un nombre p tel que

g+n(r+1)=2p

et appliquer aux intégrales de la formule (26), la formule (17), ou bien

la formule (19). .
Nous arrivons aux résultats suivants:
Prenons sur les courbes (25) les points M, et N, ayant pour abs-

cisses

(i=0,1,...,2p)

et les points M, et N; ayant pour abscisses

W— A

i=0,1,...,2p+ 1).
25 1 ( p-+1)

X, =h+i

L’abscisse du centre de gravité de l’aire non homogéne comprise
entre les arcs de courbe My M, ), N, N, et les segments My Ny, My, N, |

la densité en chaque point (x, y) étant
p=Q(xX)R(),

coincide avec l'abscisse du barycentre des masses o; Q (x;) S (x,) et
a,_; Q (x,,7) S (xp+,.) placées aux points M; et M, , (i=0,1, ..., p),
ou avec l'abscisse du barycentre des masses x, Q (x)) S (x;) et
% Q(X,, 1. S (X,,,,,) placées aux points M et M (=0, 1,...,p),
S (x) étant le polynome donne par le formule (27).

14. Considérons maintenant 'aire non homogéne comprise entre
les droites x=4, x=y, 'axe O x et la courbe

(28) y=A, X"+ A, X"+ .. +A,
et supposons que la densité en chaque point (x, y) soit de la forme
p=Q(x)y

ol Q (x) et un polyndme de degré q.
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Les coordonnées du centre de gravité G de cette aire sont

f{xQ(x)y'dxdy [xQ(x)y'“ dx
o [V}
t = —

fo (x) y" dxdy
g i’ A
f f y Q(x)y" dxdy f Q (x) y"** dx
i
= ~ t
]IQ (x) y" dxdy f Q (x) y™*' dx
2

Dans ces formules y doit étre remplacé par le polyénme (28). Les
polynomés Q(x) ¥, xQ(x) ¥, Q(x) y"**sontdedeprés g+(r+1)n,
g+1+(@+Dng+(r+2)n

Nous pouvons prendre alors un nombre p tel que

g+ (r+2yn=z2p+1

[ Q(X) yr+1 dx
(29)

_r+1
T r+2

et appliquer aux intégrales des formules (29), la formule (17) ou la

formule (19)
Nous aurons alors les résultats suivants: :
Prenons sur la courbe représentee par I’équation (28) les points

M, ayant pour abscisses

. - A .
X, =h+1i 55 (i=0,1,...,2p)

et les points M; ayant pour abscisses

r o ;J. ;)\ . )
x,.-—)\+12p+1, (i=01,...,2p+1)
et désignons par y, et y; leurs ordonnées.
Le barycentre K des masses o, Q(x) y;*' et 0 Q(x,, )y
placées aux points M, et M, (i=0,1,..., p) coincide avec le bary-
‘r+1

’ ’ 7 /"+l . ’ 3
centre K des masses o, Q(x)y,,; et a, Q (xp+i+,)yp+,.+lplacees

aux points Myet M, (i=0,1,..., p).
Le centre de gravité G de l'aire non homogéne limitée par I'arc
de courbe My M, , l'axe O x et les ordonnées des points My et M, se

7
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trouve sur la droite K" K, oi K” est la projection de K sur axe Ox, et
lon a

+1 ——
K K.
+

-~

K'G=

<
o

15. Nous allons finir ces applications en considérant les moments
. d’inertie d’une aire homogéne limitée par les droites x = A, x = p, Paxe
Ox et la courbe représentée par I'équation

y=Ax"+A X"+ .. 4+ A

n

a) Considérons d’abord le rayon de gyration de laire par rapport
a axe Oy ; il est donné par la formule

M
f x2ydx
9 v .

0= —
f ydx
!

Les polyndmes y et x2y sont de degrés n et n+42; en prenant un
nombre p tel que

n4+1=2p

nous pouvons appliquer la formule (17) ou la formule (19).
Prenons sur la courbe les points M, ayant pour abscisses

. —A

X, =n+1I
i 2p

(i=0,1,...,2p)

et désignons par y, leurs ordonnees.

Nous avons le théoréme suivant:

Le rayon de gyration de l'aire comprise entre l'arc de courbe
M;M,,, l'axe ox et les ordonnées des points M, et M,,, par rapport
a l'axe oy, est égal au rayon de gyration d’'un systéme matériel
fictif formé par les masses a; y, et %, ;Yo Placées aux points M,
et M, (1=0,1,...,p), par rapport a 'axe O y.

On a un énoncé analogue en appliquant la formule (19).

Par exemple, le rayon de gyration d’untrapéze Ny My M, N, par
rapport a un axe \ paralléle aux bases NgM, et N, M, est égal au
rayon de gyration des masses NyM,, 4N, M,, N,M, placées aux
points My, M. M, par rapport a 'axe N\, M, et N, éftant les milieux
des segments MyM, et NgN,.
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b) Calculons maintenant le rayon de gyration de l'aire précédente
par rapport a ’'axe Ox; il est donné par la formule

En prenant un nombre p tel que
3n<2p+1,

nous pouvons appliquer aux intégrales précédentes la formule (17) ou la
formule (19).
Prenons sur la courbe précédente les points M, ayant pour abs-
cisses
X, =h+it—" (i=0,1,...,2p)
2p

et désignons par y, leurs ordonnees.
Le rayon de gyration de laire comprise entre I’arc de courbe

M, M,,, 'axe O x et les ordonnées des points M, et M, , par rapport

2p’

; p;,, ou p'y est le rayon de gyration d'un

V'3
systéme matériel fictif formé par les massesa, y et e, .y, , placées
aux points M; et M_ . (i=0,1,...,p)par rapport a ’axe O x.

On a un énoncé analogue si nous appliquons la formule (19).

Par exemple, le rayon de gyration d’un trapéze Ny My M, N, dont
les bases sont NyM, et N,M, par rapport @ NyN, est égal a

a laxe O x, est égal a

‘/ 3 py , ol p est le rayon de gyration des masses NgM,y, 4N;M;, N, M,
placées aux points My, M|, M, par rapport @ NyN,, N, et M, étant les
milieux de NgN, et M;M

¢) On peut considérer aussi I’expression

_ mey
Y m

égale, au produit d’inertie de I'aire précédente, E mxy, divisé par la
masse de cette aire.
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f xy®dx
1y

a—= —

2 M
fydx
Vol

Si nons prenons donc un nombre p tel que

Nous avons

n<p,

nons pouvons appliquer la formule (17) ou la formule (19).
Il résulte alors que si nous prenons sur la courbe les points Mf

ayant pour abscisses
Uo—— A

2p

x;=h+i (i=0,1,...,2p)

le produit d’inertie Z mxy delaire limitée par I'arc de combe MM,
I'axe ox et les ordonnées des points M et sz, divisé par la masse

decefte aire, est égal a % a’ ot a’ est le produit d’inertie Z mxy du

systéme matériel fictif formé par les masses x, y, et @, ; ¥, Placées
aux points M, et M, (i=0,1,...,p)divisé par la massede ce systéme.
On a un théoréme analogue en appliquant la formule (19).
Par exemple, le produit d’inertiez mxy d’'un trapéze NyMgM,N,
divisé par la masse du trapéze, les axes étant paralléles a NgN, et
NoM,, est égal a % a’, ot a’ est le produit ’inertie du systéme formé

par les masses NgM,, 4N, M,, N, M, placées aux points My, M|, M, et
divisé par la masse de ce systéme,






