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QUELQUES APPLICATIONS D’UNE FORMULE 
DE G. DARBOUX

par

0. V. Ionesco
Professeur à la Faculté des Sciences de Cluj (Roumanie).

1. G. Darboux (x) a montré que si ^p(.r) est un polynôme du 
second degré, on a l’identité

(1) <p(x)dx = A cp (0) + 4 cp (A) + ?(A) 

0
et que cette identité est encore satisfaite lorsqu’on remplace qp(jr) 
par un polynôme du troisième degré.

Il est évident qu’on peut remplacer la formule (1) par

(2)
/•P

\ cp (x) dx = çp (X) -F 4 cp + T (|*) , 

et la proposition précédente est encore valable quelles que soient 
les constantes X et p.

Dans ce travail nous voulons faire quelques applications de 
cette formule.

2. Prenons sur la parabole, dont l’équation est
y = cp (x) — A.X2 + Bæ + C ,

les points P et Q ayant pour abscisses X et p. L^aire S comprise 
entre l’arc de parabole PQ et la corde PQ qui est donnée par 
une formule célébré d’Archimède (2) peut se calculer à l’aide de la 
formule (2) de Darboux.

En effet désignons par y=cpi (x), l’équation de la droite PQ. 
Les degrées des polynômes cp (x) et qpi (x) étant 2 et 1, ces poly-

(*) G. DARBOUX. Sur le centre de gravité de certains volumes. Note publiée dans le
cours de Mécanique de DESPEYRONS pag. 383.

(2) E. GOURSAT. Cours d’analyse mathématique. Tome I, 1933, pag. 163.
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, nomes satisfont à la formule (2) de Darboux. Nous avons, donc
[A s
Ti (%)dx = --g— cpi(X) + 4-fj +ti(^

a.
/-JA _ ’ ■ '
\ v(x)dx = cp(X) +4cp(^i^) + çp(|i)

. X ;

En retranchant membre à membre ces formules, on déduit 

S = -|-(p—X)MM' ,

où M et M' sont les points où la droite x~ rencontre l’arc 

de parabole PQ et la corde PQ. . .
Nous retrouvons ainsi la formule classique d’ARCHiMÈDE, c’est- 

à-dire: l’aire S limitée par l’arc de parabole PQ et la corde PQ 
2 , - .est égale à -g- de l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 

PQ et MM'.
La méthode précédente pour obtenir la formule d’Archimède, 

montre que la même formule s’applique aussi à la parabole cubique

'■(3) ■ y = A.vi + B.r*+C.r + D,
. Je polynôme du troisième degré satisfaisant aussi à la formule de 
Darboux.

Il résulte alors que l’aire comprise entre l’arc PQ de la .pa­

rabole cubique '3)? et la corde PQ est égale à-~ dé Taire du pa-O
rallélograrnme construit snr les vecteurs PQ et MM'4 où M' est le 
milieu de la corde PQ et M est le point où la parallèle à Oy 
menée par M' rencontre la parabole cubique.

3. II résulte aussi de la démonstration précédente de la for­
mulé cI’Archimède que si nous prenons sur la cubique; représentée 
par l’équation ( 3 » les points quelconques P et Q dont les abscisses 
sont X et p, et nous passons une parabole par ces ,point?, dont 
l’équation soit de la forme: ;

-(4) . y = A^-4-B] <'4-Ci , ' •-

l’aire comprise entre l'arc de cubique de PQ et l’arc cle parabole PQ 

est égale à de l’aire du parallélogramme construit sur les yec-
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teurs PQ et MMU M et Mt étant les points où ta d'roitê

x = , rencontre le cubique et la parabole.

En particulier il résulte de la propriété précédente que si 
nous prenons sur la cubique représentée par l’équation (3), les 
points P, M, Q dont les abscisses sont X, ~ » P- nous détermi­
nons ensuite les coefficients AH B,, Cj de la parabole (4) qui passe 
par les points P, M, Q, l'aire S' comprise entre l'arc de cubique 
PM et l'arc de pa*aboie PM? est égale à l'aire S" comprise entre 
l'arc de cubique MQ et l'arc de parabole MQ.

4. Considérons un trapèze homogène N0M0M2N2 dont les 
bases parallèles à Oy sont N0M0 et N2M2 et calculons l’abcisse du 
centre de gravité. Nous aurons

où
(5) y, = ax±b , y2 = a2x+b2
représentent les équations des droites N0N2 et M0M2 et où X et p 
sont les abscisses des points Mo et M2.

yi—Ui et «r(//z—y\) étant des polynômes du premier et du 
second degré, nous pouvons appliquer aux intégrales précédentes 
la formule (2) de Darboux.

Nous aurons
N„MS à + 4 N,M, + n2N2 . n

Ç = + 4 N,M, + N2M2

où N| et M| sont les milieux des segments N0N2 et MqM2.
Cette formule montre que l'abscisse du centre de gravité du 

tiapèze N0M M<îN2 est égale à l'abscisse du barycentre des masses 
N0M.,_> 4 N,M, N.M2 placées aux points Mo, M15 M2.

C’est intéressant à remarquer que cette règle pour déterminer 
le centre de gravité d’un trapèze s’applique aussi lorsqu’on rem­
place un des côtés NUN2, MUM2 ou les deux, par des arcs de pa­
raboles dont les axes sont parallèles au bases NÜMU et N^M^.

En effet, dans ce cas, on a
(5') y> =alxi-ybt x - Cj , 2/z = a2t24-Z>2.c-i c2
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et les polynômes y2—yi7 x(y2—yé) étant de degrés deux et trois, 
d’après le théorème de Darboux, satisfont à la formule (2).

Il résulte donc que si nous considérons sur les paraboles re­
présentées par les équations (5'), les points Nc, Nn N2 et Mo, 
M2 ayant pour abscisses A, **, p, l’abscisse du centre de gravité 

de l’aire homogène limitée par le contour curviligne NoM0M2N2 
est égale à l’abscisse du b a ry centre des masses N(jM0, 4NtMb 
N2M2 placées aux points Mo, Mj et M2.

♦
5. On peut faire une autre application de la formule de 

Darboux à la détermination du centre de gravité d’un trapèze 
non homogène, où la densité en chaque point est une fonction 
linéaire de la distance du point à l’une des bases.

Considérons un trapèze NoMcMjNa dont les bases parallèles 
à Oy sont NCMO et N2M2 ; désignons par Nt, M, lej milieux des 
côtés N0N2, MoM2 et par p la densité en chaque point (æ ,y) du 
trapèze, fonction linéaire de l’abscisse du point.

L’abscisse du centre de gravité est

pxdxdy jp x (y2—yjdx

pdxdy {pty-i—y^dx 

où A et p sont les abscisses des points Mo et M2.
Les polynômes p(y2—y^, px(y2—y\) étant du second et du 

troisième degré, satisfont à la formule de Darboux, et par suite :

PoNqMqA-j- 4 pjT^jMj + p2N2M2. p 
F =__________________ -_____________

poN0M0+ 4 p(NiMt+ p7.N2M2

Cette formule montre que l’abscisse du centre de gravité du 
trapèze non homogène N(iMbM2N2 est égale à l’abscisse du bary- 
centre des masses p0NoM0, 4 p1N|M1, p2N2M2 placées aux points 
Mo, M„ M2.

Le centre de gravité se trouve aussi sur la droite qui joint 
les milieux des bases.

On voit donc que la règle qui donne le centre de gravité 
d’un trapèze homogène, s’applique non seulement lorsqu’on rem­
place les côtés non parallèles par des arcs de paraboles dont les 
axes sont parallèles aux bases, mais aussi lorsque le trapèze est 
Bull. Soc. Sc. Cluj, T. IX, 27 niai 1940. 30
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(jfe— y\)dx

non homogène, la densité en chaque point étant une fonction 
linéaire de la distance du point à l’une des bases.

L’explication de ces faits se trouve dans la formule de 
G. Darboux.

6. Nous ferons maintenant d’autres applications de la formule 
de Darboux, au calcul des moments d’inertie.

à) Considérons un trapèze homogène N0M.0M2N2 dont les 
bases N0M0, N2M2 sont parallèles à l’axe Oy et dont les droites 
N0N2 et M0M2 sont représentées par les équations (5).

Le rayon de gyration du trapèze par rapport à l’axe Oy et 

x2dx dy Ç a;2(y2—!/i) dx

dx dy

En appliquant la formule de Darboux, nous avons

N0M„i 4-4 NtM,
f>’ N„M„4-4 NxM^NjM,

ce qui prouve que le rayon de gyration du trapèze par rapport 
à une droite parallèle aux bases, est égal au rayon de gyration 
par rapport à la même droite d’un système fictif de points ma­
tériels formé par les masses NqMq, 4 NXMX, placées aux
points Mq, Df,

b) Calculons maintenant le rayon de gyration du trapèze 
précédent, par rapport à un des côtés non parallèles. Nous pouvons 
supposer que Taxe Ox coïncide avec le côté N0N2. Le rayon de 
gyration est

y2dxdy y3dx

dxdy j ydx

y et y8 étant des polynômes du premier et du troisième degré, 
nous appliquons la formule de Darboux, et nous avons

r 3 NoMo+4NM+XM2 ’

ce qui prouve que lé rayon de gyration du trapèze par rapport
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-à un côté non parallèle N0N2 est égal au produit de -X par le 

rayon de gyration par rapport au côté N0N2 d’un système fictif 
■de points matériels formé par les masses N 4 N1MXJ N.,M2 
placés aux points Mx, M2 .

c) Calculons enfin pour le même trapèze, le produit d’inertie 
^mxy du trapèze, divisé par la masse du trapèze, l’axe Ox coïn­
cidant avec NoN2 et l’axe Oy étant parallèle aux bases. Nous avons 

xydxdy

dxdy j ydx

■Comme y et xy2 sont des polynômes du premier et du troisième
degré, nous pouvons appliquer la formule de Darboux, et nous 
•avons

X nX+4 nX'+pNTm’

a=~2 N0M0+4N1Mi+N2M2

Cette formule montre que le produit d’inertie JEmxy d’un trapèze 
NqMqM2N2, divisé par la masse du trapèze, l’axe Ox coïncidant 

, 1 
avec NqN2 et l’axe O y étant parallèle aux bases, est égala -^a', 
où a' représent le produit d’inertie <Smxy, d’un système fictif de 
points matériels formé par les masses NqMq, 4 N2M2
placées aux points MQ, MX) divisé par la masse de ce système.

7. Pour finir, nous allons faire une nouvelle application de 
la formule de Darboux, pour retrouver une formule connue (x) 
•qui donne le moment d’inertie d’une barre homogène.

Considérons la barre homogène AB de longueur 2 Z, et dé­
signons par Zq, z1} z2 les côtes des points A, G, B, où G est le 
milieu de la barre, et par r«AM, la distance du point A à un 
point quelconque M de la barre.

Le moment d’inertie de la barre par rapport au plan xoyy 
est

I = 2 m z2,
où

Z = z Z2~Z<> rz zo-r 2l r.

(l) Cette formule est citée dans le livre de M. R. LEVF.UGLE: Précis de calcul 
géométrique, G. V, 1920, p. 102.
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En désignant par p la densité de la barre, nous avons

•/o
La fonction à intégrer étant un polynôme du second degrés 

nous pouvons appliquer la formule de Darboux; nous aurons

ou
J

Cette formule montre que le moment d’inertie d’une barre 
homogène AB de masse M par rapport à un plan, une droite, ou 
un point quelconque de l’espace, est égal au moment d’inertie des

.LJJL falvj. 1VX 'masses — , } placées aux points A, G, B, où G est le 

milieu de AB, par rapport au même plan, même droite ou même' 
point de l’espace.

La méthode précédente montre — en appliquant la formule 
de Darboux, — que si la barre AB n’est pas homogène, la den­
sité en chaque point étant une fonction linéaire de la distance du 
point au point A? son moment d’inertie par rapport à un plan,, 
une droite ou un point de l’espace et égal au moment d’inertie- 

des masses placés aux points A, G, B par rapporto o o
au même plan, même droite ou même point de l’espace, p0, pL et. 
p2 étant les densités en A, G et B.
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