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QUELQUES APPLICATIONS D’UNE FORMULL o
DE G. DARBOUX o

par

D. V. loneseo

Professeur 4 la Faculté des Sciences de Cluj (Roumanie).

1. G. Darsoux (1) a montré que si (r) est un polynéme_du
second degré, on a l'identité : : - '

() \h (w)dx=~—[ (0>+4<p( )+=P(h)]

et que cette identité est encore satisfaite lorsqu’on remplace @ (x)
par un polynéme du troisiéme degré.
Il est ¢évident qu'on peut remplacer la formule (1) par

@ Kq» @z =5 g+ 49 (M5E) + 900

et la proposition précédente est encore valable quelles que soient
les constantes A et .

Dans ce travail nous voulons faire quelques apphcatlons de
cette formule. -

2. Prenons sur la parabole, dont 1’équation est

= ¢(x) = Ax?+Bax+C,

les points P et Q ayant pour abscisses A et p. L’aire S comprise
entre 'arc de parabole PQ et la corde PQ qui est donnée par
une formule celébre d’Arcumipe(?) peut se calculer a Paide de la
formule (2) de Darsoux.

En effet désignons par y =g, (x), lequatlon de la droite PQ.
Les degrées des polynémes ¢ (x) et ¢, (x) étant 2 et 1, ces poly-

(*) G. DARBOUX. Sur le centre de gravité de certains volumes. Note publiée dans le
cours de Mécanique de DESPEYRONS pag. 383.
(®) E. GOURSAT. Cours d’analyse mathématique. Tome I, 1933, pag. 163,
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,nomes satisfont a la formule (2) de Darboux. Nous avons. donc

rw o

5 7@ do= B2 )+ 40 (M5E) 4]

Cw(w)dw- b2 lew +40 (2% )+ep(m]

»

En retranchant membre a membre ces formules, on déduit

S——2(—)MM',
ou M et M’ sont les points ou la droite == =5+~ _HL
de parabole PQ et la corde PQ. ~

Nous retrouvons ainsi la formule classique d’ArcHiMEDE, c’est-
a-dire: Paire S limitée par Parc de parabole PQ et la corde PQ

est éga’le a § de Paire du parallélogramme construit sur les vecteurs
PQ et MM'. o

La méthode precedente pour obtenir la formule d’Archlmede,
montre que la méme' formule sapplique aussi ‘4 la parabole cubique

3y . y=Aul+Br2+ Cu+ D, |
.le polynéme du troisieme degre satistaisant aussi a la tox mule de

. DarBoux. :
11 résulte alors que Uaire comprise entre Parc PQ de la pa—

rabole cubique \3), et la corde PQ est égale a—g‘ de 'Paire du pa-

rallélogramme’ construit smr les vecteurs 13—62 et MK’I', ou M' est le
miliew de la corde PQ et M est le point oi la paralléle ¢ Oy
menée par M' rencontre la parabole cubique.

3. résulte aussi de ld. demonstratlon precedente de la for—-
mule ‘d’ARrcuiMEDE que si nous prenons sur “la cubique: représentée
" par lequatlont?n les points quelconques P et Q dont les abscisses
sont A et p, et nous passons une parabole par _ces pomts, dont
quuatlon smt de la forme:

4) - o y=Aw+B Gy ' e
Paire comprise entre I'arc de cubique de PQ et l’arp de }iaralgéle'PQ

€

.

est égale a 3 de Uaire du paratlélogramme construit sur les yec~

rencontre Tarc

et e et e
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teurs P_Q et MM,, M et M, étant les 'po-int’s ot la drotte
Adp .

&= —5—, rencontre le cubique et la parabole.

En particulier il résulte de la propriété précédente que si
nous prenons sur la cubique représentée par I'équation (3), les

points P, M, Q dont les abscisses sont 2, %E, u. et nous détermi-

nons ensuite les coefficients A,, B,, C, de la parabole (4) qui passe
par les points P, M, Q, Paire S’ comprise entre Uarc de cubique
PM et Parc de pa-abole PM, est égale a Paire S" comprise entre
Parc de cubique MQ et larc de parabole MQ.

4. Considérons un trapéze homogeéne N,M,M,N, dont les
bases paralleéles a Oy sont N;M, et N,M, et calculons l'abcisse du
centre de gravité. Nous aurons

55 xd.cdy \:x (yo—y) dx
§= =
\5 dxdy S:(?Jz*'yl) dc

1\

ou

(9) y/=az4b, Y2 = ae+-b,
représentent les équations des droites N,N, et M;M; et ou X et p
sont les abscisses des points My et M,.

Yo—1y et w(y,—y) étant des polyndémes du premier et du
second degré, nous pouvons appliquer aux intégrales précédentes
~la formule (2) de Darsoux.

Nous aurons

A
NM, &+ 4NMATE L NN,
C=""N.M, TANM, T N;M,

ou N; et M, sont les milieux des segments NyN, et M¢M,.

Cette formule montre que labscisse du centre de gravité du
trapéze N\M M,N, est égale a U’dbscisse du barycentire des masses
NoM,, 4 N\M,, NM, placées aux points My, M,, M, .

C’est intéressant a remarquer que cette régle pour déterminer
le centre de gravit¢ d’un trapéze s’applique aussi lorsqu’on rem-
place un des cotés N,N,, M,M, ou les deux, par des arcs de pa-
raboles dont les axes sont paralléles au bases NM, et N,M,.

"~ En effet, dans ce cas, on a

“(5') Y =alw2+b| T Cpy Y. = a.'142+62'1;'1 €




. APPLICATITONS D'UNE FORMULE DE G. DARBOUX 449

et les polynomes y,—y,, z(y,—y,) étant de dégrés deux et trois,
d’aprés le théoréme de Darsoux, satisfont a la formule (2).

1 résulte donc que si nous considérons sur les paraboles re—
présentées par les équations (5%, les points Ny, Ny, N, et My, M,,
M, ayant pour abscisses 2, l?", , LPabscisse du centre de gravité
de laire homogéne limitée par le contour curviligne N MyM;N,
est égale a Uabscisse du barycentre des masses NuMo, 4 N\M,,

N,M, placées aux points My, M, et Mz
*

5. On peut faire une autre application de la formule de
Darsoux a la détermination du centre de gravité d’'un trapéze
non homogéne, ou la densité en chaque point est une fonction
linéaire de la distance du point 4 I'une des bases.

Considérons un trapéze NgM(M,N, dont les bases paralléles
a Oy sont NgM, et N,M,; désignons par N,, M, le; milieux des
cotés NoN,, MgM, et par p la densité en chaque point (z,y) du
trapeéze, fonction linéaire de I’abscisse du point.

L’abscisse du centre de gravité est

- - : m
53 pxdzdy Sf < (Y—y)drx

E= - -
SS pdzdy S:p (y2—y) dz

ou A et p sont les abscisses des points My et M,.
Les polynémes p (ya—1w), px(y.—7v;) étant du second et du
troisieme degré, satisfont a la formule de DarBoux, et par suite:

s l ) .
poNoMpA + 4 Pnl\nMn —j—u + pNoM, .

= N M F 4 N, M+ 2N, M,

Cette formule montre que abscisse ‘du centre de gravité du
trapéze non homogéne N.M,M;N, est égale a Pabscisse du bary-
centre des masses poNoMo, 4 p,NM,, pzNgMg placées aux points
MO’ Ml) M2

- Le centre de gravité se trouve aussi sur la droite qui joint
les milieux des bases.

On voit donc que la regle qu1 donne le centre de grav1te
d’un trapéze homogene, s’applique non seulement lorsqu’on rem-
place les cotés non paralleles par des arcs de paraboles dont les
axes sont paralléeles aux bases, mais aussi lorsque le trapéze est

Bull. Soc. Sc. Cluj, T. 1X, 27 mai 1940. 30
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non homogene, la densité en chaque point étant une fonction
linéaire de la distance du point & I'une des bases.

L’explication de ces faits se trouve dans la formule de
G. Darsoux.

6. Nous ferons maintenant d’autres applications de la formule
de Darsoux, au calcul des moments d’inertie.

a) Considérons un trapéze homogene N,.M, M N, dont les
bases NoMy, N;M; sont paralléles 4 axe Oy et dont les droites
NoN, et MM, sont représentées par les équations (5).

Le rayon de gyration du trapéze par rapport a 'axe Oy et

“ xdz dy S:aﬂ(y2 —y) dz

Waeay  (w—was

En appliquant la formule de Darboux nous avons

A
olv-[ox +4 NIMI( ;-p.) +N, M,
2
b T N+ N, M, N M,

ce qui prouve que le rayon de gyration du trapéze par rapport
a une droite paralléle aux bases, est égal au rayon de gyration
par rapport a la méme droite d’un systéme fictif de points ma-
tériels formé par.les masses NOMO, 4 N, Ml s N M placées aux
points M,, M, M,. -

b) Calculons maintenant le rayon de gyratlon du trapéze
précédent, par rapport a un des cotés non paralleles Nous pouvons
supposer que laxe Oz commde avec le cote NoN;. Le rayon de
gyratlon est’ '

2=
x

yidzdy l&q?'d.')f
) e

e (i

¥
y et y® étant des polynémes du premier et du troisiéme degre,
nous appliquons la formule de Darsoux, et nous avons

1 N;My+4 N;M, + N, M,
3 NeM,+4NM,+N,M

ce qui prouve que ke rayon de gyration du trapéze par rapport

=
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@ un c6té non paralléle NgN, est égal au produit de% par le

rayon de gyration par rapport au cbté N,N, d’un systéme fictif
-de points matériels formé par les masses N,M,, 4 N\M,, N,/M,
placés aux points My, M,, M, .

c¢) Calculons enfin pour le méme trapéze, le prodmt d’inertie
Zmaxy du trapéze, divisé par la masse du trapéze, 'axe Ox coin-
-cidant avec NyN, et 'axe Oy étant parallele aux bases. Nous avons

(o

“Comme y et zy? sont des polynémes du premier et du troisitme
-degré, nous pouvons appliquer la formule de Darsoux, et nous
-avons

—_—2 by JR— [
A N,Mo+4 ;—]& N M, +-pN, M,
a=

2 NoNIo+4 N1M1‘+N2M2
‘Cette formule montre que le produit d’inertie Smxy d’un trapéze
N,M,M,N,, divisé par la masse du trapéze, Paxe Ox coincidant

-avec NyN, et Paxe Oy étant parallele aux bases, est égala ,1, a,

ow o' représent le produzt d’inertie Zmuxy, d’'un systéme jzctz[ de
.points matériels formé par les masses NyM,, 4 N\M,, N,M,
placées aux points My, M,, M,, divisé par la masse de ce systéme.

7. Pour finir, nous allons faire une nouvelle application de
la formule de Darsoux, pour retrouver une formule connue (%)
-qui donne le moment d’inertie d’'une barre homogéne.

Considérons la barre homogéne AB de longueur 2/, et dé-
:signons par Zzg, 2j, Z, les coétes des points A, G, B, ot G est le
milieu de la barre, et par =AM, la dlstance du pomt A aun
point quelconque M de la barre.

Le moment d’inertie de la barre par rapport au plan zoy,
st '

I=2mz2,

-ou
—2Z

=z 2

(') Cette tormule est: citée dans “le livre de M. R. LEVEUGLE: Précis de calcul
.8bométrigne, G. V, 1920, p. 102.
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En désignant par p la densité de la barre, nous avons-

) \2
7 (')rlr.

La fonction & intégrer étant un polynéme du second degré,.
nous pouvons appliquer la formule de DarBoux ; hous aurons

BT
: I= e (Zo-']- ?

0

27
I=pglat+4zi+zi]
ou ‘
1= [z e 42)

Cette formule montre que le moment d’inertie d’une barre-
homogéne AB de masse M par rapport a un plan, une droite, ou
un point quelconque de Uespace, est égal au moment d’inertie des-

2M M.
6’73 6"
milieu de AB, par rapport au méme plan, méme droite ou méme-
point de Pespace.

- La méthode précédente montre — en appliquant la formule-
de Darsoux, — que si la barre AB n’est pas homogéne, la den-
sité en chaque point étant une fonction linéaire de la distance du
point au point A, son moment d’inertie par rapport a un plan,.
une droite ou un point de P'espace et égal au moment d’inertie-

des masses lsﬁ’ , 4—:?—1- lgz placés aux points A, G, B par rapport.

masses placées aux points A, G, B, ou G est le:

au méme plan, méme droite ou méme point de Pespace, po, p. et
p: étant les densités en A, G et B.

P M\ P s |

Blb! i lu'
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