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UNE APPLICATION D'UNE EQUATION
FONCTIONNELLE.

PAR
D. V. IONESCU
Note présentée par Mr. D. Pompeiu M .A.R. dans la séance du 17 avril 1942

1. M. D. Pompeiu?)a poséle probléeme de la détermination
des fonctions continues F (z) et f (z), satisfaisant a 1'équation fonc-
tionnelle

(1) SbF (@)1 (2) dz = F(‘? ;Lb)S:f(x) dz,

quelles que soient les valeurs de a et b.
M. Th. Anghelutza?), en posant

Flo) =2,

f(z)

a écrit 'équa.ion (1), sous la forme

b

@ ()
a

(2) : -
S g () dx g(

et a montré que les solutions de cette équation sont données par les

formules

a
f(r)=az+b g (x)=a'z+b’
(3) f(xr)=acos 6z +bsm Oz g (x)=a’ cos 8z +b' sin Oz
f(x)=ach Bx-+bsh Oz g(x)=a'ch 6zx+4b"sh Oz

2
a<+b

) D. Pompeiu. Sur une équation fonctionnelle qui s’introduit dans un
probléme de moyenne (C.R. de I’Academie des Sciences de Paris, t. 190,
1930 p. 1107).

2) Th. Anghelutza. Sur-une équation fonctionnelle (C. R. de I’Aca-
démie des Sciences de Paris, t. 194, 1932, p. 420).
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ou a, b, a’, b, 6 sont des constantes arbitraires.

Dans cette note, nous allons faire une application de I'équation
fonctionnelle (2).

2. Démontrons d’abord, que Iintégration de I’équation fonc-
tionnelle

b
d
\J @ ds _f@+i®

Cewar €@ +EQ

(4)

qui doit étre satisfaite quelles que soient les valeurs de a et b, se
raméne a4 I'équation fonctionnelle (2).
En effet, en posant

a=Ax—bh, = A + A,
on peut écrire I'équation fonctionnelle (4) sous la forme

fA+R) +f(A—=h g +h) +g00—h

b
1

A+R A+h
f(z) dx g g(z) dz
—h J—h
ou bien.
h . +h
i[log SH f(x) dx]=-§—[logS: g () dx] ,
0 —h ol -h

ce qui montre que le rapport des intégrales
A+h A+h
\i@ar s (Te@as
A—h A—h
ne dépend pas de A Nous avons donc
A+h
S f(z) dx
h-h _fO—h) +fO R _

2k — @ ().
—h

En faisant & tendre vers zéro dans cette équation, les fonctions
f(z) et g(z) étant continues, on trouve

(I)()\ =M7
g (N
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ce qui prouve que Pintégration de I’équation fonctionnelle (4) a ete
ramenée 4 I’équation fonctionnelle (2).

L’équation fonctionelle (4) a donc pour solutions, les fonctlons
données par les formules (3).

Remarque. L’intégration de I’équation fonctionnelle

fh—m +f+h _ (N
EA—h) +g(r-+h) g
a été faite par M. Th. Anghelutza?2), qui a donné les solu-
tions (3).
3. Considérons dans le plan zoy, une courbe (C) représentée par
les équations paramétriques

x:f(u) ’ _u=g(u),

ol I'on suppose que les fonctions f (u) et g (u) sont continues et ont
des dérivées premiéres continues. Désignons par M, A, B les points
de la courbe qui correspondent aux valeurs A, A— % et A + & du
parameétre. En général, l'aire du segment-de courbe AB, comprise entre
Parc de courbe AB et la corde AB, dépend de A et de k.

Nous allons démontrer que les seules courbes pour lesquelles Uaire
du segment de courbe AB, ne dépend pas de A\, sont les coniques.

L’aire S du segment de courbe AB, est donnée par la formule

S = SxB ydz —'1'(133 — z4) (yB+ yYa),
XA 2
on bien, en introduisant les fonctions f(u) et (g(u)
Fath
5= f (1) f (u) du——[f (-+h)—f O—]g (A-+0)+g (A—h)]
—h

Nous aurons l’équation fonctionnelle du probléme en écrivant
que la dérivée de S par rapport a A est nulle, ce qui donne I'équation
G [OETMEF OB _f0+R—i0—h
gr+h+gO0—h gr+h)—g(r—h)
qui doit étre satisfaite quelles que soient les valeurs de A et A.

En posant
f'(z)=F(2), g (z)=0G(),
on peut écrire I’équation fonctionnelle (5) sous la forme

A+h

F (2) dx
SH _FO+R +FO—h
SHh . G((A+h +Gr—h)’

(6)
G(z) d
A—h
qui est identique & I’équation fonctionnelle (4).
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Il résulte que la solution de notre probléme est donnée par les
formules

rz=aut+bu+c y=a' u*+b" u+tc'
(7) z=a cos Ou+>b sin Bu+c y=a' cos Bu +b’ sin Ou +¢’
rz=ach Ou-4-bsh Ou-c y=a'ch Bu+b' sh Ou+c,

oua,b, ¢, a, b, c, 0 sont des constantes.

Les courbes représentées par les équations (5) sont les coniques.

4) Si nous reprenons le probléme du no. 3 en supposant que la
courbe f(z) est donnée par une équation de la forme

y=1[(2),
ou f(x) est une fonction continue ayant une dérivée continue, on
est conduit a I'équation fonctionnelle de M. D Pompeiu ?2).
f)—fl@ _ ,(r+b
= 5 .

b—u




