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UNE APPLICATION D ’UNE ÉQUATION 
FONCTIONNELLE.

PAR

D. V. IONESCU

Note présentée par M r. D. Pompeiu M .A .R . dans la séance du 17 avril 1942

1. M. D. P o m p e i u 1) a posé le problème de la détermination 
des fonctions continues F  (x) et / (x), satisfaisant à l’équation fonc­
tionnelle

et a montré que les solutions de cette équation sont données par les

f (x)=a ch Qx+bsh Qx g(x )=a 'ch  0Æ+£>'sh 0x

*) D. P o m p e i u .  Sur une équation fonctionnelle qui s’introduit dans ufl 
problème de moyenne (C. R. de 1’Academie des Sciences de Paris, t. 190, 
1930 p. 1107).

2) Th. A n g h e l u t z a .  Sur u n e  équation fonctionnelle (C. R . de l’Aca- 
démie des Sciences de Paris, t. 194, 1932, p. 420).

(1) <\ F(x )f(x )dx  =  F ( ? - ^ ) [ bHx) dx,

quelles que soient les valeurs de a et b.
M. Th. A n g h e 1 u t z a 2), en posant

a écrit l’équaàon (1), sous la forme

b
f (x) dx

(2)
>a
b

g (x) dx
ia

formules

/ (x )=a x +_b

(3) f (x)=a cos 0a; +bsm Qx

g (x)=a'x+b' 

g (x)=a' cos Qx+b' sin 0x
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où a, b, a\ b', 0 sont des constantes arbitraires.
Dans cette note, nous allons faire une application de l’équation 

fonctionnelle (2).
2. Démontrons d’abord, que l’intégration de l’équation fonc­

tionnelle

î f (x) dx(4) Y f(a) + f(b)

g (a) + g  (b)

qui doit être satisfaite quelles que soient les valeurs de a et b, se 
ramène à l’équation fonctionnelle (2).

En effet, en posant

a =  X —  h , 6 — X + A,

on peut écrire l’équation fonctionnelle (4) sous la forme

/ (X+fe) + / (X —  h )_g (X + h) + g (X — h),

fX+h _  fX+h

ou bien.

fX+h fX+n
\ f (x) dx \ g (x) dx
J\— h J \ — h

£[,oC / <iMx]“£[|ogn s(iH ’
ce qui montre que le rapport des intégrales 

fX+h fX+h
y f (x) dx ; y g (x) dx,
Jx-fc Jx-fc

ne dépend pas de h. Nous avons donc 

rx+ft
V / (x) dx
Jx-ft________ __ / (X —  h) + f (X + h) _  ^

Jx-h

En faisant h tendre vers zéro dans cette équation, les fonctions 
/ (x) et g (x) étant continues, on trouve

<D (x) =  , 
g W
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ce qui prouve que l’intégration de l’équation fonctionnelle (4) a été 
ramenée à l’équation fonctionnelle (2). ►

L’équation fonctionelle (4) a donc pour solutions, les fonctions 
données par les formules (3).

Remarque. L ’intégration de l’équation fonctionnelle

fÇk —  h) +  /(X +  h) =  f (X)

g(X  — h) + g ( X  -f h) g (X)

a été faite par M. Th. A n g h e l u t z a 2), qui a donné les solu­
tions (3).

3. Considérons dans le plan xoy, une courbe (C) représentée par 
les équations paramétriques

x =  f(u) , y =  g(u) ,

où l’on suppose que les fonctions / (u) et g (u) sont continues et ont 
des dérivées premières continues. Désignons par M, A, B les points 
de la courbe qui correspondent aux valeurs X, X —  h et X + h du 
paramètre. En général, Vaire du segment de courbe AB, comprise entre 
l’arc de courbe AB et la corde AB, dépend de X et de h.

Nous allons démontrer que les seules courbes pour lesquelles faire 
du segment de courbe AB , ne dépend pas de X, sont les coniques. 

L’aire S du segment de courbe AB, est donnée par la formule

x b  1
y d x-- — (xb — xA) (yB + yA),

*a 2

on bien, en introduisant les fonctions f (u) et (g (u)

• 5 = ^  ë (u) /'(«) du-- ^-[/ (X+A)—f (X—h)][g (X+A) +g (X—h)].

Nous aurons l’équation fonctionnelle du problème en écrivant 
que la dérivée de S par rapport à X est nulle, ce qui donne l’équation

/' (X 4- h) 4- /' (X —  h )_ f (X -|- h) — f (X —  h)

g' (X +  h) +  g' (X — A) g (X + h) — g (X — h)

qui doit être satisfaite quelles que soient les valeurs de X et h.
En posant

/ ' (*) =  F ( x )  , g' (*) =  G  (x ),
on peut écrire l’équation fonctionnelle (5) sous la forme 

fX+h
\ F  (x) dx

h___________ F  (X + h) + F  (X —  h) 

G ((X + h) + G  (X— h) ’

- l

\ ( 
JX-h

G (x) dx

qui est identique à l’équation fonctionnelle (4).
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Il résulte que la solution de notre problème est donnée par les 
formules

x = a  ch ftu+bsh 0w+c y=a ' ch Qu+b'sh 0m +c',

où a, b, c, a', b’, c’, 0 sont des constantes.
Les courbes représentées par les équations (5) sont les coniques. 
4) Si nous reprenons le problème du no. 3 en supposant que la 

courbe f (x) est donnée par une équation de la forme

où f {x) est une fonction continue ayant une dérivée continue, on 
est conduit à l’équation fonctionnelle de M. D P o m p e i u 2).

x = a  u2 +b tt+c 

(7) x= a  cos 0îi+& sin 0«+c

y = a ’ uz+b' u+c' 

y=a ' cos Qu+b' sin 0«+c'

y =  f (*),


