3@1‘ les - valeurs MM, correspondantes. £’ sera déterminé par la condition
pgullenﬂ; ?Vlh' a le plu;s petit possible. 11 suffit done d’un nombre fini d’essais

* arriver au polyndéme de i ! /et & M g st
pou polynome de Tchebichef de E, et & M,, lorsque ¥ est

Remarquons y y ¢ i
e fonc’(ions{ i l, pog; cou_cl_me', que les polynomes de Tchebichef sont
o tios ensemble qui jouissent de la continuité dans un sens tres
FLI_'%,e,‘ par rapport & cet ensemble : il suftit que Pécart de deux ensembles
B(;lu L;le.s :][)ef.-lt ‘1?0111‘ ue _l.em's polynémes de Tehebichef différent de tres
,11; C.'L fwrilte’-m e.s1: pas ainsi pour d’autres fonctions d’ensemble, telles que
- capacité, par exemple ; en approchant H par une suite Z, d’ensembles
lﬁus, la capacité ¢(E) n’est pas égale 3 lim o(k,), car on a ¢ (#,) = 0 pour
. % - s =

(? gque v, tandis que 1’01'1 peut avoir ¢(F) > 0. Mais on a (d’apres Fekete)
;,( .) = hmq(Dv’), les \])._, ¢tant une suite de domaines emboités dont 1'in-
.e}lsec‘bmn se réduil & . C’OE;L 1% une continuité bien plug restreinte que
celle dont jouissent les polynomes de Tcehebichef.
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SUR LE CALCUL SYMBOLIQUE DE CAYLEY-ARONHOLD-
CLEBSCH DANS LA THEORIE DES INVARIANTS

(Malhématica, XXT (1945), 59 -109)

Reew le 15 avril r94s

La recherche des invariants, covariants et contrevariants des for-
mes algébriques conduisit Cayley P & une méthode symbolique qui permet
d’obtenir, quels que soient le degré et le nombre de variables de la forme
tous les invariants, covariants et confrevariants qu’elle posséde. Cette
méthode raméne le calenl en question & une multiplication de détermi-
nants et ceci explique le terme de « hyperdéterminants » que Cayley em-
ployait pour désigner les invariants. Aronhold et Clebsch qui reprirent
cette méthode symbolique, se servirent de I'expression

(a4 aamwy + o5 iy )"

pour désigner symboliquement une forme de degré » & N vari-
ables @, ..., @y. Les compléments qu'ils apportérent aux remarques
de Cayley conduisirent & un ensemble de regles trés utiles guand il 8’agit
d’écrire effectivement les invariants d'une forme donnée, et ces regles
permirent ensuite de pousger trés loin Pétude des formations invariantes,
surtout dans le cas des formes binaires.

Nous croyons utile d’indiquer ici une méthode reposant sur I'em-
ploi de la variable complexe, qui permet de retrouver d’'une maniére plus
directo et trés élémentaire le caleul symboligue en question, et qui montre
de plus qu'il existe une intégrale complexe qui établit une correspondance

L A veg R = P
entre invariants et produits de déterminants, tandis que tous les autres
concomitants sont ainsi mis en correspondance directe avec les symboles
qui les représentent.

De plus, cette méthode « intégrale » permeb d’obtenir, par des trans-
formations trés élémentaires, des relations enfre les concomitants d’une
forme et ceux d’un systéme de formes déduites de la premiere par déri-
vation. ¢’est 13 une opération que 1'on peut employer trés avantageuse-
ment quand il s’agit de «fractionner» le calcul d'un invariant; on sait,
en effet, que expression des invariants se présente sous une forme tres
compliquée dés que le degré de la forme dépasse 5 pour les formes binai-
reg, et 3 pour les formes ternaires.

Afin de donner tout de suite une idée du procédé que nous voulons
indiquer, prenons le cas d'une forme binaire quadratique

® = Aa® | 2Bxy + Cy?

1) Voir par ex. Salmon, Algébre supérieure.
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d(lﬂt nous nous pl‘()|)0‘¥Uh‘llh ‘I Le e nvar | ( I $ 3 i
i g . ¥ 3 e ('rll('lll 3 i I 1 aria e (] [ i 3
» Srv el : & = {’ 11al unﬂb que i'or

i 2
D —(- ) SS Up, Ofpa + gy)*dpdg.

27
et ('___1_)2 \ 4o, ptapdg, B — 1)
g y Q)p*dpdq, B = (;ﬂ;) SS Up, ¢prdpdy,

U = —1 ; 2, g
- (zmr) SS U(p, g)g*dpdg

en prenant

1 3 e
b(e, y) = == (A L. 8 B i3 1Y .
ay \z?  ay  y?

Les lettres | Ssig ; i
ses lettres p et ¢ désignent des variables complexes, et les intéorales
sont prises le long de contours fermé il
e L % ! ours fermés, chacun entourant une fois I'origine
il o U U d AT A 11e 1 111 N

€ ma:nue d’écrire @ justifie sa correspondance avec Pexpression
(2 4 qy)?, employée par Aronhold.

[ . .
Si I'on applique maintenant la transformation

T = a¥ - b a b

¥ = eof -+ dj i

& @, on trouve une nouvelle forme ® en #. j

b A= % == ) 1 7l
& — A | 25 4 O (—97) SS WP, O)(ap-Feq)-+-(bp-+dg)lapdg.

x 13
4 = { ) SS U2, @) (ap + eq)dp dg

Tl
A 048
ou, en posant § = ap + cq, § = bp | dg

4 1\2(( ok L
; g (5;1) SSW, 0\p*dpdg, B— (51—_) SS Up, q) FTdpd,

Tl

1\2((
- (55) §§ Wp, @) g*dpdg,

414

T

ce qui revient & dire que l'on forme A, B, 3 partir de (1) en appliquant
dans chaque intégrale double la transformation transposée de (2) & p
et g, mais seulement dans le facteur qui accompagne (p, g), sans appli-
quer cette transformation ni & $(p ¢q) ni & I’élément différentiel dpdg.
Proposons-nous maintenant de former un invariant, c’est-a-dire une fone-
tion homogéne F(4, B, C) telle que F(4, B, ) = A*F(4, B, C). Le nom-
bre p sera le poids de l'invariant, et nous désignerons par m son degré
par rapport aux coefficients de la forme. Prenons, afin de simplifier,
m = 2, ce qui correspond & I'invariant trés connu A — B2 On a

- 11 V([ g 2 ; :
@ 40— B~ ) SSSS Wy 1)y )| 0 l Ap,d,0p s

2 242

| 2

Or, on obtient

P P (1) SSSS W1, 00) Wbz €)X

|12

ap, + cgy, bp, + dg
ap, - ¢4y, bPs - A,

o

dp,dg,dpdgs = AXAC — B?)

d’aprés la régle déja indiquée qui permet de déduire A, B, C de 4,B,0.
On voit que la forme (3) donnée & I'invariant permet de se rendre compte
immédiatement qu'il possede, en effet ce caractere, et d’obtenir en méme
temps son poids p.

Or, ce résultat s'étend sans exception & toute forme, de degré quel-
congue, % un nombre quelconque de variables. Cette méthode s’étend aun
caleul des covarviants et contrevariants, des concomitants simultanés
de plusieurs formes, des combinants, et probablement 4 toutes les géné-
ralisations déjd données de ces notions. En effet, ’essentiel, dans la for-
mule (3), consiste dans le fait que le noyau de cetle intégrale (nous appe-
lons noyau d’une telle intégrale la fonetion qui accompagne Upy, )
U(pyy s) st un déterminant formé avec les couples p., ¢.; Pi, G1; apres
application de la transformation (2), ceci permet de retrouver l'expression
initiale multiplée par une puissance de A. D'une maniére générale, il
en sera toujours ainsi lorsque, invariant étant de degré m, Nous aurons
une intégrale multiple d’ordre 2 m & m couples de variables d’intégration
Pee, -« -y Py Gm- 11 sera néeessaire et suffisant, pour que b

1 2m
) (2_71;) SL!)(’PIJQJ‘[J(PZ, 0a) « - - Y(Duny @ )F( D1y Q13 P2y 2y - - <1 Py @n)dp; - . -dm

2m
représente un invariant, que
Glap, + g, bpy + Ay, aps + ¢dsy bPy + dfe, - oo

<oy @Pu + Cfiny bp,,, + dq?ﬂ) == AHG(pU (h: ot ';pm, qm)f

1) Nous désignons une intégrale multiple d'ordre k en nous servant d'unscul signe inté-
gral muni de Pindice inférieur k.
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Or, en dérivant cette identité bar rapport & a, b, ¢, d et en y faisant

G=d=1,b=c=0, on g le systéme complet,

G a6t a6 ,
B e Pl s ungrh B o
Py P P
G oG 90
@ 7;(_ + 4, ,LG‘ S I ic--{L =0
Py Py b
T 4t 6
M if i ])3‘,! + e+ P = = {}
o gy o
a6 a6 6
h—+ ¢, = = Ao Ay fr = ¥
“h 9y G

L’intégration de ce systéme se fait facile
exemple par la seconde équation, et montre que G sera nécessairement
une fonction homogeéne deg déterminants p,q; — Py qui sont au nombre
de (7. 11 est done nécessaire ot sulfisant que

tent, en commencant par

, Ly [ q [ i
(-'(pll glﬂ"'yj)m;q:.u}:]{ (1]] QII’I}-)L 11 A% s ! 1 4 1 \II-
(P2 Qs | py e

: A
| P [/ !

I étant une fonetion homogéne. 11 est naturel de prendre pour # une
fonetion aussi simple que possible, quand on voudra calculer les inva-
riants en partant 3 briori d’expressions telles que (4). Mais de pareilles
expressions pourront étre identiguement, nulles, done sans intérét, et il
devient nécessaire d’avoir un moyen pour éviter ce cas.

Prenons encore Pexemple de la cubique binaire

i1l

1y 1 )®
A = (—‘)‘1-) gg Y(p, g)p*dp dg, B = ( ) SS ¢pq dp dg,
LT

2
(D = AJ{,‘3 _J‘ SB;I?L’.E/ + 3(,!.’,11!/2 "r_ -D.qg =— (511_) SS L‘b(j)’ ()(pa’; + q!/)ﬁdp dj-
%

i
12 {12
¢ :( o Ypg*dpdg, D = { ~— S dgdp dg
~o \ 2ni \\2xi |
avec

(nb(:‘("r i’f) =
LY\

1{A B, C .D)

216

Tetronvons invariant
AN SBAUG Cr
0. Ay BBEG
B 20 D O
A S

T el e LAY — Dy —
qui est de degré 4 et de poids 6. Nous aurons, en posaut (7, j) = P,
il f ) ] .
?}jQz-

7 2,3 ) ]dpy ... dg,.
1= (2 Y Q40P e g 11,20,01,8),01,4),(2,3),(2,4),(8, 010y .. day
i :

Prenons L

H o= (1,20 (1, 3 (1, 4) (2,3 (2,4)* (3,4)
les nombres o, B, ¥, %, u, v étant entiers positifs. Or, remarquons que
es bres o, 8, ¥, 2, |
toute intégrale

SS Y(p, q) P'¢dp dg

v 1 4 g Loy 5 Y At Ao 1- "W y't-l'f- q 1'< 0
t} 1£ IU 'S ]11(, L ‘) 7 Oj ‘i. Lt .} btl(‘l]lt fl(-. MTLEeLs 1)0' 1t1ls ou

est nu ; -(__ : g + I I 5 € 1S S b 11s. 1
de‘]ﬂj (_]U“( RJ‘()]]'? }‘l\l“] qll(‘ [ e SOIU “”lJ

R e
e+ B+yvy=3 atrtu=3 B+tArAtyv=8 vitutv

' ‘dsout sans peine ce systéme
On rebronve ainsi les procédés de Cayley. On résout sans pelne ce sy
il ab ¥ L s )
et 'on a

T — = N =3 — u — v
a=v, = v=29 - vy < f

itraives. On a done les deux solutions
les enticrs p et v restant arbitraives. On a done les deux s

e =1 —
a=38, B=0 vy=0 r=0, p=0, v=2a

donnant les invariants

r—( 1)5 W @) 4Py @) (0 DXL 3) (2, 4) (B, D% g

Iri
8

2l

Lim i)s Yp @)+ - Hper (1, 2)%3, )3dp, . dg,.

g1t
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B : T . { A
au de " suivant les puissances des i, Qi et
b

Aot
i _.)*. 4’(1’/:, (]A-)]J?Adp;-(lg'ﬁ- ete.

11 suftit de développel' le noy
d’appliquer ; z ¢%; que Pon peul former avee les m triplels ; il sera avantageux de ré-
duire H i un monome, donc & un produit de tels déterminants. De plus,
afin que I, ne soit identiqguement nul, il est nécessaire que les lettres de
chaque triplet pi, q, 1, © = 1,2,...,m, figurent dans trois déterminants
du produit et daus trois seulement. I sera donc du degré 3m par rapport
aux lettres p, ¢, r, et du degré m par rapport aux déterminants (ij k). Le
poids de I,, est done p = m. Bn développant ce produit de déterminants,

7l

pour obtenir

I’ _ . ) 208 . 1 Pya - E i
2(A%D B0 - 4AC | 4DBY — 6ABC D) — _ o1 chague terme de la somme obtenue sera un produit de la forme
Quant & 1", il es i : : G
‘ s el est nul ‘ A : —_— CPHRe S A DA T )
o n’exi;te e Ildelflllhqm,}uent,‘ ce qui s'accorde avec le fait PLOUTT - Pgats . - - PuaGalm
C QUL ntexisie, re [, auncun invariant de deord - aché 3
cuhic 2ite. POt voir. din : o de degre 4 attaché 4 la ;
quer ]7:;(;(})111.’1311(-‘. x ?1111\ o dir ectement que 1" est nul 71] \‘Ilffl(.t f_(lé l'{(il]? ”lja =
2 que 'on peut changer la notation ik Ly 1L SULLIG de remar- ,
y ool I zer l: otation des vari: I E B - N ) M bt L ER dstdre 2N = N — .
eerivant po, q; a la place de p,, ¢, ¢ ariables @’intégration’ en % il De prex T A e

t réciproquement. On a aingi
. 1 48 I7intégrale d’ordre 3m se décompose en un produit d’intt",;___v;ra.lless triples
1" =1 (—) S:,b(pg, T) U Pry @)U Py q3) U )2, 1)3(: . ] que 'on peut remplacer par 1{93 coefficients 4, B, etc. de la forme, en
2wi ) w45 Pay )2, 1)%(3, 4)%p, . . .dg,, employant les expressions intégrales de ces coefficients. On voit done

) que lemploi de l'intégrale n’a rien d’essentiel dans tout celd, ce n’est
qu'un instrument de passage des produits de déterminants de Cayley aux
Frobe, P8 a6 T g invariants I, de la forme. On peut donc su pp}'in_ml’ le signe intégral, ainsi
Py ’ que les fonetions ¢ dans Pexpression de 7, et éerive par exemple
A U Ples que nous venon

la méthode. L’application & des ca
difficultés de caleul. el

8 d‘ei\'posq.r coutiennent Dessentiel de
i :S\ n’i(u.nsl Hn,npl_es he conduit qu'd des I, = (123) (234) (341) (412)

encore le cas d’une cubique ternaire
les 12 intéerations élant sous-entendues. Le calcul effectif de 1, revient
A la multiplication des 4 déterminants, suivie de la substitution de 4 &
tout produit p?, de B A tout pig ete. (Mest le principe méme du symbo-
lisme cayléen, et nous croyons que cette méthode d’exposition est plus

© = A2® 4 3Ba%y | 30wy? - Dy? + 3B + 6Fayz + 3Gyt -+
+ 3Hr® 4+ 3K yzt 4 23 ‘

- ( (-\~I- T fee, Bioga B o o3

. P i SRR
ot Cwty o wy? R

0 o~

e
ryz  y'z

Sy
b — 2L e v Lo
(21:1' ) \ Up, ¢, 7) (pa -+ qy + re)*dp dg dr,

3

27i

1 N\ap
A = — Noad Yo o : 73" L e
(zni) Swj’ b Ll ( ) \ ¥p, 0, 1)p*qdpdgdr ete.
3

On a de méme

2ri

(P G o

] Sm
I = (—) S (J e Ll \ |
‘ HL' Pis @y 1)' L ‘Tj(p"'? e "m)ﬂ f}'—'} q t]ﬂ[ oo it

Im

. o ;
Convenons de représenter par (i jk)

t]'}.pletﬂ Piy iy Ty Piy (]i, Ty P q.'.‘, 5.
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Le noyau H de cet i i

Py ” . / L J- de cet invari: ;

m sera une fonetion homogﬁne des déterminants ( nvariant
< W Le LB B

'pk q;- ¥ 1,
le déterminant formé avee los

et e degré
tJ k), an nombre de

direcle, car on évite ainsi le détour qui consiste & former d'abord un in-
variant simultané de deux formes distinctes du méme ordre et d’iden-
tifier ces deux formes aprés la formation de 'invariant.

Dans le cas général d’une forme de degré # & N variables, on aura

: ] N
@ :( - ) Snb{p“ Pay - oy PP F Pots + .. Dx'Ex) dp,dp,. . .dpy

| 2

qui conduit & écrire la forme

!
" " : ; : z
== P gl b gt SNyl g Ci sy = N,
i !1-31 1y ! e

tandisy que
1 ;
§ . . by —,

b = ————— Y. ot R e

Ly .- Ty

Le raizonnement déji employé montre qu'un invariant I, de degré

m g'exprime sous forme d’intégrale mN-uple dont le noyau est une fonc-
tion homogéne des (' déterminants (i 4y - .. iyx). Chaque indice ¢ devant
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figurer » fois dans les produits, le noyau sera du degré nm par ra ppord aux
. i : -
lettres p,, . . ., Py, done du degré — par rapport aux déterminante. Ce
. i1 0

4

1 nm : s : " - 1 ;
nombre y = i donne le poids de invariant. Si # et N sont premiers

entre eux, on a douc m = Nk, u = k, & étant un entier positif.
Tout ce qui suit pourrait élre traité dans ce cas général. Nous pré-

férons toutefois retourner aunx formes binaires et ternaires pour éviter

des complications d’éeriture bien inutiles, la généralisation & uy nombre
quelconque de variables étant immeédiate.

Les invariants simultanéds d’un systeme de formes peuvent étre
obtenus de la méme maniére. Prenons

LFx gliist)
®, — (J‘_.) SS Uy (pa - qy)2dpdg
el

1 2
O, = (q _.) Sg Yy (pa + qu)?dpdg.

Désignons par @, Dexpression @y(piq;), ete. Un invariant simul-
tané de @, et @, sera de la forme
2 3

P |

1 2m 1k .
IM % (‘)‘ ".’@.14"2. goar :\'bﬂ':"’\'b‘."}“lk‘!)&)‘- 2 = L.L’:x. m"T(" j)dp] s oatd l‘fi‘ff'..r;.

2

Cet invariant sera de degré i par rapport aux coefficients de @,, et
de degré m — 2 par rapport i ceux de ®,. Les tacteurs du produit = seront
choisis de maniére que les lettres de chaque doublet p;,,q,, 1 <4 < 2
figurent au carré, tandis que celles des doublets pour lesquels A -1 <
< t < m figurent au cube. En écrivant = sous la forme (12)* (13)° -
ceci conduira & la résolution d'un systéme diophantien, ce qui nous ra-
mene aux mdéthodes chassiques. 11 est inutile d’insister sur le cas de plu-
siemwrs formes, qui différe du précédent par la présence d’autant de fone-
tions ¢ différentes sous le signe intégral qui donne Ly lenr distribution
restant arbitraire.

Passons & la formation des covariants. La Hessienne, qui en est un
des plus remarquables, peut étre mise immédiatement sous formne inté-
grale, en remarquant que 1’on g pour une forme ternaire, par exemple,

D 1 \2
_f_ = (*—) l,b(p, Q” )-)'}?])(p‘(_x + qu _E‘ )',:.‘)”' 1(:]11}(]{[(-“,, Ehi

o 27
done .
j (b-"-"' t'h,r.u (l).'t'.“. [
(D:u' (])_”_,r D, | =
¢, Byt |

i G Pn

]_)9'13-3(-.'&;])”&‘l'flﬂg‘l"g Qa2 G5 gors | (P21 + @Y + @) (Pa®
27l e )
g FgPa Tafls T3

L Y i B Ly g
b iy ARy sy = e ) Y ¥aT

n.)n’lu

A ' ) i 1 ¢ Y1)t Hp, . . dry.
'(123)2(1’1‘1’+Q1"'1'Jr‘"15’)11_“)(])23"}‘5‘2?/*:*"2~) (Pa2+sy+75%) I
i ] i vy -+ rg on peut écrire, &
En employant la notation (i) = piw + ¢y + @ OW I :
un facteur numeérique pres
n_2

H = (123)2(1)"-2(2)" -¥3)" -2

i ‘0it d'une maniere
quivaut & la notation d’Aronhold et (‘-llel,)hch.iOu 3 (()15‘_(‘1;;;;1](1 ] c@t i
acobie » 3 formes ternaires est un covarant, et d
B s ( ¢sultat est général. Tout

qui ¢
analogue que le en de 3 e
méme pour N formes & N variables. Mais ce

autre covariant, écrit sous forme intégrale

Gy oo o P (Drsony T 5 B Y 2YADy - - o 10

conduit & poser

H(py, Ty, oy Tms T, ¥, 2) = A"H(py, Gay -3 Tws & Y ?)

&"ec ' e AT
2 = a® -+ by + &, p=ap+aq—+ @
T o' g==ubp+bq-+br

y=a'T 4 by + 7, q : [

= s T b O b 2" Mg
2= a''F L b+ ¢'E, F=uep+cqg+ e

port ' om obtient un

1in dérivant I’équation en I par rapport il a, f_, i ) de& 0(1116?6)1?(1“_1“‘(1]]“

: ui montre que wt une fonctio s dét nant;

syste 2 of, qui montre que H est une n, des o “ _

'(\}'?J{)Umte é::ng)lt{ntm%m pir + @iy + rz. En nous contentant d’un produit
vik) et des ¢ nes P o1 B
de telles expressions, nous aurons

c 3m i s S1/\S2 » Sm - 1 '
- (1) 84»1 o b K] (%(@) () edpy
2m
dm

K étant un produit de p déterminants; on a done

ALC _( 1 ) 35 By e b HEGRUDTE@T o () ndpy . A

2wl
am
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S I T R I T

Mais (i) = (4), donc

] 3m = e hY 24 Aile, S £
A — (_) S¢, o b EGTRDT2)™ ... (m)ndp, ... dr— O

27

BT

qui établit le caractére covariant de ¢ Il ne reste qu'a choisir & ef ey
exposants s,, ..., s, de maniére que chaque indice 4 figure dans le noyau
un nombre de fois égal an degré de la forme, ce qui conduit encore 4 un
systéme diophantien, & éliminer ensuite les expressions qui changent de
signe par permutation de denx indices, étant done identiquement nulles ;
parmi les covariants obtenus, il importe de choisir ceux qui sont les plus
simples et qui sont distinets, On obtient des covariants dépendant de
plusieurs triplets a, Yy 2 & m, L, ete. en prenant ci-dessus (1) —
=P+ @y + 1z (2) = pk 92 + 5 ¢, ete. d’une maniére quelcon-
que. Ainsi, les formes polaires de @ sont données par

1uyR fort ; :
W) = (;T’C ) S "rb([?; i, *)(pa 4 qy + rz)* (pE + qn + r'I_)"*’*dpdq(]r, Vi
= TC1
3

o 0
—l,.;,...,u—]_

Les covariants simultanés d’un systéme de formes seront donndés
par les mémes intégrales dans lesquelles les ¢, .. -y Y Ne seront plus les
mémes, certaines ’entre elles étant relatives & la premicre forme, d’au-
tres & la seconde, et ainsi de suite,

Un calcul analogue permet ( ‘exprimer les contrevariants sous une
forme analogue. Ce sont encore des formes en x, y, z qui se reproduisent,
multipliées par A* quand on remmplace 4, B, . .. par A, B, ... les varia-
bles 2, v, » étant contragrédientes cette fois, done soumises 3 la transfor-
mation transposée, que subissent aussi Py ¢, r. On voit, par des raisonne-
ments analogues aux précédents, que tout contrevariant est de 1a forme

2ri

1 1 Sm T !
¢ — ( ) g Yoo (15 k), (@, g B)1dp, ... dr,
Im

en posani

(2, g h) =
Pr Gy Py

Nous pouvons répéter pour les contrevariants tout ce ((ue nous
venons de remarquer relativement aux co variants & plusieurs triplets de
variables (contragrédientes cette fois) et aux covariants simultanés, IEn
admettant & la fois des triplets de variables cogrédientes et d’ utres con-
tragrédientes, on obtient les formes mixtes, dont le noyau dépend des
(5 k), (2,9 h) et (i) en méme temps.
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i sont des 1 jants simul-
Envisageons encore les combinants. Ce sont des m\{?nam:‘(: o
tanés relatifs & des formes de méme degrd, (IIF _]ouih‘.s?n}i I(wzﬁ(z £ }11301]],(,]—
PP ém i : i  transformation aire et
3 aire : quand on applique une trans : lre ;
supplémentaire : qu o ) s Doprbdnibiultiplidi e ne
¢ o lor ' invariant se reproduit
géne aux formes données, un te : e BEl ¢ maa s
T)(uiqu;noe du module de cette transformation. Les résultants sont de

combinants. Prenons le cas simple

GO = Ax? -+ 2Bay - Cy?, O = A'a® 4 2B'zy + C'y2

On a 7 Y
: B, 09 = 4 02_4|. B &L (,']ﬁ_
( b — _,A‘_l’ (}f AI _[j’ ’_I)” 0
— (1)8 e A(13) (24)[(14) (23) — (12) (34) I, .. . do
2l )
Posons )

O = A0 4 p®, O = D 4 p'O §=2hy — Ny

’ i A - P i P 3 R 1] R -_I'
On obtient ¢ et ¢’ par la méme transformation et pour avol

ulti J ' § sous Dintégrale ci-dessus.

R(®, @) il suffit de remplacer les  par des ¢ mu.ﬂ;tl mELgeIL?lge;;];ligant

Mais il est avantageux de faire cette opération par ¢ T‘lrpe : Sl oy

V U 0! o 1Tectuallt d
d’abord ¢, et ¢, par ¢; et g, sans toucher & ¢, et ¢5. En % L?n— "
. T : o T ant
produit 1‘1inté0'1'arle se décompose en 4 intégrales correspondant :

& =

r’ / ' ( r - ’ Tn I.
PRIV UM UM H!*"M%%%a pA Qe b, AR RV

i inté N1 "R(D, O t{ la  troisieme —

Fary EITES (e RS M; li;((l ,fmli )ent(jl'e t-‘u‘: les indices

' ¢ ‘on voit en y changes ‘ ux les _

— uA'R(®, ©'), ce que I'on y ¢ rey S Mg Mo

1 et 3. L(ra. seconde intégrale est rmlle_,f 'Cmt on p&l};d\]; (;ﬁ?en]bee ml) P oSS

i : P o oe (e signification, ta 5 3 ) HAREE

T ik 4}1?2%% Lh? nl:,e(?lf'l‘[ﬁ{‘me 1'111'ég',1‘a-]e On n’a pas eu affaire,
de signe. De méme pou EronB <l

'uxqu_’ici aux indices 2 et 4. En remplacant maintenant ¢, et %ﬁp'ﬁ Yy

. S R 1 ] 11 ? 01 M M) =

; b sut répéter ce que 'on vient de dire, et ’on voit que st , ®) :

o D 0 dame. : ; inant. D'une maniére générale, pou

= 32R(®, ®’), done R est un combinant.

deux formes binaires d’ordre n

O — ( : )4,”\ G- U1 bon L [(1 7)1 dpy - - - AGgn
T \2xi

4m
' 3 successives. On voit ainsi
on powrra refaire ce raisonnement, en m étapes 511((.9.&1\; : ?.()ave(‘ s
que H doit changer de signe chaque fois que I'on permute 1+ avec
Daone Sl
. L) 4 9
H=@0,m-+1)(2,m 4+ 2) ... (m, 2m)I[(1])]

A 3
i i éne des (1] i reste inaltérée par les mémes
K étant une fonetion homogene des (:.j)_ qui reste inal 'Id' Gy
= i 5 conditions i expriment que chaque indice fig
permutations. Les conditions qul expriimei
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foig (:[:LIJS H donnent un systéme diophantien dont la discussion permet
de déterminer tous les combinants. Le cas de plus de deux formes & un
nombr_e quelconque de variables peut étre traité d'une maniére analogue.

Mais notre méthode nous permet de ramener le caleul des r-.oncc;mi—
tants d'une forme a ceux d'un systéme de formes de degrés moindres
lorsque certaines conditions sont satisfaites. Prenons une forne b]lllﬂil:(;

2

1 2
O = (—) S b (pr 4 qu)"dpdy.
i 2mi

]

Un invariant de degré m s’éerit

2wl

J 1 2m
i ( ) Swpg o aTI(E)dpy . .. dg.
/

2m

On a d’ailleurs

iq){?—i_ '?L’J(})'J 1;7][ 2 1 w1 .
& oga W d b LA AR e W e+ o) dnda,

_]'_(p’ ‘i bl n-1 1 7
y = 7.9 (pz+ qy)"dpdg = :*S = (px - qy)' -t dp dg

i 27 2ri

en posant ¢ = p¢, © = qu.

Supposons m = 2«, « > 1. Admettons que l'on peut extraive du
noyamu [I(4j) des facteurs (ij) en nombre « et tels (que chaque indice de
L & m figure une fois et une seule dans le produit de ces facleurs; nous
dirons alors que le noyan admet un divisewr lindaire. Désignons ])a;' (1))
ce produit et par I,(¢j) le produit des facteurs restants, de maniére que
IT = oll;. Remplagons 1T par wll, dans Pexpression intégrale de 1’in-
variant [,, et développons le produit o(if). Nous aurons une somme de
termes que 1'on peut éerire

1 2m
(iim) SM i

2m

- T,"“H](’Ij)(]_[)l s 'dqmi

1y T2y - -y tp Etant les nombres de 1 & m dans un certain ordre. Or c¢'est
I4 un invariant simultané des formes —“—(l)__,,, i3 ®,. Linvariant 7,, de ®
[

sera donc fune fonction rationnelle des invariants simultanés des deux
fo.rmes dérivées lorsque m est pair, le noyau admettant un diviseur liné-
aire.

Lorsque m est impair, ou lorsque le noyau n’admet pas de diviseur
linéaire, on pourra encore choisirv o(ij) de maniére que tous les indices
figurent une seule fois dans ce produit, & l'exception de certains d’entre
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eux qui figurent 2 fois, ou plus de 2 fois. Or,

1 B (i—) SS Po-(pa 4 qy)* *dpdg,

n(n — 1) 27l

2

f- 1 32
g () #1b- (p2 + g7 tdpdy,
n — 1) 2r

. 2
S SRAL O, = (1—) SS q¥. (pe 4 qu)"* dpdg

et l'on voit que, en remplacant encore Il par o H; dans I, et en déve-
loppant  on a une somme d’intégrales qui sont des invariants simultanés
du systéeme @;, @}, @7, @, O,...

Aingi, le ealeul de certaing invariants de degré pair sera plus aisé
dans le cas des formes binaires, mais dans tous les cas on sera ramené
4 des tormes de degré moindre. Le procédé pouvant ébre réitéré, on voit
que tout invariant de degré pair dont le noyau admet assez de diviseurs
linéaires est une fonetion rationnelle ef entitre des invariants simultanés
d'un systeme de formes quadratiques et linéaires.

La généralisation aux formes & N variables est facile. Dans le cas
des formes quartiques ternaires, nous avons vu que m =3k, p =45k
Les invariants dont les noyaux admettent des diviseurs linéaires seront
encore rationnels et entiers par rapport aux invariants simultanés de
by, @y D ou encore par rapport & ceux des 6 formes quadratiques
7, @, O, D, g, O, lorsque le noyau admet 2 diviseurs linéaires.
Ceux-ci s'expriment & leur tour en fonetion des invariants simultanés
des 10 formes ternaires linéaires @7, ete., lorsque le noyau admet 3 divi-
seurs linéaires. Pour une cubique quaternaire, on voit que m = 4k, p. = 3,
el les invariants dont les noyaux admettent un diviseur linéaire s’expri-
ment de méme, par scission du noyau, sous forme rationnelle et entiére
en fonetion des invariants simultanés du systéme de formes quadratiques
®, @, ©, o).

Mais le procéilé est appliguable, sans modification, aux covariants
eb contrevariants. La seission du noyau permet encore d’écrive certains
covariants en fonction rationnelle et entiére des covariants simultanés de
formes de moindre degré. Il en est de méme des contrevariants.

Invarviants affines des formes ternaires
Les recherches géométriques modernes ont accordé un intérét parti-
culier & un sous-groupe du groupe projectif, que l'on obtient en prenant
=00 = Qaac” =l dany
x=af +bf + ¢, y=0aT + 0 j+ % 2=a"T+ 0§+ "2
On distingue ainsi entre propriétés projectives et propriétés affines
d’'une méme configuration géométbrique, et il est important de le faire

dans le cas des variétés algébriques. On est ainsi conduit & la recherche
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des invariants affines d’une ou de plusieurs formes ternaires, el ce pro-
bleme peut étre traité par la méthode que nous venons d’indiquer. 11
1’y a rien &4 changer quant & la maniére q’écrire la forme @ gous forme
intégrale, et & D’expression de ses coefficients. Nlais les triplets p, g, r
subiront cette fois la transformation =

7 =ap + ay,

g =bp -+ by, A=

F=op+¢q+r

: On est conduit & poser la condition suivante pour le noyau d'un
invariant affine y

H(ap + a'q, bp +b'q, ep +e'q + 7, ...) = AFEPs s T o)

En dérivant par rapport a a, a’, b, b', ¢, ¢’ et en faisant @ — o’ — 1,
[ b of o PRI WO QL 3 ) 5
a’ = b=c¢=¢ =0, on a un systéme complet quil montre que f doit
étre de la forme

H = H[(ij k), (gh)]

avec (gh) = p,qn — q,pn- Les conditions supplémentaires relatives au de-
gré de ces expressions par rapport & chague indice, et relatives 2 son
comportement quand on permute ces indices, se maintiennent inchangées.
E_n y ajoutant les expressions ('L), (2, gh), (2, ), on forme des «covariants
el contrevariants affines», qui joueront un role dans la classification des
propriétés affines des courbes algébriques. Signalons, par exemple la
« Hessienne affine » d’une courbe plane 3

" "
(D'l?:l' (I).'ry

rr e
yz (D vy

_ n¥Hn — 1)*
R g

1 6
( ﬂ.) S b a(12)A1) (2" 2, .. .dr,
2ri

dont le degré est 2m — 4,

: 11 est c}a,ir que les invariants projectifs d'une forme seront des fone-
tlons, non nécessairement rationnelles, des invariants affines de la méme
forme. On doit s’attendre & l'existence de certaines « syzygies » Treliant
ces deux sortes d’invariants. La méme remarque s’appliqﬁe aux conco-
mitants de tout sous-groupe du groupe projetif. On peut voir ici un autre
principe de fractionnement du calcul, en se proposant d’exprimer les
concomitants projectifs en fonction des concomitants relatifs aux sons-
-groupes du groupe projectif. Mais 1’expression des premiers en fonction
des seconds ne sera rationnelle cette fois, et ceci est da au fait que le
groupe projetif ne posséde pas de sous-groupe invariant différent de
Punité b, Dans la recherche des syzygies en question on peut, toutefois
appliquer avec profit la méthode de scission du noyadu. : :

1) Voir 8. Qie Theoric der Transformationsgruppen, I, 111.
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DESPRE VALENTA DOMENIILOR RIEMANNIENE

(Lueririle sesiunii generale stiing, iunie 1950 Bucuresti
Iid. Acad. R.P.R., 1951, (195—203)

Comunicare prezenleld in sedinfd din 3 iunie 1950

Se stie e dacd Z = f(2) este o funefie holomorfd intr-un domeniu
D, valorile luate de Z pentru z e D formeazi un domeniu A care poate
acoperi de mai multe ori unele regiuni ale planului (Z), si in acest caz
ge spune ci f(z) este multivalenti in domeniul D. Tste comod si consi-
deriim domeniul A ca fiind asternut pe o supratati Riemann, obtinuti
prin suprapunerea mai multor plane intre care se stabileste o comuni-
catie cu ajutorul unor tdieturi tacute de-a lungul unor curbe.

Yom numi domeniu riemannian (san cu multipli acoperire) un do-
meniu plan A, caracterizat prin proprietatea cii el acoperd de mai multe
ori anumite regiuni ale planului (Z£), tie e A se poate obtine, sau nu,
printr-o transformare Z = f(z) aplicatd unui domeniu D, cu simpli aco-
perire (univalent), din planul (z). Astfel, dacd un plan, conceput ca o
membrani elasticd, este indoit in formi de cutd, in sensul comun al
cuvintului, el devine un domeniu cu tripli acoperire in regiunea cutel
insd un astfel de demeniu nu se poate obfine aplicind unui domeniu cu
simpli acoperive o transformare Z = f(z), unde f(z) este o functie anali-
ticd. In adevir, suprafata Riemann a unei funcii analitice nu poate pre-
zenta astfel de cute . .

Itie A un domeniu riemannian, in acest sens generalizat, adicd un
domeniu cu acoperire multiplid. El se descompune in alte domenii, cu
simplé acoperire, in modul wmitor : S& notim cu A, cea mai mare mul-
time deschisd din (Z)care se giseste acoperiti o singurd datd de A, cu A,
cea mai mare mul{ime deschisid acoperiti de 2 ori de A, ete. Vo serie
simbolie :

A=08By + 2Ny + b nhe o

Daca multimea A, este vidd pentru n> p, insa A, = 0, vom spune
@ intregul p este ordinul de multivalenid, sau mai scurt, velenfe dome-
niului A. Dacii un punct e A, vom spune cit walenfa locald in T este .

Vom stabili aici unele relafii intre valenta p a unui domeniu A si
anumite constante metrice legate de acest domenin, enuntind 8i o con-
ditie necesari si suficientd pentru ca A sl aibd valenta p. Aceste rezul-
tate isi ghsesc aplicafii la caracterizarea functiilor amalitice univalente
sau multivalente intr-un domeniu. Asupra acestei aplicatii, vom reveni
intr-o- Notid ulterioari.

1) (. CaAlugdreanu Sur la struelure des transformations poneluelles du plan. Mathemalica
(Cluj), XV (1942), 68.
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