v

lar cele pitratice, rezultind din precedentele prin inlocuirea y =1,

Ymnllnln

g(.’ﬂ) = ) Z ["{m,ﬂl << oo,

ma=0 M n! m.n—=0

Am cercetat astfel de funcfionale piitratice in scopul de a obtine o
exprimare dp‘q(ﬂvsaj a Invariantilor de prelungire corespunziitori funetiei
analitice definitd de elementul ¥ as2", ca. formd piitraticd in raport cu
cocficien{ii taylorieni.

_Putem observa ci spatiile definite mai sus confin ca nigte cazuri
l)a,_ltlculs_a,re toate clasele cvasianalitice de funetii reale indefinit derivabile
intr-un interval. Avem deci mai sus gi forma generald a functionalei line-
are pentru fiecare clasi cvasianalitics, corespunzitoare definitiei normei

y a
| || = Sup lan] a
" g(n)
Sectia de Malematicd
a Filiclel Cluj ¢ Academiei R.P.R.
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OBSERVARI ASUPRA NORMELOR UNUI SPATIU VECTORIAL

(Bul. stiint., Sectiunca de $t. mat. si fiz., IV, 1 (1952), 69—73)

Comunicare prezenlald de AL, GHIKA, Membru corespondenl al Academiei R.P.R.
in sedinfa din 19 oclombrie 1951

84 notitm cu X un spatin vectorial oarecare si cu f(z), xe X, o
funclionald definitd in X. Se defineste continuitatea functionalei f numai
dupi ce spapiul X a fost normat, considerindu-se in el o functionald ||z ||
numibi normi, cu proprietitile :

1. [z]l €0, ||2]| =0 — 2= 0 (0 = elementul nul din X).
e 2 < el A ]l

3. ||| = |t] « l|l=]l, t real san complex.

(e}

Ins# chiar inainte de a inlroduce norma [|of, putem da o definifie a
conbinuitdtii intr-un sens mai larg, dupd cum a observat M. Fréchet [1].
Vom spune ci f(z) este continud radiol in z, e X, dacid oricum am alege
ye X, avem :

Hzo +cy) — flag) =0, ¢ = 0.

Aceastd continuitate este deci independentid de orice norma.

Dacd f(x) este coniinud in raport cu o normd ||z||, etv este continud 31
raddal. Tntr-adevir, prin ipotezi, din ||z — &, || — 0 rezultd f(@)— fla,) —
— 0. Atunci f{z, + =y) — f(z,) — 0 cind ¢ — 0, deoareco |[v, + ey — @y ||
= (ley|l = |e| - l¥]| — 0, aceasta oricare ar fi ye X.

Desigur, reciproca nu este adevirati, asa ineibt continuitatea defi-
nitd eu ajutorul unei norme restringe clasa functionalelor radial continue
din X la o subclasi a acesteia. Se pun atunci mai multe probleme :

Cite norme sint posibile intr-un spatiu vectorial gi cum se pob ele
construi? Ce efect are schimbarea normei asupra clasei functionalelor
continue din acel spatin?

In cele ce urmeazii vom face citeva observiri imediate, in legituri
cu aceste probleme.

1. Orice normd esle radial continud in X. Intr-adevir, |z, + cy| <
< lizoll + leyll, lizo + <y Il — llzoll < le|- Iyl de unde rezultatul.

2. Orice functionald subadilivd continud in originea 0, in raport cu
norma ||| este continud in tot spagiul X in raport cw aceeasi mormd. Intr-
adevir, seriind :

o' =a + (o' —2), fl#) <flo) +fla’ — @)
=0 +(@—a), fla) <fl@) +flw — 2,



—flz — ") < f(a) — fl@) < fla' — @).

Deoarece f(z) este continud in 0, din 2" — &l < ¢ rezulti
2l 2 - 4 ar iy & | o

_f(.cr,’ — @) < y(e), flw — ') < n(e), unde n(e) » 0 eind ¢ — 0. Deeci,
f(&') — f(x) — 0 eind |ja" — x| - 0.

Rezultd ci o functionald subaditivi care nu este continui in X
este in mod sigur discontinud gi in punctul 0.

3. 84 considerim acum, in spatiul vectorial X , normatb eu o primi
normi |[zf,, o a doua normé N(z). Privitd ca o functionali a spatiului
X, N(x) poate si fie sau nu continui in raport cu norma inifiald |z].

_ Peniru ca N(x) sd fie continud in rapert cu |z ||, este necesar 8i sufi-
ctent ca N(x) sd fie marginitd pe sfera-unitute ||lo|| = 1.

Condifia este necesari. Intr-adeviir, dacii ar exista girul £, € X,

" o 2 bl g

| Eall =1, N(Es) — oo, st notim @, = —" . Avem N(za) = Y N(E)

VN (E)
— 0, || & ]| = === —0, deci N(z) nu ar fi continuii in 0, contrar ipo-
, VN (&)
tezel.
._}on‘diigia, este suflicientd. Daci N(E) << M pentru orice ||E| =1,
atunei oricare ar fi girul @, =1 &, ||&.]| =1, t, > 0, avem N(x,)= . N(E,)

< Ml = M ||#a]; deci, N(@a) — 0 cind |jz.||— 0 si functionala subadi-
tivii N(z) continud in 0; deci, este continui peste tot in X,

4. Dacd norma N(z) este conlinud in raport cu norma inifiali ||« s
Junclionalele continue relativ la nornig N(x) sint continue si in raport e
norma inifield. Avem prin ipotezii N(z) < ¢/, eind ||2| < n(e'). Mai pre-
supunem :

1@y +h) — f(25)] < e pentru N(h) < 7(c).

Rezultdi de aici cil, luind (| k|| <<y, [4(e)], avem N(h) < wo(e) si [flzg +h) —
— fl@y)| << 3 deel, functionala f este continui si in raport cu norma ini-
tiald.

Prin schimbarea normei inifiale ||z| in N(z), continudi relativ la
norma initiald, nu obfinem deci o lidrgire a clasei functionalelor continue
din X, dar putem obtine o restringere a acestei clase. Dacil avem :

N(x) = 0 <« |lz| — 0,

rezultd cil cele douil norme gint echivalente in ceea ce priveste definitia
funetionalelor continue din X.

Deci, se poate obtine o lirgire a elasei functionalelor continue din
X numai dacé in locul normei [|«| introducem o normi N(z) discontinui
in raport cu ||@|. Deci, N(x) va fi discontinui in 6 gi aceasti discontinui-
tate nu se va manifesta radial, orice norm# fiind radial continui. Se pune
aici problema determiniirii clagelor de norme echivalente din X, precum
gi a claselor de functionale continue care le corespund. Acestea formeazi
o structurd in sensul lui G. Birkhoff [2], incadrindu-se in structura me-
tricelor posibile intr-un spatiu metrizabil.

246

5. Ca exemplu, si considerim spafiul ¢, format de functiile a(t),
continue pentru 0 < ¢ <1, normabt unyml Gl :

1

ol = (S | a1y dt)t-,, ey

Tati de aceastd normii iniiald, norma :

N(z) = m[ax | 2(1) |
fe[0,1]

este discontinuil, dupii cum se poate observa cu usurinfi considerind sirul
@a(t), unde :

il _ I i h R gy o1
T (fq) LAY =0 penteil -0 §3£?~; 81 -:2— -+ - <t £1,

1 1 3 3 y A 0 iy 1 ST «
funectia @.(t) variind linear in intervalele rimase. Intradevir, avem
| #a]l = 0, 2 — oo, insii N(x,) = 1. Se stie cii fatd de norma |||, expresia
generald a funclionalelor lineare continue din ¢ va fi:

1
l 1 1

floy = \ a(t) aft) dt, \ el < 0, — +— =1
P q
) 3]
gi atunci cind trecem la norma N(2), utilizatd cu_re]:&t in spatiul C, clasa
functionalelor lineare continue se lirgeste, cuprinzind functionalele de
forma mai generalil :

fla) = S a(t) dalt), VIat)] < oo.

tel0, 1]

Acest exemplu ne mai aratéi posibilitatea unei infinitéfi de norme,
distincte in acelagi spatiu vectorial, corespunzind alegerii numiirului

p < 1. Mai mult, putem cbserya ca

<0 1

Ny(a) = S (Slw(t)i” dz)%d@ (p)

0

este o normd in spatiul ¢, oricare ar fi funciia ¢(p), nedescregeﬁ,toarg i cu
variatie mirginitd in intervalul infinit de integrare. Aceastd proprietate
rezulty din observarea cii o combinatie lineari cu coeficienti pozitivi, de
functii subaditive, este tot o funcfie subaditivi. o &

in mod general, dach N (@), i = 1,2, ..., n sint norme ale spafiului
X, gi N(z) = ZANi(2), unde A; > 0, este o normi a spatiului X. De altfel,
pozitivitatea constantelor ) nu este o conditie necesara pentru subadi-

tivitatea acestel sume.
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_ 6. Relativ la, problema construirii diferitelor Dorme posibile fntr-nn
spatiu vectorial, se stie i ea revine la congtruetia corpurilor convexe din
X (Ascoli) [3], (Mazur) [4]. Dacil ||2| este o normd, multimea punctelor
v €X pentru care [z| =1, numitd sfers unitate din X, trebuie s fie
convexd in X, si admitd ca centru punctul 6 si si nu treacd prin acest
punct (ciiei [[6]] = 0). Aceste conditii gint necesare si suficiente pentin ca
lz]| séi tie o normi, ceea ce rezults cu usurin{d din axiomele normei.

Ne punem aici intrebarea, daci intr-un gpatiu vectorial X, existd
norme N(x), care si fie functionale analitice de &, in rensul Jui A, Taylor

k)

[6], astfel ineit sid existe diferentiala lui Gateaux :

Vi ) ) T W & o
lim Y@ A =y) — N(=)
520 N ==

== SUN(31)7 ?/t E-‘}:;

unde ¢ ia valori complexe. Obsgerviim cu usurintda cit :
Nici o mormd N(x) nu este analitici in punctul Q.
Tntr—adex'ér, I caz contrar, se stie ¢ N(@) ar admite dezvoltarea -

N(@w) = Ao +Ayz) + ... +Au(2) + ...,

unde A.(x) este o funetionali polinomiali omogeni de grad n. Am avea,
pentru ¢ > 0, N(lz) = A, + tdy(@) + ... +PAdu(2) + ... = IN(x), de
unde A4, =0, A, = 0 pentrn » > 2; deci N(w) = Ay(w). Avem insi
V(@) = N(—2); dec) 4y(@) = dy(—a) = —Ay(@), 51 dy(a) = 0, N(z) —

\ Originea 6 este deci un punct singular pentru orice normi analitics,
N(x). Vom putea insd construi norme analitice in ¥ — 0, prin dezvoltiri

: - i
N(z) = N(zy) + SN(2g;0 — To)+ ... _I_;-?_’- " N(wg; @

Do) 1 s

unde rimine ca termenii dezvoltirii si fie alest astfel incit toate axiomele

normel s fie verificate. O astfel de normi este aceea uzitatd in spatiul
1
1
L?. Se constatd cu ugurinti ef |a|| _(S [a(1) }?’dt)'f’ este o funcfionald anali-
1

tied de «, cu exceptia punctuluif, si avem 8, ||z ll= |l={|*—# S | [2=2qy.

(1}
De altfel, se gtie cil, in orice punct @, existd derivate la dreapta sila stinga
(Mazur) [4]; existd exemple de norme peste tot neanalitice in "X,
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SUR LA STRUCIURE DES CONDITIONS D’UNIVALENCE D’UNE

FONCTION HOLOMORPHE DANS UN (ERCLE

BULL. MATIL. de la Soc. Sci. Math. Phys. de la 1L, 1{49), 3 (1957), 251—-258

: icall : ¢8 3 feiens r ins. Ducarest, mai—juin 1956)
(Communication au Congrés des mathémaliciens rouwmdins. I ’ ¥

Le probléeme des fonctions 1miv;}1(;ntes' dans un (]folnﬁhi].le ‘L "EI‘DFEI’-I(:I“G
circulaire est, parmi les problémes spéeiaux cou(:e.rna-nt: les irlo?,ctlolm ali«?—
Iytigques, I'un de ceux qui ont suscité de nombreuses 1@\0].19,‘10’ res { s_i,usi LS
30 dernicres années. Ce probléme se pose de deux manicres ¢quivalentes,
en partant de 1'une ou Pautre des deﬂn-l‘uom suivantes : Stk i

I. Appelons S la clasze des fonctions ]'1(_)1()11101“1)11@‘_{3[. anivalentes
dans le cercle-unité, dont le développement est de la forme

?(#) = 18 4 g® 4 vn o G2

II. Appelons X Ia classe des fonetions holomorphes & 1 ‘extgrw#u‘ du
cercle-unité, en exceptant le point oo guiest un pole simple, tnivalentes
pour [z| > 1 et de la forme

On passe de § 4 Z, ou inverﬂmpent, par 1des tmnsfnrmaf}mjf »u}n—
ples, ce qui permel de se borner a 'étude de l'ﬂ’ll(‘. -de. ces deux ;J‘ 'L*TLH\
Les propriétés de ces fonctions, connues aujourd’hui, sont assez diverses
et assez nombreuses. . . 100 4

Nous voulons indiquer ici des considéi‘atlont:. qui onp permis d e(:rlu_e
les conditions nécessaires et sutfisantes que gowent V(‘-l‘l‘flel' les‘ ‘(‘.(‘)fo..l-
cients « pour gue f(z) appartienne a la ?.Iz?sse . Le pru])lqlpfa .c011'eap0111—
dant pour la classe § se rameéne au précédent, en posant par exemple

e ;
Le premier résultatb remarquable concernant les coefficients « d'une

- ’ B - o,y = ” y '
fonction de la classe X fut le théoréme de I'aire de L. Bieberbach (1919),

qui s'exprime par l'inégalité

(o5 ]

(1) Yodsl <L

noel
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