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ASUPRA UNEI PROBLEME DE PROPAGARE A CALDURII
DE

G. CALUGAREANU si FR. RADO

Comunicare prezenlald de MIRON NICOLESCU, membru corespondent al Academiei R.P.RR.,
in sedinla din 11 ianuarie 1954

1. In prezenta lucrare vor fi aritate cercetdrile care sint in legaturi
cu problema tehnicd a uzurii tevilor in cazanele eu aburi, ridicati de ing.
‘L. Németi. Asupra acestei probleme a mai apirut o lucrare cuacelagi
titla [1], in care s-a studiat cazul unui tub de lungime infinitd si s-a formulat
problema matematicii corespunzitoare peniru acest ¢az. In incercarea de a
o rezolva s-a ivit dificultatea rezolvirii unui sistem liniar infinit de o naturi
complicatd. In legiturd cu acest sistem a apirut Nota [2], care scoate in
evidentd unele proprictéti ale sistemului si aratd dificultitile de rezolvare.
In aceastd lucrare, problema matematica este formulatd pentru cazul tubului
limitat. O incercare, de alti naturd, in cazul tubului limitat [3] conduce de-
asemenea la rezolvarea unui sislem liniar infinit.

In Nota [1] problema s-a formulat #stfel: si se integreze ecuatia cu deri-
vate partiale ;

?u  Pu 1 du 0 (1
oyr a2 1+goy )

unde functia w=u(y,z) este regulatd in banda —e<<y<<z si care trebuie
sd satisfacd urmatoarele conditii la limitd

u .
— =YlU, peniru y= — ¢,
ay

au
ay
|yt
 lymz<o,

Aici e reprezintd un parametru fird dimensiuni, care ia valori mici. Conside-
rdm cazul tubului limitat. Banda infinitd se inlocuieste cu dreptunghiul

— e <l E

—l<z<lL

()

=1, pentru y = &,

in care v y+>y= = 0.

2, —c. 769
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Mentinind conditiile (2) pe Irontiera y=—ce s5i y=¢, ecuatia cu derivate
partiale (1) urmeazi sd se integreze cu conditiile la limita (2) si
du .
— =10, pentru z= 4L (3)
0z
Prin urmitoarca transformare:
2 T 2
y=—c¢'Y,z2=—¢'Z; g=—=c'; l=—¢&'8
TC T 2 i

si schimbind pe Y in gy, Z in z, & in e, sintem condusi la urmitoarea
ecuatie cu derivate particle
du ol o°u e ou _0

= . (4)
oy o0z 1+ eydy
si conditiile la  limitd
du ]
= gyl pentru y= ——
ay 2
u T
i— =g pentru §y = — 5
ay 2
dl
20 : pentru z= 4+ £.
oz

Datoritd feptului cd < la valori mici, este natural si cautiim solutia ecuva-
tiei (4) sub forma unei dezvoltdri dupa puterile lui e. Aceasti metodd se va
aplica imediat pentru un caz mai general, in care domeniul dreptunghiular
se finlocuieste cu un domeniu simplu conex mérginit, si ecuatia (4) cu una
mai generald. Cortinutul piezent«i lucrdri stebilesie w mwitosrea

Teorema, Iie D un domeniu plan mdrginil de o curbd analilicd inchisd.
Ecuajia cu derivale parfiale

et o o du
1+ ep (E) | Au+ e |qgEn= +r(En)—| =0 (6)
et )
cu condifia la limild
du
— =¢[A, (o) u +.B; (o)] (7)
dn

verificald de-a lungul fronlierei domeniului D, admile o selufie unicd de forma

u=1y (E.nq) =1 el (E,.:f]) + gylla (E!n) i (8)
penlru | e| <eo. Coeficienfii p (E,n), q (&m) si r (Eq) sint funclii mdrginile
inlegrabile in D, iar A, (c) si B, (o) sint funcl/ii mdrginite inlegrabile de-a un-
gul frontierei gi S A, (o) do=£0, integrala fiind luatd de-a lungul frontierei
domeniului .

2. Transformim domeniul D, situat in planul &7 in cercul unitate din
planul =z, y, punind

C=F+t=fE+ip=7@) (9)
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unde:f (z) esle o:Tunctie olomorfd si univalentd in cercul unitate € din planul
variabilei complexe z. Ecuatia cu derivate partiale (6) devine

) a ¢
[1 -+ sa(x,y)]Au+ = {b (.‘t:,y)J—I + c(.u,g,r)fE =] (10)
ox dy {
cu conditia la limitd, verificetd de-a lungul cercului unitate,
du
— =c[A (s)u | B(s)], (11)
dn

unde
a(x,y) =p (&n)
. .0k L O
b @) =q En) =+ 1 (Em)
Jx v

_r - on
() =rilen)—— ,) —
(@) =r (&) 52— (En) 3!

A (5) =4, (e) V(;’_;)g I (;2)3
B(s) = B, (o) V(a—) 4 (fi)
ox dx

punctele (&%) din domeniul D si (x,y) din cercul unitate se corespund gi Lot
astfel punctele definite de arcele o §i s pe frontierele 2cestor domenii. Ipotezele
asupra functiilor p (£,5) , ¢ (E0), r(&m) A, (o) §i B, (o) din enunful teoremei
riimin valabile pentru a (v,y), b (x,y), c(,y), A(s) si B(s).

3. Cautam o solutie a ecualici (10) de forma, :

w (@) =ty (1.9) + ety (TY) + .. A Puy (ny) + ... (12)

Inlocuind in ecuatiile (10) si (11) obtinem jn‘in identificare

- i
!
A= U, put | =0
dn
. ., ou an - du
A”J =T NA Uy 1 b = —0 *P £ ‘4(]' = “, i = "‘ Uﬂ —f— B
du ay dn
Aus - A b8 g e 0 fimy
= L fal it 2 S -l ‘1“] I.}V
e oy i L))
o= Ol 71— du
A”” 1 ﬂ'AH“ = it it | '*——:“4; 0 = i”n—l
da ay dn
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Problema ¢ste astfel transformati intr-un sir de probleme Neumann ‘pentru
ecuatia de tip .Poisson

‘ oy, oy,
; Au, = (aAu,, R %o ST B 1), (14)
ox oy
conditia la limitd fiind
du .
ﬁ = Alty, (15)

unde tn—1 se presupune determinat de conditiile analoge de un rang mai mu:

in eazul n=1, conditia la limitd (15) trebuie inlocuitid cu
du
—1 —Au, + B.
dn

Fie

Oa—t (2,]) = LSS (nAun_l el —— finct + e )f/(“L yi L) dedy (16)
(© o8 t

solulia ccuatici Poisson (14), cave este nuld pe cercul C, g(x.y; £49); reprezinta
aici functia Jui Green pentru cercul G. Punem

Uy, = w1 (,Y4) + Hy (T,4);
pentra Hy, (r,y) avem
: d
AH,=0 .§idﬂ?’::lnnﬁ1 pate Bl pe cercul G.
dn dn

Sintem condusi astfel 12 o problemi Neumann pentru ecuatia Jui I,aplam
in cazul cercului. Integiala este datd de formula Iui Dini

H,(x,5) = o (,4) + Cn,
dwy,_

: 1
an ()= ﬁS (Au,.q — %)lug R ds, . an
T X dn

unde C, este o constantd, iar R distanta panctului (2,7) la puuct:ul curent

de pe cerc.
Constanta C, se delermind scriind conditia necesard pentru ca .pmblema

lui Neumann relativd la H,yq (2,y) s fie posibild. Condilia este

Si&ﬂ@gq ]
.y dn .

S (A_uﬂ — Eiti,ﬁ) ds =0 :
- dn :

fnlocuind ;
Uy = On—1 + 6n + CGn (18)
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deducem,

1 \ dow

Cp —=—— i . Bl ) a) | ds. g

" SAd.s [dn it )] L)
c ¢

Am, stabilit deci urmétorul algoritm pentru calculul succesiv al functiilor
iy (2,y) din dezvoltarea seriei (12): presupunem cunoscut uu—g, calculdm
prin formula (16) funectia w,—y (2,y) si prin (17) calewlim o, (2,y) ; cu acestia
formim funclia

@n—1 (%) + oa (2,Y) = s (,4) — Ca, : (20)

care diferd de wu, (r, y) numai printr-o constantd. Utilizind (16) pulem
calcula w, (v, y), observind ci in (16) apar numai derivatele partiale ale func-
fiei u,, sau, ceea ce esle acelagi lueru, derivatele partiale ale functiei
iy (%, y)— C,. Formula (19) determini constanta C,. h '

4, Vom studia convergenta seriei (12), majerind functiile wuy (v, y).
Notam

SUR. | i} = U

— — ou .
sup | )1 — r2 ?Hé‘ =V,, sup|li —r‘i%; = Vo

sup | |1 —r2 Au, | =W,

unde r = Ja- 4 y? s supremum se ia in cereul € (domeniul inchis) . Functiile
afx, y), bz, y), c(x y) si A(s) fiind mirginite, avem /

la(@ | <L, by <L |exy) <L IA(S)IQM

pentru toate punctele din interiorul cereului G, si de pe cerc. Notdm mai de-
= parte

PR
] gcAds |

Majorind integrala dubld (i(i), ob{inem
L r ’ ; X, B :’1 K
lmu<h&H+mm+vmﬁ—%LLé&ﬂﬁwwm
2 ) l = (i& g ']0)

Pentru a calcula integrala dubléd din membrul doi, observam céd ea este solufia
ceuatiei lui Peisson

=TT

1
E——]
J1—r2
care se anuleazd pe contur si este regulatd in interiorul lui. Deoarece ¢ este
independent de argumentul ¢, transformind A in coordonate polare oblinem

5

Ap = —

dr?  dr Ji—7r r2
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de unde, tinind seama ci { este o funclie 1¢gulatd in origine, iar (1) =0,
2 d ——
2y _ =J1—r— 1,
dr

=1 —r:—log [t ===

J Aceasta Iiind o functie monotond de r in intervalul [0,1], isi atinge maxi-
mul pentru r=0

max ¢ =max || =1—-log2 =T <L
Din (21) rezultd

| Ot | L LT (Waa + Vaa + Viei)- L (22)
. e den_y o e T T ot 5
Pentru a ma]ma—l—deumm normal in formula (16)
dn 7
n— Lt R /{1
don—t —S\ (u A, g+ b thn—1 ¢ i @'didr,.
dn - 2w ) 2z dn Jdn

Notind algun*entul punctului (2, y) de pe cercul G cu 6, oblinem

dm"’—‘l ‘ "-<-. = (IVH—-] ‘i.— Vn—] ‘l“ Y‘]n—l) S K Vl i Od

dpdeo,
dn 27 1 4 p* —"9(05(@—@)9 s

2

1 Vi— et " pd 1 1— pt :
:)——SS I p dpde = \ [P g —R = s do =
{(,’I—{—T—chnaaf _011—9" 2 ) 1+ p* —2pcosa

ATC

— Si pde __
WVi—e

Observind ci integrala in raport cu o este egald cu 1,in virtutea formulei
lui Poisson, rezultd

(UII“ < L (‘Vrb—l 'I_ ‘fn 1 + Vn—d] (2%)

dn
Si trecem la majorarea lui g, (x, y). Utilizind formulele (17) §i (23),
avem

1
en| €L MUy + L(Wass + V,H+n_1)]§ llog R ds.
T

0
Vom arita |3 punctul 6 cd avem
1 2 0 )
F’:_—R Bog B e s # (1)
T o _ 3 )
Assdar pentiu g, avem

|O'n l ‘<F' I_-ZH-UH—I _I_ L (‘Vrb—l + Vn—l + V:rﬁl)] (25)
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‘\[a]ound constanta C,, dati de (19), se obtine utilizind (23) pentru indicele
n, apoi (22) si (23) ;
ICo| < N{L (W, + Vo + Vo) + M[L (T + ') (Wat +
4 Vos + Vo) + DaMUal)- e
Formula (18) ne dd, tinind seami de (22), (25) si (26),
U, & NL(Wa + Vi + Vo) + ML (MN + )Un +

. , 27
+ L (0 4+ T)(MN + 1) (Wi + Vi + Vaod). e

.
. : i . du _
Obtirem majordri pentru Vi §i Va calculind —2 si —". Tinind seama de (18),
dx ay
ayvel
fty bwyy | Oc, | 01, COut e 30", 28)

v o x| Ay cy ay

i n—1i n— I
COn_1 :j_ SS ((tAu,, o p Pt an, w o, 1)( q dE d
(€) 4

(s 2 dn . ) dx

L p a9

\é'—_(“rﬂgl + V,.;[ + "'1’171) SS -
()

Emu—l
27 l.’ 1.— pt

da

dodo.

ox

Vom ardta la punctul 6 cd avem

1_“ P |%
27:_,(0)1/1—9 oz

unde r* = a2 + y2 Tinind seama de simetrie, rezultatul se aplica si pentru
amﬂ—l

dp dp <)—f; 0= I L 4, (29)

s deci
ay
doap 1 0031 L
; A W V-
6";1:‘ 2y \l,"lfl( 1 w1 1)
(30)
Y% ! (Au,, i dop—1) 1 a_‘R_d s
ox w0y dn ) R ox
0 '
—G"; [MUnAI + L {“'7“71 !‘ n —1 + Vu— —"
dx
g 1 |oR =S EEad _ds:§2“ [reosb —cosol go
32, (x —E2+(y—mn)?2 - ) Ll+r2—2rcos(y —0)

Aplicind inegalitatea lui Buniakovski

[SZWI' [rcos 8 —cos @ | do ]2\<2n\'2"[ reos® —cos o ]2‘1(9
5 1+ 12 —2rcos (@ —8) , L1+ 72 —2rcos(p—0)
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si tinind seama de

I‘ reos 0 = cosg i (x —E)2 i | <
i+ —2rcos (¢ —B)] @@ @—EPFE—2F
& 1 ,
1 -+ 12— 2rcos (¢ —0)

oblinem

52" reos® —cos @ 'J2 - 2r 1 (7" (1 —r¥)dg 2=
i 41+ 2 —2rcas (¢ —0) b 1—r2 2 b 1+r2—2rcos(p—0) 1—r12

R_l_aR
Jo B

Gasiin in definitiv pentru derivatele parliale ale lui o,

: 27

b\_—vlTrz.

dx

do oy 2 .
| a‘; = MU + L (Wi + Vo + Vsl @1
Tinind seama de (28), (30) si (31), avem
Oty .
YT=r a’i L MU d - B -3 (W Vs V) — R,

in orice punct interior cercului unitate. Atunci

= 0 . .
Vo =sup |JT= o | <K, silafel V,<K,

deci putem scrie

Vs VaL2MUp g+ L (I +2) (Wag + Ve + Vi) (32)
Tinind seamd de (14), avem imediat

J1—r®Au, = — (al/l— rEAug_q + b V1~ rt AL +¢c Vlﬁ r‘i%
b7RY oy
I Vl — 1% Au, l <L (Wﬂ—l + Vaa+ V;—i):
penlru orice punct interior cercului unitate, deci
Wo < L(Wat + Va1 + Vaea). (33)

b. Pe bhaza inegalititilor (27), (32) si (33) vom ardta cd seria (12),
pentru solutia ciiutatd u(z, y), converge uniform in cercul inchis C, pentru
| £ | destul de mic, iar in acest caz seriile derivate in raport cu 2« si y converg
uniform in orice cerc concentric cu G si de razid << 1.

Notdm pentru prescuitare
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Din inegalitdtile (27), (32) si (33) rezultd
; Uﬂ‘<_ oUp—1 + BZﬂ—ls

(35)
Z:i'i “gYUﬂ—i _i_ SZn—iv (H - ]:25 s '_).\
unde s-& notat
o = M[ALN 4 TV (MN + 1)],
B = L[NL @I +5) 4+ (' +1") (MN + 1)], i

v =4M,
§ =L@2I" +5).
Integrind inegalitifile (35), objinem
Un+i \é‘c’-n U1 + [3nZ] v
Zay1 <Y Uy + a2y, ‘
unde matricea cu elementele oy, Br, Yns On. S¢ oObtine din matricea
o f
v 8

ridicind-o la puterca n. Notind cu h cel mai mare dintre numerele o, B, v, 3.
gisim astfel

7
Unp1 < (211)“‘““——[}1 :,: :

(37)
U, +Z
2
Seria (12) este majoratd de urmdtoarea serie cu coeficien{i constanti:
U(}—]— UIE +U252—f-... +Un+1€n+1+...,

eare converge pentru

Zngs < (2h)"

el <= (38)

P}

Dacia ¢ satisface acestei conditii, atunei (12) converge uniform si absolut,
eind punctul (z, y) este in cercul inchis C.
Pentru derivatele partiale avem insd

Oliny1 1 1 U, +Z, "
Vn, < Zn ] < 7 . = 2h
ox | YT —r -H\]/luri +!\]_'1—1"— 2 &)
s & ; .Ul 1l 2n" ;
] J1—r 2
la fel
! U35 2h)".

At | Simees -3
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In oricare cere concentric cu € si de razi mai micd decit 1, seriile obtinute
prin derivarea seriei (12) in raport cu 2 sau y, converg uniform, deci avem

du  duy oy o,
e T B G ok T Bl
dr 0z Filty o

4 " ”

S g T P

> = £— . ...
oy oy ay oy

pentru e sulicient de mic. La fel
Au=Au; +ecAu, +... + Ay, + ...
Am arditat deci cil seria (12) reprezinté o solutie a ecuatici cu derivate partiale
1

(10), pentru |g|< g =—.
2h

Ramine si ardtdm ca functia reprezentatd de seria (12) satisface condi-
tia la limitd (11). Pentru a arita aceasla, este deajuns si stabilim convergenta
uniformi a seriei

E{f_o Edlh_;_ _;_En,@'mj_l_ (39)
dn dn dn '

unde punctul (x,y), considerat pe cercul €, este arbitrar.
Derivind normal functia (20), avem
du, _dony | don (40)
dn dn dn

Pentru modulul primului termen s-a obtinut deja majorarea (23). in ce priveste
al doilea termen, este vorba de deriveta normeld a unui potential logaritmic
de simplu strat, Potentialul logaritmic de simplu strat

27

-\
G‘:—
2n

F (¢) log [1 4+ r* — 2r cos (p — 0)] dog,
D .

este o functie continud pe cercul C in conditiile precizate la punctul 1, si

. cdo .. i i ,
derivata normald —existd si este continud pe frontierd [4]. Pe de altd parte,

dn
avem
a
dc do 1 r—cos (o —0)
22 r) —
in  Ir =« & 1 +r% —2r cos (p —0)
do | _sup |F(cp)]\‘3n lr—cosa]
dn T 1+ 12 — 2rcos o
Calculind primitiva, gisim
d 2 ;
ClgSaretg ————sup |[F(p)| <2 sup [F(p)]. * (41)
dn wr 1 — = :
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R

in cazul nosiru
dedp—q

F(9) = Atiy_g — -

')l G — On»
dn

asadar (inind seami de (40), (41) i (23) avem

dry L3LZpa +2MU,_1,
dn
deei, aplicind (37)
dey, 3L 4 2M . U, + Z, @ny.
dn 4h- 2

1
ili i "gen| if a eried (¢ ntru e << — « Urmeaza
Am stabilit deci convergenta uniforma a seriel (39) pentru = < "y Urmeaz?

cd si conditia la limitd este verificald de Tunctia (12).

6. Au rimas de stabilit inegalititile (24) si (29). Sa demonstram inega-
litatea (24). Descompunem circumferin{a Cin arcele (—a, o) §i (=, 2w — )

i T
pe care avem R < 1, respectiv R > 1. Giisim cos o = T si
o 2m—0
i 0]
28! [log R [ds = — Slng(l 412 —2recos 0) (18+Sl()g(1+i‘-~2rcosﬁ)d8.
0 —a L
Utilizind urmitoarea dezvollare
., cos20 ., cosnb P
[(Jg(1+r2—2r'c050)=%2(r(‘.oz;9#.—r~ % i e B o el
obtinem 7
o ‘ sin 2o sinna
{Ing Ridx — L(rsino: -+ 12 __j + ...+ r"-—zif + .. ) =
0 =t
| (L R o U PEOY VIR SRR S B3
—4J(fﬂ°!_|_ 22 -—I‘-._,-I—HTT...-.{.]- ]22|...+n2-—r 3

de unde rezultd inegalitatea (24).

Vom stabili acum inegalitatea (29). Functia lui Grgen gz, y; £, 1) este
partea reald a functiei de variabild complexd z = x -1y

g o g el Ay
—0LZ
in care o =& -+ in. Deeci
9 9P 2 (20 1 2 g ‘_ [ =gt
i At —:—J‘rm)_ =
dx <V(3xJ+(ByJ dz glz—al|]lz—a|
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unde p =|ea|, iar a’ = — . Gisim

- VT — o2 < 5 =
dp tirpgSS ~:‘——Prdp dog gS }—ifpdp, ey :
(C)szr/.”:—o’.l L l—p  |[2—

ST

\S P |9
oVl —¢*| 0z

s-a finut seama de

1
: P
Mai avem

2r
9

2 & 2 o . ;
“ do ] " 2WS deo _ 4t i\ | 12 —p2 | do _ 4gc2
| ) 2= h |[z—e* | r2—p?|2n ), r*4p2—2rpcos(o—0) |r2—p? ’

1 Rg p 1 ‘1|/1+ 2 ' '
L PR W L 2o dp
: — pdy < \ = plp L\ /—m————— =
21 J) o,/ T—¢? o )l 1—p|fre=g? " T L VA—p?) [ —pr |

=]0g1+1‘zlog1+r

T1—r 1 —r

+ 7oy

Se aratd usor ci

1 +r L
1 e 2
1—r 1."‘1 — r?

log , pentru 0 <{r 1.

Deci inegalitatea (29) este stabiliti.

‘ 7'. {Xpll'lcaarea directa a 1_}1et0dci din Nota de fata, ecuatiei (4) cu conditiile
la limita (5), in cazul_iqtllnlt in tehnica proiectarii fevilor din cazan cu af)ul‘i
[1] — problemd practicd din care a luat nastere problema noastri — nu di

rezultat satislicitor, deoarece pentru valori de ordinul § =200, = :i=
20

seria (12__) nu converge. Metoda se poate aplica direct numai pentru valori
mult mai mici ale lui ¢, deci pentru tuburi cu perete foarte sublire sau pentru
tuburi cu perei',;i de grosime normald, care sint mult prea scurte.

O prelungire analiticd a seriei (12) in raport cu e permite teoretic deter-
minarea functliei ciutate, in conditiile realizate practic, insi calculele la care
sintem condu§iu astlel, prezintd dificultdti mult prea mari. '

M(:toc}a aratati se poate aplica totusi problemei tehnice considerate, in
fulul‘urmato‘r: din punct de vedere tehnic intereseazii natura i'cnomcn{m{i
caloric numai la nivelul y=0 al tcbului. Consideiind, in locul tubului intreg
numai o portiunc care este cuprinsd intre y=H si y=—1I, se poale aplics;
metoda aratatd mai sus acestei portiunia tubului, daci luﬁ,m H =~ g, -V01’u

P . au
admite ¢d pentruy = 4 H, a— = const.,, ceea ce va da informatii utile
y A

asupra comportirii solutiei z in regiunea y =~ 0 a tubului.

29

13 ASUPRA UNFEI PROBLEME DE PROPAGARE A CALDURII

OB OIHON 3ATAYE, KACAIOIIENCS PACOPOCTPAHEHNA
TEMJIOTHL

(KPATHOE COJIINPIRAHUE)

B nacrosmieii pafore aBTOphi, HCXO[A 13 rexIIIecKoil Bagaunm, Waio-
swernoit B [1], Qopmysupyior Goiee obobmennyio 3afady A HEKOTOPEIX
ypapueHnil ¢ UACTHBIME [POUSBOMIHIMIT BTOPOTO LOPHJAKA I OPOXOAAT K
caemyloneii Teopeme. )

[yers D — mmockas 00acTh, GTpaHNdeHHAA BAMKHYTOH AHATINTIIECK O
KPUBOI. YPaABHEHIE ¢ TACTHBIMUL npomzBoEbsmMi (6) ¢ TIpeiCaBHBIM YCI0-
guem (7), HPOBEPEHNOE BJIONE TPAHTIL obnactu D, pomyckaer mas || <ep
eEACTBEHHOE peulerme (QopMEr (8). Kooguimenror p (€ n) q & n)urEmn)
ABJIAIOTCH OrPAHIYEHIBIMT (YHKIIAMI, WHTETPUpYEMBIMI 8D, aA (o)u
B, (c) sABIAIOTCH OTPAHMYEHHEIME dyswimuann, UHETErPUPYEMEMI  BAOIb
rpanuIs, 1 f A, (c) do == 0, mpmuen WHTErPaT BIAT Ha TPAHILE ofJtacrii.

Meroy, cocromr B YCTAHOBIEHID aArOpTm(PMa  BEHUNC,ENMA TOCIe/0Ba -
PeIBHBIMI TPUOIITHCHILAMIT YIeHOB PHJIA (12); » HacroALLLClT pabore, myTeMm

oKa4uBaeTeA CXOJMMOCTE criocoda st jlocra-

NOAXOAAIIIX YEBeIuueHIii, A

TOTHO MAJOTO BHAYEHTA €. XOTA YCHOBI MpEMEHeHnf DTOIL TEOpPeMBbL He
P 20y eMaTPU BAKT cnydait TeXmuUIecKOil 3amad, nocaysmnsiell MexXogHON
TOYKOM A HOAXOja K caMoii Teopeme, BBIAY T0TO 4T0 PasBUTIL ee CX0-
JATCA TPU CANMINKOM MAJOM SHAUGHWH €, TeM He MeHee METOJ, MOmKer IIpu-
MEHATHCS, eCIH OTPAHNYETHCH obacThi0, TpelcTaB/IAome CYIMEeCTBEHITRII
WHTEPEC ¢ TEXHUUeCKON TOYKN 3PEHUA, TO PCTH OTPE3KOM, ONBKEM K

yposmio y = 0.

SUR UN PROBLEME DE PROPAGATION DE LA CHALEUR

, (RESUME)

Le probléme technique qui fait I'objet du travail [1] a conduit les Auteurs
a une extension de ce probléme concernant certaives équations aux dérivées
partielles du second ordre; ils ont obtenu le théoréme suivant:

Soit D un domaine plan limité par une courbe analytique fermgée. L’équa-
tion aux dérivées particlles (6) avec la condition aux limites (7), vérifice le
long de la frontiére du domaine D, admet une solution de la forme (8) pour
| e| < e, Les coefficiefits p (£,9), ¢ (£,%) et r (§,7) sont des fonctions bornées,
integrables dans D, et 4, (5), B; (o) sont des fonctions bornées, intégrables
le long de la {rontiére, etJ A, (o) do == 0, T'intégrale étant prise le long de
la méme frontiére.

La méthode consiste a établir un algorithme permettant de déterminer
de proche en proche les termes de la série (12); par des majorations convena-
bles, on arrive a démontrer dans ce travail, la convergence du procédé pour e
suffisamment petit. Quoique les conditions d’zpplication du théo1éme n'embras-
sent pas le cas du probléme technique qui a servi de point de départ, parce
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ue g Sy 1 g \ ¥ 3 + >
(itc tltstd?\ .elupp(.nu nts convergent seulement pour e tiés petit: I’z pplication
st Loutclois possible, si 1'on se resiici S v
s se restieint eu domaine voisi i
i rioie ssik : line isin du nive
y=0 qui, seul, intéresse au point de vue technique =
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ASUPRA UNOR INVARIANTI ATASATI UNEI PERECHI
DE VECTORI IN SPATII CU CONEXIUNE AFINA,
: CU DOUA DIMENSIUNI

DE

ADOLF HAIMOVICL

at
Comunicare prezenlald de academician GR. C. MOISILin sedinfa din 11 ianuarie 1951
in notele [1] si [2], am studiat spatiile cu conexiune 2find care admit
o metrica unghiclard ; urghiul a fost dcfinit c2 o mirime otageti unei perechi
de directii ale unui spatiu cu conexiune 2fini cu n dimensiuni, invarianta
la transport paralel si cave satisface anumitor conditii impuse de natura
notiunii de unghi.

in Nota de fatd, ne propunem problema — analogd cu cea precedentd —
de a gisi spatiile cu conexiure zfind cu doud dimensiuni, care admit un
inveriant la transport perzlel, atesat unei perechi de vectori si, in acelesi
timp, de a gisi scesti inverianti.

Aceastd problemd contine, ca un caz particular, pe cea pre
atunci cind invariantul depinde numai de raportul componentelor vectorilor,
¢l are tocmai caracter unghiular. Un alt caz particular al spetiilor studiete
aici este 2cela al spatiilor metrice, adicd al spetiilor cu conexiune afind in
care se poale ataga unui vector o lungime, inveriantd la transport paralcl;
zceste din urma spatii eu fost studiate de cétre L. Berwald [3] si de
citre M. Haimo vici [4], drept cazuri particulare ale unor spetii generale,

§ 1. S considerdm un spztin cu conexiune zfind*) cu douft dimensiuni
V,, in care un punct M este definit prin coordonatele sele at, a%, iar un vecior
cu originea in M prin componentele X' X2 Vectorul X' + dX* cu originea in
M’ (2 +0a®) **) este paralel cu vectorul X' cu originea in M(a%), daci

cedenta:

dXit Th X" d2* =0, o

I'i, fiind componentele conexiunii afine — functii continue de zf, derivabile
de eite ori va fi nevoie in cursul operatiilor. Fie U(a’, X', ¥') o functie de punct

)y In ceea ce priveste teoria generald a spatiilor cu conexiune afind, a se vedea [5].
[6], iar in ceea ce priveste teoria sistemelor liniare de ecuatii cu derivate partiale de ordinul

I vezi de exemplu [7], [8]. '
**y Indicii i, j, k, I... parcurg valorile 1, 2.



