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Consideratiile de mai jos au pornit de la fncercarca de a caracteriza, din
punct de vedere analitic, transformirile univalente ale unui domeniu plan.
Hie

X =X (= ), Y =Y (m ),

o transformare continua intr-un domeniu d. Care sint conditiile ce urmeaza a
fi verificate de functiile X si Y, pentru ca transformarea sia schimbe domeniul
d intr-un domeniu 0 univalent adicd cu acoperire simpla? Vom obtine aceste
conditil, daca stim sa caracterizim geometric univalenta unui domeniu plan,
cu ajutorul unor constante metrice legaie de forma acelui domeniu.

Reluind terminologia utilizatd de noi intr-o lucrare anterioara [1], vom
uumi domeniu riemannian (sau cu acoperire multipla) un domeniu plan D
agternul pe o supralata Riemann, obtinutd prin suprapunerea mai multor
plane, intre care se stabileste o comunicatie cu ajutorul unor taieturi facute
de-a lungul unor arce de curbe. Fie acum D, cea mai mare muliime deschisa,
care se giseste acoperita o singurd dati de domeniul D; fie D, cea mai mare
multime deschisi acoperita de doui ori de domeniul D ete. Vom serie simholie

D~D+2D,+ ... +nD,+ ...,

facind abstractie de frontierele domeniilor. Daci D, este vida pentru n - p,
fnsd Dy =0, vom spune ci D este un domeniu p-valent. Intr-un punct M€ D,
valenla locald este q. Si consideram [unctia
2 % & |
£ O M)y= KE3*{ o ¥8da, K =" S e T
. 2 o
2xl [-) = I’ ( ——)

L

D

unde integrala se extinde pe intreg domeniul D, dw, este elementul de arie
continind punctul curent A, , ry, este distanta punctelor M, si M,, o« este o
constantd pozitiva, iar A un parametru pozitiv, care va cregte indefinit. Fiey
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un cerc cu centrul M, si de razi p. Avem, extinzind integrala pe acest cerc,

1 Ap® 2.q
- etiE T dt (t = Arfa).

A
ocJ 0

Facind aici p— 00, si notind cu IT planul simplu XOY, se vede ci

—ar?,

2
Kae\ e "12d o=

7

2 o
Kae \ &2 do, =1
0
oricare ar fi valoarea parametrului A. Lasind insd p fix si fdcind A— 00, avem

2 3
K3\ V12 do,— 1, A—>c0,
Y
oricit de mica ar fi raza pa cercului y. Integrala noastra este deci singularé.
Daca M, €D,, putem alege raza p, aga incit cercul y sa fie acoperit de g
ori de domeniul D, deci vom avea

rp% 2 —1

2 a
a | o M12 do, = L T dit+

2
(6 M) =g K 3=\ ¢™18 dog+ KX
7 D—qy
——I- o c W deds .

D=,

Am notat aici cu gy domeniul y acoperit de g ori, sicu D — gy domeniul D din
care s-au scos ¢ discuri y. Domeniul D fiind presupus cu valenta p, avem

2 2 / Ao®

= —r — —re 1 e

K3\ e M2 do,< p Ka2\ e "M2dw,=p|l— T

r()

2 1ip
e—tiz  di |,

D—qy o—y
de unde rezultd cd avem

fn M)—q, h—rc0.
Hie D; un domeniu interior lui Dy, a carui frontierd este la distanta p de fron-
’ - - p - A a
tiera lui D, . Pentru M, € Dg, [ (%, M,) tinde uniform catre ¢, cind A— 00. Daca
insi M_€ D, — D,, cercul v taie frontiera domeniului Dy )
Vom {ine seama ci avem 0 < [ (A, M,) < p, oricare ar fi punctul M, s

oricare ar i A >0, cici :

2 3
fi, M) < K R“g ¢ M2 dgy, = p.
«'pIL
Sa consideriim functia

g(1)=§ f(:\,MJ)dmlzg

oD D’

f (A M) doy +S f(n M)do,.

D—D’
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Am notat aici D' = D; I 9% L D’ ; T .
e R 2‘+ -+ pD,. Deoarece in D’ avem uniform

lim g (0 M) de, :g
D’

Arco

}. f )\ o= 1 / -_— £
\, m f(h, M) do, SD' ¢ do, %Z g* A,

. . L - . ’
Euotmd tlzju Ay aria doriwmulul D,,._Presupunind ci domeniul D este masurabil
; ser: ordan, gi notind cu A aria sa, iar cu A, aria domeniului D, , avem
= — - i i ; J
;- 2.A2 ...+ pd,. Atunci cind facem p—0, aric renidlig
D—D' va tinde la zero, si d ) 4 i s s
ero, s1 deoarece f (A, M,) < p, se vede c#

Sf 0o B, ot Dm0l
J DD’
Asadar

2
lim g () = lim K2\ \ o= do, doy = 32
JL_’m[g,() e 12({(&)1(1.0\32%Zq A
“D YD gq=1

Pentru omogenitate, s& notim cu § diametrul domeniului D, apoi sd punem

17 !
A = —. Obtinem

8% '

2

Tyg Y&
lim Kt?g g 51(3) 8 2
‘Lm -D-De dmldwzw822¢1 Ag.
5S4 revenim la

J :
ﬂx):[{SS I P S g VL
= 12dw,; doy,, g (}) K D.De Tla A (_oc— —3\1'12] dw, dwg

D

s1 si descompunem ultima integralid sub forma

i _ 1 ! 2 9
= @ o (__ s B p Aoy
Sn.\n SDSD (112 ak) +.§DSD oA = '1240:3\) -I*SDSD (M TR ) )

unde am notat cu & diametrul domeniului D). Avem

S ;\/‘g K Lt <l +0—-\ do —Ary )\%—’ 5 2
Socn - os T L 1ne Ig (?\rmg;)dr-)z,

2
_\<r?2< oo,
oA

Apo

o]

2
ey | 2
S g—).ru A% (7\1‘:‘ o _2'_) rdrd— - )\.E__Ig
JII o .(2
)
L)

R 2 2 ’
=..’Egge-"(£_2.)za 1d!:<'2—TES e-—ttgdt'—_Q——nP(—z.—[_l),
At 2

g—hr® (?\i'“ — -%- rdr =
o

&)=

oA o oA oA o
« o

1 o N
S ( (;gg—)>~—e At &,
D.D "N o {
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Rezulta

1 2
I (E_ﬁ) g (A > -~ [e_?l'== — 2 ATl (oc s 2) I .

A o

| e

o
g (A) este crescitoare pentru A >A. Se vede acum cd vom avea g(d) < A

e A . 5 o, -4 e . .
numai atunci cind domeniul D este univalent. Daca D este margimil g1 um-

valent, avem f (A M) <1, oricare ar fi A >0, ciici

Pentru A = V_e lZﬂ:AF (a + 2” , vom avea deci g () = 0. Funciis

2
PO, M) < K?\“g =M% deay = 1.
IX
lar daci D este multivalent, avem Zqz /lq>29' Ag= A, sl vom aves
g (n) = A, pentru A destul de mare.

Dupi inlocuirea A = — , avem deci in cazul domeniului univalent

20 ryz \% i
A’;Es \ (,_ﬂ [57] dw,do, < 6% A,

DD

&«

P i} 2,
S S b=t ("S') de, dew, << =l (“ +
D .Jp

Deoarece [unclia g (A) este cresciitoare pentru A => A, este su‘ficwn'l; sh
seriem aceastd inegalitate pentru un gir crescitor la infinit de valori oarecare
ale lui £. Dezvoltind exponentiala, si notind

1
By = (qjég g 1 doy dmz)",

Al lpp
avem
N 2 r2_ y2 LR A
TR (7% Pl 7 R R i i { D
1103 2108 : n!\ 8
9 g
o ¥ —_——
o~y * bRy a— . ST
o
t, . ly,... fiind un gir de valori crescitoare indefinit.

Constantele 8,, legate de forma domeniului D, se pot numi diameiri medit
de diferite ordine, ai acestui domeniu. Se stie ca sirul 3, este crescitor cu n,
si avem &, — 8 pentru n—0o.

Avem mai sus un sistem de conditii necesare si suficiente pentru univalenta
domeniului D). Sint o infinitate de inegalititi care leagid diametrii domeniului
D. Intrucit constanta a se poate alege oricit de mare, se vede ci girul dia-
metrelor este astfel supus unor condilii asimptotice, nici un diametrn de
ordin finit al domeniului D nefiind supus la vreo restrictie. De asemenea,
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d}n.tre cqndn;nle in numir mflinit, de mai sus, putem suprima oricare con-
ditie dorim. i
Daca insi considerim numerele

v Sw. ”'_ 1 " i I =
=5 =, ), e den <1, ) (3

ca miste coordonate ale domeniului D, obtinem conditiile liniare

; y & o~ t? one B . I
lwL—“r'+C,th'——-,,,jL(—_]_)u;n:a——-,—i—_‘_ <P(i—j—-_)" E.l',::t_lgtﬂ""
- n! o

In spgi.iul (Bay Eousn o vy Emerye « - )5 ATESER megalitati delinese un domeniu
convex, infasurat de planele corespunzitoare, in care trebuie si se giseasci
punctul (&, &.,...), pentru ca domeniul D si fie univalent.

_ Consideratii cu totul analoge se pot face pentru domeniile din spatiul cu &
dimensiuni. Vom avea in acest caz ' ' :

37\I i =,
/(0 M) :%\ P 17 RPN
i T (Ot s=3Y..lp
o
o
578 e
g(d).= - -‘EW"————Q e 12dp, dp, — 1 R NS p*V
; P o + 3 D JD v )
. ;
si g(A) <V, A >0 va caracteriza domeniile univalente. Notind
1 ' ik
L (-—B-S g 15y iy ff.\’z)a y
V7)o Jo ]
vom avea in acest caz
e Eﬁ‘)a s (izf)z“ﬁ b=ty 2 (T
1108 21\ 8 a8
(o + 3\ _32
e e D] )t.a,x,:a],xg,...
[e4

[ Consideratii analoge putem face §t in cazul altor integrale singulare. Si
alegem, de exemplu,

. (2n+41) =2 it
5 i 952 5 9 wie - o
f(n, M) = _\ - - itz i i)S rd@ KL’S» sin (2n4-1) ¢ y
32 G ; dg ———
=82l 2 sin T;lzz w2 b S 2 sin i
(s}
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Am ales aict oviginea sistemului de coordonate polare in M, si am notat

cu B, = R (0,) ceuatia curbel, [rontierd a domeniului D). Daca M, este interior

domeniului D, avem R, (8,) = o > 0, si

et R}
" 280 sin(2n -+ 1)t s o5 sin (2 1) ¢ :
\ {7—%_) e i (L __(_—F_.fL dit = 1), pentru n— o,
Jo 2 sin i R s Dsint
o 28:
'r|$ml'f||' t

f(n, M) —q,, n— o0,

unde g, este valenla locald a domeniului D in punctul M, convergenia fiind
uniforma in orice domeniu D’ complet interior domeniului D, a carui frontiera
este la distanta pozitivd de frontiera lui D. Avem finsa

2

. 4 2 3 o
n, M) — 2 i—% cosmiz-Al— (‘.0323;—1-2—{—...4—003 n 18 dw,
1
N 52 2 52

702 B
deer
o2 A TE wrd
TQI:?A—R cos —Zdawyt-...+\ cosn —2dw, . ..
4 = +D hz D 8"

Asadar, seria din membrul 11 este convergentd si reprezintd valenia locala ¢,
alari de un factor, in fiecare punct M; al domeniului D. Nu am reugit inca
sa stabilim legitimitatea unei noi integriri, termen cu termen, in domeniul D,
in raport cu punctul M, . Aceasta ar conduce la o conditie unici, necesara si
suficientd pentru univalenta domeniului D si aceasta ar fi

82 A? i 7,2 S

w0 12 T

5 A — % :\ K 008 ~op do, deoy -+ ... 4+ cos 1t 8? do,dws+. . .,
= p.'p DD

in timp ce, pentru orice domeniu multivalent, seria din membrul II ar avea o

sumi mai mare decit membrul I. 3
O alta alegere a coordonatelor care definesc domeniul D ne conduce insé

la un sistem de condifii finite, necesare si suliciente pentru univalenta dome-
niului D, S& reludm conditia

2 m
K?\ZS S e Muda, do, < A, A >0,
pJD

in care si [acem o = 2. Avem
1

'—S S Ae M doy dey < A, % > 0.
™ JoJp

_ 3 i .
Punind aici A = wh?, A :ﬁ, obtinem

S 5 Iw“"‘(ﬁ) dey doy < 72 A = A* = g S do, do, ,
JoJp

D JL

I T\
1 gt () ] do, deoy >0, t > 0.
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Sa observim cd dacit o(t) este o funciie pentru care

0
Ly = S e My o(t) dt,

J

are sens cmvd h >0, iar v este intreg pozitiv, conditia necesara si sulicienta
pentru ca sa avem o () > 0, pentrut >0 este ca

Sm"’“ (1) [P de >0,

0

oricare ar fi polinomul P(t). Avem aici o forma patraticain raport cu coeficientii
polinomului P (2), care trebuie si fie pozitivi. Rezultd conditiile necesare si
suficiente pentru o (£),> 0, t >0, sub forma '

Po Mg W
!-"U>0>P2ﬂ>0: Mo 51-1‘>0’ 0 M

W s M P pa|=>0,. ..
Mo Py [y

- i f o i .

! ].:sfe suficient ca aceste condifii sa lie verificate pentru o singurd valoare
pozitiva a lul A, valoare pe care o putem alege dupd voie. Aplicind mai sus
obfinem, permutarea integrarilor fiind legitima,

Ly = Swe—kl i“g E [1 —te~t (lR!)BJ deoy, dmg — S S v!
o D

0 ‘DD D hv+1 o 139
bt

ARl
Wb

v+42

deyy doy

Notind
1 hRE v
I, = _ﬁﬁ S et T e e
hAz'D D frlﬂz —i— ?122 L
obtinem
v! A2
‘ I‘L":W'ﬂ_(v—'—i)!“]'

Pentru integralele 1, obti i itati i i fioiti
Pentr vy Obfinem egalitati in termeni finiti. Astfel, g, ~
ne di, oricare ar fi h> 0, e : ook
1
fl 2 aee;
_ 2n 41
apol avem

1—‘[031_“21’1
V=90 09 = 6

PN 4= 9T i =3
,>0, 1 —21,,2-61,3—121,|>0,...
1-31,,3—-121,,6—20 1,

Luind % = 7, putem scrie

5,=1 H = S
v WAE‘D.D(A_F;%] awy adw, .

3 — e. 1540
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0B OJiIHOJUCTHBIX OBJIACTHX

(KPATHOE COOEPHAHWE)

Bosppamasick K 00LexTy OJHONE W3 CBOUX NPeJRyIuX EgggzénaBﬁTeoﬁ
xaparTepusyer IIOCKWEe I [POCTPAHCTBEHHBIE OJIHOJCTHELE Mg
KOHEYHOH cHcTeMoii HepaBeHeTs, Tpeﬁymmuxu BBefleHHA pAfa };aerr g
MOCTOSIHHEIX, CBABAHHBIX € COOTBETCTBYIONIEI 06.?130’1‘1:.}0, Hﬁﬂass.;nx e
MOCTOSHHEE CPEJHHMH JIUaMeTpaMi HOPALKA 7. “I[pyrom no,tg[ E(‘)pHj = Om];o-
MEHHEIX NMPUWBOJUT K CHCTEMe KOHEYHHX YCIIOBHIL, XapaKTepusyioml

JUCTHEIE 00JaCTH .

SUR LES DOMAINES UNIVALENTS

(RESUME)
En reprenant un de ses fravaux ﬂrl,tépiClll'S, I’Auteur 'fn"rlvc A Sratres
les domaines univalents du plan et de lespace,’pa_u' un systéme 1}1 1n1d e
lités faisant intervenir une suite de constantes métriques alt’r.achet:as a}(ie. vor:lleal%:
constantes qu’il appelle diamétres moyens d’ordre n. Un autuj,l‘c Oltx e dok_
constantes conduit & un systéme de conditions finies, caractérisan

caracteriser

maines univalents.
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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE
DES REGIONS DU PLAN

PAR

G. CALUGAREANU

Les considérations qui suivent ont eu pour point de départ la recherche
de conditions nécessaires et suffisantes pour I'univalence d’une transformation
continue du plan

X=X(@y , Y=Yy (1)

Supposons les fonctions X et Y définies et continues sur umne région
(domaine D avec sa frontiére) bornée du plan z0y, région que nous désigne-

rons par D. De plus, supposons que la transformation (1) posséde un jacobien
continu et non-identiquement nul dans D. L’¢tude de l’ensemble qui résulte

de D par une telle transformation nous impose d’envisager Ia notion d’ensemble
mullivalent, ainsi qu'une opération sur les ensembles que nous appelons super-
posilion.

Nous appelons ensemble multivalent un ensemble dont certains points
sont congus comme des points multiples. Si, en M, I'ensemble E a ¢ points
superpos¢s, la valence de E au point M est égale 4 ¢. La superposition de
deux ensembles E et E, est la réunion E v E, ou T'on donne a chaque point
une valence égale 4 la somme des valences de ce point dans E et E, respecti-
vement. Si un point M quelconque n’appartient pas a E, on prend la valence
de E égale 4 0 au point M. On peut désigner la superposition de E et E| par
EG E,. On voit que la superposition de deux ensembles univalents et dis-
joints coincide avec leur réunion,

Revenons & la transformation (1). Elle applique D sur un continu R du
plan X0Y, qui pourra couvrir plusieurs fois certains points de ce plan. Un
pareil continu résulte toujours de la superposition de plusieurs semi-continus
univalents (M est un semi-continu si, a et b étant deux points quelconques
de M, il existe un continu appartenant a M, qui joint a & b). Appelons région
riemannienne un pareil continu R,



