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SUR LA STRUCTURE DES CONDITIONS D’'UNIVALENCE
D’UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN CERCLE .

FAR
G. CALUGAREANU (Cluj)

(Communication av. Congrés des malhématiciens roumains, Bucaresl, mai-juin 1956 )

Le probléme des fonctions univalentes dans un domaine & frontidre circulaire
est, parmi les problémes spéciaux concernant les fonctions analytiques, I'un de
ceux qui ont suscité de nombreuses recherches dans les 30 dernitres années. Ce
probléme se pose de deux manidres équivalentes, en partant de I'une ou Pautre
des définitions suivantes:

L. Appelons S la classe des fonetions holomorphes et univalentes dans le cercle-
unité, dont le développement est de la forme :

(@) =z4ay 22+ ...+t ...
IL. Appelons X la classe des fonctions holomorphes 3 Pextérieur du cercle-

unité, en exeeptant le point oo qui est un péle simple, univalentes pour |z| > 1

et de la forme
P e LB o B g,
: 2 2"

On passe de § & %, ou inversement, par des transformations simples, ce qui
permet de se borner & 1’étude de I'une de ces deux classes. Les propriétés de ces
fonctions, connues aujourd’hui, sont assez diverses et assez nombreuses,

Nous voulons indiquer ici des considérations qui ont permis d’éerire les condi-
tions nécessaires et suffisantes que doivent vérificr les coefficients o, pour que f (2)
appartienne & la classe . Le probléme correspondant pour la classe S se ramene
an précédent, en posant par exemple

1) =— -

A

Le premier résultat remarquable concernant les coefficients o, d'une fonction
de la classe X fut le théoréme de I'aire de L. Bieberbach (1919), qui &’expri-
me par U'inégalité

S nlaml<. 1)
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Ce résultat permit d’établir des propriéiés fondamentales des fonctions de
la classe S, & savoir I'inégalité |a,| <2 et les théorémes de contraction qui
jouent un réle dans la théorie de I'uniformisation.

La condition (1) étant nécessaire pour que f(z) appartienne & la classe X, on
se posa naturellement le probléme des conditions nécessaires et suffisantes pour
() € 2. Plusieurs méthodes furent employées alin d’arriver & ces conditions,
mais les inégalités obtenues d’abord sont loin de présenter la simplicité de I'inéga-
lité (1) de Bieherbach. Mentionnons le travail de Prawitz [1] (1926) ou de
nouvelles conditions nécessaires sont obtenues, grace & une généralisation du procéds
de Bieberhach, basésurle caleul d'une aire. Grunslk ¥ [2] (1939) obtient des
conditions nécessaires et suffisantes d’une forme compliquée et sans analogie avec
Pinégalité (1). Ensuite, G. Golusin [3](1940) et M. Biernacki [4] (1946),
donnent au théoréme de I'aire toute son extension, en Pappliquant aux fonctions
p-valentes dans un cercle. Une infinité de nouvelles vonditions nécessaires pour
f (2) € X apparaissent ainsi, et W. Wolibner [5] (1951) établit que ces conditions
sont aussi suffisantes pour f(2) € X, sans essayer d’écrire effectivement les inéga-
lités en question. En 1954, j'ai été conduit [6] & ces conditions par une voie un
peu différente, mais basée elle-aussi sur la généralisation du théoréme de Daire.
Les inégalités que j’ai obtenues sont analogues & (1), quoique de plus en plus
compliquées & mesure que leur nombre augmente. J'ai cru qu'il peut étre inté-
ressant d’indiquer ici essentiel sur la structure de ces conditions et sur la maniére
la plus simple qui permet de les obtenir. Soit

mﬂ-

Z=f@)=e+242y 4By
H4 e

zn-

une fonction holomorphe pour |z|> 1, sauf au point oo. On sait qu'une telle
fonction est toujours univalente dans un domeine 2] > R, powr R suffisamment
grand. Elle transforme tout cerele v,, | 2| = > 1 en une courbe formée analytique
I';, et ce sera une courbe simple pour » > R, Le principe qui méne & la condition
(1)de Bieberbach consiste 3 remarquer que I'aire orientée de cette courbe fermée
I'; sera toujours positive pour 7 > 1 si la fonction f (2) appartient & la classe 3.
Nous entendons par aire orientée de I, la valeur de I'intégrale

—21— g XdY — Vdx
i

prise dans le sens qui correspond sur I'. au sens positif sur le cercle Y. En
éerivant

SXdY — YiX - SI (Zaz) - — z’SZdZ - S/@) 1 (2) de =2§;T@ 2f'(2)d0 > 0,
T, I Aol T, 0

5\

on arrive sans peine & la condition (1) appelée théoréme de Laire.

D’une manitre générale, F représentant une fonction entisre queleonque, la
fonetion F[f (2)] sera holomorphe pour |z| > 1. sauf au pointoo. Si f(z2)eX,
la courbe I, étant simple, done d’aire positive, 7 (Z) transforme cefte courbe en
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une auntre courbe fermée analytique I'; d’aire positive. En effet, cette aire est
donnée aussi par
SdX’(EY‘ = \S | (Z) |* 4XdY.
@) (&)
Ainsi, pour f(z) € X, la fonetion F [f (z)] transforme le cercle y, en 1% d’aire
positive. Il en résulte

?JSF(Z) dF (Z) > 0.

En prenant pour ¥ (Z) un polyndme quelconque

F(Z) =2 +ayZ2+ ... +a0 Z"

ceel nous donne

i‘ p by ipg= 0, pipg =—?:S Z'a(Z").

=1 J
D4 r,

it i doit &tr iti ‘ot itions nécessaires
(’est une forme hermitienne qui doit &tre positive, d’olt les conditions
pour I'univalence de f (2) - '

11 Hy2 Pas

ek 1 oy Woa tos | >0, 3)

Ho1 (o2

P11 = 01 ‘

gy lhaz P33

La premitre de ces conditions (qui sont en n’(.)m‘bre_n}ﬁm), a sm'ron‘1 P > giti(:]il;m(cé\;
avec le théorgme de 'aire, et coud;‘ut a4 linégalité (1). Mais les con
sont aussi suffisantes pour f (2) € 2. )
s I lsbufﬁt de montrler qu]; (si) f () est holomorphe pour |z |'> 1 smif Ell'l-,hl fl())gﬁi
oo qui est un pole simple, et f(¢) n'est pas .tmwa.l‘enfne‘gpo‘ﬁl (|12|f-1>i1; ’ue‘ 8 1)
hermitienne (3) peut prendre des valenrs négatives. (;‘8(31 résulte }EIS ;:nulg[i gk
n’est pas nnivalente dans |z| > 1, la courbe T, posséde des p%ll‘l Nt 15 B pour
des valeurs 7> 1; elle décompose alors le plan en un nom 11? o f'entéz =
bornées, et parmi ces régions il y en a toujours nne, G, d{mt &]1132 Oéflh o
négative, région qui est contigué, tout le long d'un :’LIGlle cout 1-(;)1-iét(és et
illimitée définie par ['.. Une demnnstrz}t_mn rigoureuse de qles 1_‘p %\I e
donnée par Wolibner [Ec)l] (1951t) .-?E.l aide de l'indicatrice de I'.,
drons & Uinstant sur cette démonstration. L I, ‘
Remarquons d’abord gue, grice & ces propriétés, on fouim (&]émsl]ie Pl?(?]i ﬁ'e(ﬁ)
un polynéme qui, dans G, approche une constante A ausl gl(il’l%inieg e iy
tandis que F (Z) approche zéro dans les alnttres régions bo‘mees ef iy e} (G i fm o
I'.. Ceci este possible grice au fait que 'on peut joindre un poin G
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o0 par un chemin qui ne traverse aucune autre région bornée définie par Ia
courbe I (Montel, 1910). Pour ee choix dn polynéme 7 (Z) on aura done

—72511’“(2) ar (7) < 0

i
et les conditions (3) ne seront pas vérifiées, ces conditions étant nécessaires et
suffisantes pour la positivité de la forme hermitienne (2). Ainsi, (3) sont les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour I'univalence de 1 (2).

Voici maintenant la démonstration par laquelle Wolibner établit les
propriétés que nous venons d’utiliser. Désignons par

J— ok

i = — yis —
I (u) 5= \ d[arg] (Z — u)]

F?‘
Pindicatrice de la courbe T, aun point u. C'est le nombre de tours que le vecteur
7 — u effectue autour du point » lorsque Z déerit la courbe T dans le sens positif,
Soient D;, ¢ =1, 2,..., P, les régions borndes simplement connexes définies par
Iy dans le plan (Z), et D, la région illimitée extérieure A cette courbe. Désignons
par I; la valeur de I (w) pour un point quelconque de la région D;. On a
évidemment I, = 0. De plus, 1 —J (u) représente le nombre de fois que f(z)
prend la valeur w pour |z| >, done 1 — J () > 0. Pour le voir, il suffit de
considérer un second cercle Yr, avee 1’ > 7, ot d’évaluer le nombre des zéros de
f(2) —u =0 dans la couronne I, Yel:

Ls_ﬂz)_dz_ig_&dz__lgd[mg (% —u)] —

2me ) f (2) —u omi)f (&) —uw  2n
i ¥ Tz
1 .
—— S d [arg (Z — u)].
2n
I

P

Pour +' suffisamment grand, la courbe Iy sera simple ot tournera une fois
autour du point w, donc 1 —7 (1) donne le nombre des zéros de f(z) —wu =0
pour |z| > . Ainsi, I (u) <1. Les régions D; pour lesquelles I; <0 forment
une région unique, d'un seul tenant, puisque ces régions correspondent anx valenrs
w effectivement prises par {(2) pour |z| >, et puisque | z| > » est un domaine
connexe. 1l existe done une D; qui est contigué & 1), le long d’un are de T, et pour
laquelle I; < 0. En effet, il existe un I; <0 puisque f(2) n’est pas univalente
dans |z|>7, done 1—17(u)>1 pour des valeurs de w qui remplissent un
domaine. Et si toutes les régions D; contignés & D, auraient des I; > 0, Ia région
Dy, pour laguelle [, = 0 serait séparée des régions mégatives (I; < 0), ce qui
contredit la propriété déja établie suivant laquelle toutes les régions on 1; < 0
forment une région unique. Les conditions (3) sont done nécessaires et suffisantes

pour f(z)€ Z.
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5
i itre dans ces inégalité coefficients o, du déve-
1l reste a faire apparaitre dans ces inégalités les 2
loppement
o o U
L il T al e
Z=1f(2) =z-|~;+ Vi +¢,.. 1
Posons
oD it
B"L -l Bn " 1_ Bm. o 0 > m
i m—1 T R =2 Bla=1: BTy~ 09 .
Zm=gnt B +zn + % .
On a, avec z — re®, o =min (p, q),
—— i —— S
) & Py = ) 5’ Bq Bp f’flz =
g = — I\ L0d (Z°) = —1 Z nBs\=—
P-pg R Y 5= —(pta) : z 2
T‘T' r
2r ke 5
o — =8 0 R 9. m P pd p—an,
- 3 B B;’lg—e'("—ﬂﬁd(), up = — 21 " nB. Bl
T-JLLI-S P
n,s=—p E'
i S les iti sant
En portant ces expressions dans les conditions (3), et en posa
B B ... B*,',‘,I
7, " A
Frfha s Sk — .l. . P
g Mg el N, .
Sk Pk Bt
Bnl ‘Bne R R ny,
on trouve les inégalités en nombre infini
2
e )
(e o il el b e, W, e B2 L0
T ~2(u,~|-...+np) e

BTy ey op=—p 1
j 3 Wiy <5 v 25 N
On peut y ajouter n, <<my < .. <7y A i - =
Ces IGDHdi‘tiOIlS nécessaires ot suffisantes pour que / (.‘4) € .._p,lboﬁllltﬁaila. ffnuq
4 la condition (1) de Bieberbach, qmlc(:;'rcspz)il)d EJ;L ;t;n;p]‘;cer = c'.igne e
1’ ailleur ‘on peut mettre 1 = ans (4), et rempl s
verrons d’aillewrs que Pon S Wity
par >>. Mais il peut étre avantageux d’y adjoindre les inégalités

Wss st hsu
S0y} b e e | >0 -
Hus Hut Pun

Hess st
Wis Lt

Ugs = 0 ’

qui- d’ailleurs, sont des conséquences de (3). On remplace alors (4) par
| 12
UGS Lt B B R

Ny Ny ... Np 51555,
(*— 1_)” T e ) Du,ng...n =
HysTlyyennslly=—0 ?'3("1 P

blps entl 'S ])OSTtlib S 3 32,- ey Sp thlli qllEIGOJl( llB‘%, mals (hSllll(:[S, [3!
[bS non 2 e 1

P

o =min (8;, Sg, -+, Sp)-
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La convergence des séries (4) pour » = 1 résulte du fait que

5 00 —
Ppg (1 =1) = —2 > nB, B

est une séric convergente, car

o@D - 2 oD
PR AR NAFALS AL

n=1 n=1

tandis que la conver, t:
gence des derniéres séries ré
; t I R =
faisant apparaitre les sommes positives seulig s (B) pour g <1, P

oD
A =2 s
Say = NP .. T |D i T
'p 3l
Rl;ﬂz;;‘ﬂ‘p =1 ’ v ntn"'“’np | i ﬂ’l & ”’2 S < 'np,

la structure des conditions (5) devient visible. On a

A, L, AL 2 -
15 2 1A3“<3_fgl‘xliz’---aAD\{ppr_piz—'_

2
+(p—1 :
(B =)} BE e B 24, + 4 3y, Ay A ©

GAl +3A2+2A3+A123 <6+3A12 +2A13+A23 jres

Remarquons que 'égalité §

galité dans 1'une des conditions (4 ir li
amary b ] ne g i
r =1 et toutes les conditions deviennent des égahtég, )doncp;;l;siavou L

183+ ey

18

wlog |* =1.
n=1

n
@ = N i i
= ¢Ppg » avee I (Z) =, Z + ... +q, 2"

p = 1 id i b b I ? 5 l]
E]] ()bElI'H an 3 on tl()llVC qllﬂ EUS‘E a]o]‘* m ‘ielﬂ ]()] ome (]” [l[’ol en 11
1

a1 Har .- Pan 11 (L2t 0
My o ... Uno . ’
fogti| i S (Z) _ %L ............
| Aniy Pin—1 Pon—1 « .. Mg
Hin B2n o v v Hoppy ' Z Zz z" '

et l'on trouve pour le minimum de I'aire & 1a valenr B

. Ceci redonne A, > 0,
done les conditions (3). Mai i 8 o
i & Idltll,?:illbe(.i)l.tglfus on ‘V(ilt en meéme temps que l'on ne peut avoir A 0
: =L, 3 rieure a la courbe I, et intéri o
ue tér 3 - et celle intérieure 3 ; 'mé
par I, (Z) ne pouvant étre nulles, De plus, si pour r =1, A et
; =1, Ay, =0, puisque F, (Z)
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tend uniformément pour 7 — 1, vers un polyndme-limite Fy, (Z), I'aire intérieure
a T, doit tendre elle-aussi vers zéro, pour r — 1. Ainsi, f(2) transforme |z]|>1
en un domaine dont le complément est un continu borné d’aire nulle, done
sans points intérieurs. On aura alors A, =0 pour » =1 et pour chaque n > (.
Mais les conditions (b) ne deviennent pas toutes des égalités, en méme temps
que les conditions (4). Ainsi, les égalités

(e - > Ny Mg .. Mp WD,lzlz,;;,'fnp # =10
Ty fyceengfly =P
paraissent définir les éléments-frontiere de la famille 2. Plagons-nous dans l'espace
de Hilbert complexe, dont les points (o, oty -y %n - --) qui correspondent aux
fonetions f(z) € = forment un continu compact X", grace & la normalité de
la famille . La convergence de X [on [* pour f (z) € X est assurée par la

=

condition (1). On a, avec la définition connue du produit scalaire
2 — 2w 10 =
]. G TR Uy, ?) 'f & o Bn
) = rei®) g (ret?)db — ki S —_—— = B
0, 9 = 5 | 1CeTE0= Z= N 2 = 2
0 0

et Pon trouve pour aire intérieure & la courbe I

hirinh © 2
i{ 107G te= o)== Zim lanl? g,
= _7.212
Yr
L’identité immédiate (f, g) = =2 (¢ f, 2™ g), ol m est un entier, permet
de donner un sens au produit scalaire (f7 , 2[f7]"), et I'on trouve
tpg = (%, 2[11) = g (s &' 7).
Ceei permet de donmer aux conditions (3) une forme intégrale assez simple,
et qui peut &tre utile pour le caleul :
27': ,
\ Wflz%ti',ﬂ) 0:

2w 2w , ,
S S |11 fa V (fs 1) 1% al zz—f§d91dﬁg> 0,
P
0 0
. T T S TR R M
S SI}’l...[pV(fl,...,prz_gl_flzﬂfz_”@’tgglimz__.dep ~ 0,
0 0 0 53 % . fl. fz fp

On a posé ici zx = 1¢%, fr = f(ee), et V (ug, tg,. .-, up) est le déterminant
de Vandermonde correspondant & ty, Ug,. .. Up-

La détermination de la classe X revient & celle du continu X" dans I'espace
de Hilbert, probleme qui n’est pas résolu. Il nous gsemble probable que la
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Irontiére de ce continu cor i
3 orresponde aux fonctions f pour le iti
! GorTes squelles les '
deviennent toutes des égalités. ¥ ; Ehditens
Remar g iti bdui
g 5 rﬁalquons encore que les conditions (4) se réduisent toutes & des inégalités
nelles en termes finis pour des fonetions de la forme

/@ :Z+214~...+"i,

z?i.

qui ]I(j’u’ent ici le réle des polyndmes univalents de la classe S.
i ,.Aetu’de des fonfztmns de cette forme & I'aide des inégalités (4) présente de
fmtiz}et, étant Elmmee la possibilité d’approcher uniformément & I'aide de teﬂeé
onctions toutes les autres fonctions
5 de la classe 2. Posons, pour termi ¢

notion ) ] : erminer, le problém

suivant: Peut-on déterminer des cl: i S S o )
: s classes de fonctions, appar 3 a

: | fermin ] ions, appartenant & S ou 4 X
‘Elglll)eii(_lallt de N parambtres, exprimables en termes finis, et pour lesquelles les
Ji" G 1(1)'115:. nécessaires I(_zt'sltﬁfls‘fa‘ntes d'univalence se réduisent & un nombre fini
('inégalités en termes finis, reliant ces parambtres?
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METHODES VARTATIONELLES DANS LA THEORIE
DES FONCTIONS UNIVALENTES

PALIY
7. CHARZYNSKI (Lod%)

(CGommunicalion au Congrés des malhémaliciens roumains, Bucares(, mai-fuin 1956)

1. Imtroduetion

Je vais présenter certains résultats de la théorie des fonetions univalentes
Dasés sur les méthodes de variations. Ils coneérnent le probléme connu, des coeffi-
cients, dont je m'occupe avec mon collegue Mr. Jamno ws ki a I'Univer-

gité de L6dz, depuis quelques anmées.
Considérons la famille Fa7 de fonetions de la forme

P2) =242 4 . .7, [ === 1 (1)
nnivalentes et bornées, c.d.d. telles que
F(z) = F (2) sizy 52, et | F (2)| < M pour =
1< M L + oo étant un nombre arbitraive on I'infini.
Prenons un nombre N naturel queleonque et faisons correspondre & chaque
tonetion (1) le point
B = (?\2...,:'\1\:, }Lz...,{J.N), ol A -+ ?:EJL,I,- = A.,‘,- . I = 2 5 ;‘V, (3))
de Uespace euclidien & 2N—2 dimensions. Si la fonetion (1) parcourt la famille
a1, o1 obtient dans Pespace cité un ensemble V" de points (3). Nous I'appellerons
lo. N-iéme région de coefficients, correspondant ala famille Fa. La caractérisation

M) . o
de 'ensemble VY est le probleme fondamental de la théorie.
Poiir I'étudier on peut appliquer la méthode des fonctions extrémales

<1, 2)

comme suit.
On prend une fonction quelconque réelle de variables réelles

H(X27"'1 XN: er ces YN) (4—)
définie dans une région sutfisamment grande et y possédant les derivées partielles
du premier ordre continues, qui me s’annullent nulle part simultanément. On
fait correspondre & ehaque fonetion (1) le nombre réel

Hy=H (X, .., pn) (5)



