_ 6. Relativ la problema construirii diferitelor norme posibile fntr-un
S];}a-{.m w.(-,tori;l,l, se gtie cd ea revine la construetia corpurilor convexe din
X (Arseoh) [3], (Mazur) [4]. Dacd |lz| este o normi, multimea punctelor
@ € X" pentru care |lz| = 1, numitd sfera unitate din A, trebuie gd fie
convexd in X, si admitd ca centru punctul 0 si sii nu treacd prin acest
punct (ciici [|[6]] = 0). Aceste condilii sint necesare si suficiente pentru ca
llz|| & fie o normd, ceea ce rezulti cu usurin{d din axiomele normei.

Ne punem aici intrebarea, dacii intr-un spatiu vectorial X , existil
norme N(xz), care si fie functionale analitice de a, in sfensul Jui A. Taylor
[5], astfel incit si existe diferentiala lui GAteaux : ;

V(i | y — Ni{mp
lim N(z + ey) — N(z) S gy

=0 €

unde e ia valori complexe. Observiim cu usurinti cii :
Niei o norma N(x) nu esle analilici in punciul 0.
Intr-adevir, in caz contrar, se stie cd N(«) ar admite dezvoltarea :

N(@) = Ay +A2) + ... + Aul2) 1 ...,

unde A,() este o functionald polinomiali omogeni de grad n. Am avea,
pentru t > 0, N(l#) = 4o -|-tdy(@) + ... +t"Au(@) + ... =1N(®), de
unde A4, =0, A, =0 pentru » > 2; deci N(z) = Ay (z). Avem ‘nsi
N(@) = N(—a); deci, 4y(€) = Ay(—a) = —4,(a), s5i Ay(2) = 0, N(z) —

_ Originea 0 este deci un punct gingunlar pentru orice normi analitics
N(z). Vomn putea insii construi norme analitice in X — 0, prin dezvoltiri

N(z) = N(zg) + 3N (2052 — %) -+ - .. _}‘—1—{ "Ny ; & — @) -+

"

unde rimine ea termenii dezvoltirii i fie alesi astfel incit toate axiomele

normei 8& fie verificate. O astfel de normi este accea uzitatd in spatiul
1

1
L*. Se constatd cu ugurintd ed |z || —(S (1) ,”’dt)f’ este o funelionalit anali-
1
tied de o, cu exceptia punctului, si avem §, ||z [|=||z||!~? S |@ |2 2ay.

o
De altfel, se gtie cii, in orice punct z, existd derivate la dreapta sila stinga
(Mazur) [4]; existd exemple de norme peste tot neanalitice in X.
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SUR LA S'i‘RUCl‘ﬂRE DES CONDITIONS D’UNIVALENCE D’UNE
FONCTION HOLOMORPHE DANS UN CERCLE

BULL. MATIL de la Soe. Sei. Math. Phys. de la IR 1(49), 3 (1957), 251258

(Communication au Congrés des malhématiciens roumains. Ducares{, mai—juin 1956)

Le probleme des fonctions univalentes dans un domaine & frontiére
circulaire est, parmi les problémes spéeiaux concernant les fonetions ana-
Iytiques, I'un de ceux qui ont suscité de nombreuses recherches dans les
30 dernicres années. Ce probléme se pose de deux maniéres équivalentes,
en partant de 'une ou 'autre des définitions suivantes :

I. Appelons S la classe des fonetions holomorphes et univalentes
dans le cercle-unité, dont le développement est de la forme

o(8) = 18+ @52 e d s el o

IT. Appelons 2 la classe des fonetions holomorphes & extérienr du
cercle-unité, en exceptant le point co yuiest un pole simple, univalentes
pour [z| =1 et de la forme =

On passe de § &4 X, ou inversement, par des transformations sim-
ples, ce qui permet de se borner & 1’é¢tude de 1'une de ces deux classes.
Les propriétés de ces fonctions, connues aujourd'hui, sont assez diverses
et assez nombreuses.

Nous voulons indiquer ici des considérations qui ont permis d’éeriro
les conditions nécessaires et suffisantes gue doivent vérifier les coeffi-
cienbs o« pour que f(z) appartienne & la classe X. Le probléme correspon-
dant pour la classe § se rameéne au précédent, en posant par exemple

Le premier résultal remarquable concernant les coelficients « d’une
fonction de 1a classe X fut le théoréme de I'nire de 1. Bieberbach (1919),

qui s'exprime par l'inégalité

o3
|

(1) Yoo <1,

nool
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Ce résultat permit d’établiv des propriétés fondamentales des fone-
tions de la classe 8, & savoir I'inégalité |a,| < 2 et les théorémes de con-
traction qui jouent un réle dans la théorie de 1'uniformisation.

La condition (1) étant nécessaire pour que f(z) appartienne & la
classe ¥, on se posa naturellement le problénie des conditions nécessaires
et suffisantes pour f(z)e X. Plusieurs méthodes furent employées afin
d’arriver a ces conditions, mais les indgalités obtenues d’abord sont loin
de présenter la simplicité de Pinégalité (1) de Bieberbach. Mentionnons le
travail de Prawitz [1] (1926) ou de nouvelles conditions nécessaires sont
obtenues, grice & une généralisation du procédé de Biberbach, basé sur
le calcul d’une aire. Grunsky [2] (1939) obtient des conditions nécessaires
et sulfisantes d’une forme compliquée et sans analogie avec D'inégalité
(1). Ensuite, G. Golusin [3] (1940) et M. Biernacki [4] (1946), donnent
au théoréme de aire toute son extension, en Pappliguant aux fonctions
p-valentes dans un cercle. Une infinité de nouvelles conditions nécessa-
ires pour f(z) € X apparaissent ainsi, et W. Wolibner [56] (1951) établit
que ces conditions sont aussi suffisantes pour f(z)e Z, sany essayer
d’écrire effectivement les inégalités en question. Iin 1954, j’ai été condnit
[6] & ces conditions par une voie un peu différente, mais basée elle-aussi
sur la généralisation du théoréme de Daive. Les indgalités que J'ai obte-
nues sont analogues & (1), quoique de plus en plus compliquées % mesure
que leur nombre augmente. J’ai cru qu’il peut étre intéressant d’indi-
quer lci Pessentiel sur la structure de ces conditions et sur la maniére
la plus simple qui permet de les obtenir. Soit

une fonction holomorphe pour |z| > 1, sauf au point co. On sait qu'une
telle fonction est toujours univalente dans un domaine [z| > R, pour R
sutfisamment grand. Elle fransforme tout cercle Yr; 18]l =7 > 1 en une
courbe fermée analytique I',, et ce sera une courbe simple pour » > R.
Le principe qui mene a la condition (1) de Bieberbach consiste 2 re-
marquer que l'aire orientée de cette courbe fermée I' sera toujours posi-
tive pour r > 1 si la fonction f(z) appartient 3 la classe X. Nous enien-
dons par aire orientée de I', la valeur de 'intégrale

i g XadY — Ydx
i
b

prise dans le sens qui correspond sur I', au sens positif sur le cercle v, . En
éerivant

N

Sld Y —-YdX :S HZaZ)—= — -J'SZ(IZ = iS‘f z) f(2)dz =

1‘,. Fr Fr l‘r

- S/(‘) f'(2) 40 > 0,

on arrive sans peine & la condition (1) appelée théoréme de aire.
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D’une maniére générale, F' représentant une fonction czntlé‘vre qu_el;j
congue, la fonction I'[f(2)] sera hq]omorphe p()l’lr_ lz] > 1, rsauf gn t]%om
co. Bi f(z) € X, la courbe I', étant simple, donc d'aire ppsuﬁngz F1( /) b1 an‘ﬂ_—
forme cette courbe en une autre courbe fermée analytique I'; d'aire posi-
tive. Tin effet, cette aire est donnée aussi par

SS dX'dY’ = SS | B(Z) )2 dXdY.
() (ry)
Ainsi, pour f(z) e X, la fonetion ¥[f(2)] transforme le cercle v, en

I'y d’aire positive. Il en résulte

= iS F(Z)aTF (Z) > 0.

Iin prenant pour (7)) un polynome quelconque
Z) = aZ + a 2%+ ... + a,Z"
ceci nous donne

}j AoGallny > Oy fpp— —1 SZQG(Z:J)_

pa=1 :
1 r

(est une forme hermitienne qui doit étre positive, d'oit les condi
tions néeessaires pour 'univalence de f(2)

i e Hag

i
| Har Pz Hag

AR

(a1 a2 fras

Tia premicre de ces (‘.(’)11(11‘[71'(311.\‘-\ (qui 5(;}11_, en 1101}11)1‘(:. 711\]E11’1_1),; ‘al_::,?,\'(])u*
py > 0, coincide avec le théoréme de D'aire, et conduit '(\_];‘1 inégalité (1).
Maiz les conditions (3) sont aussi suffisantes pour f(2) € Z. ‘

11 suftit de montrer que si f(2) est holomorphe pour [#] > 1, saul au
point co qui est un pdle simple, et f(z) n’est pas um\f?,len_te pour !zir> i
la forme hermitienne (3) peut prendre des valeurs négatives. Ceci l'es‘l}lte
du fait que si f(z) n’est pas univalente dans [2]| > 1, la courbe I"r’ .1}0%(—1‘.(16
des points multiples pour des valeurs » > 1 ; elle décompose a.101&_. e_])ra.‘]‘l
en un nombre fini de réeions bornées, et parmi ces régions ilya toujours
une, (¢, dont I'aire orientée est négative, 1"ég10¥1._q_m est contigue, E-out l‘c
long d'un arc de courbe, & la région 1111,111'1te.e de;tlule par ['. UJ‘Je._ _H(}t,lno?;
tration rigoureuse de ces propriétés i été donnée Par.Wohbpm [5] (195 ,)
4 'aide de indicatrice de I',. Nous reviendrons & l'instant sur cette dé-
monstration. : 01

Remarquons d’abord que, grice i ces propri¢tés, on 1:)0'111'1&‘(31‘101:?*1'1_-
pour F(Z) un polynéme qui, dans @, a-ppm(_-he:. _um-._cona#an% Jausu
grande que 'on veut, tandis que £(Z) a'p]n'oche €10 da»{_lS les autres 10?,1(,)115
bornées définies par la courbe T',. Ceci est possible grice au fait que 1’on
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peut joindre un point de @ au point co par un chemin qui ne traverse
aucune autre region bornée définie par la courbe I', (M ontel, 1910). Pour
¢e choix du polynéme F(Z) on aura donc

5 SF(Z) A¥(Z) <0
I".
et les conditions (3) ne seront pas véritides, ces conditions étant nécessai ,
res et suffisantes pour la positivité de la forme hermitienne (2). Ainsi,
(3) sont les conditions nécessaires et suffisantes pour I'univalence de J(2)
Voici maintenant la démonstration par laquelle Wolibner établit
les propriétés que nous venons d’utiliser. Désighons par

I(u) = & S dlarg (47 — u)|
2w
Pr

Pindicatrice de la courbe I', au point w. Clest le nombre de tours Gue le
vecteur Z — wu effectue autour du point u lorsque 4 déerit la courbe 13"
dans le sens positif. Soient Dy, 7 = 1,2,.. ., p, les régions bornées simple-
ment connexes définies par I dans le plan (Z), et D, la région ilimitée
extérieure a cette courbe. Désignons par I, la valeur de T (1) pour un point
quelconque de la région D;. On a évidemment [, = 0. De plus, 1 — I(u)
représente le nombre de fois que f(z) prend la valeur u pour |z]| > »,
done 1 — I(u) > 0. Pour le voir, il suffit de considérer un second cercle
Try avee #’ > r, et d'évaluer le nombre des zéros de @) — =0 dans la
conronne (y,, vy :

i Sj_(i& s i 17 g A J'(z) P g d[arg(Z —u)] —

Pour ¢’ suffisasamment grand, la courbe I, sera simple et tournera
une fois autour du point w, done 1 — I(u) donne le nombre des zéros de
J(z) — w = 0 pour |z| > r. Ainsi, I(u) < 1. Les régions 1); pour lesquelles
1 < 0 forment une région unique, d'un seul tenant, puisque ces régions
correspondent aux valeurs w effectivement priges par f(z) pour ";'!L>-;?',
et puisque |¢| > 7 est un domaine connexe. 1l existe donce une 1) gui est
contigué & D, le long d'un arc de T', et pour laquelle /; < 0. En effet, il
existe un I; << 0 puisque f(z) n’est pas univalente dans 2] > »r, done
1 — I(u) > 1 pour des valeurs de w qui remplissent un domaine. Bt si
toutes les régions D; contigués & D, auraient des I, > 0, la région D,
pour laquelle I, = 0 serait sé¢parée des régions négatives (I; < 0), ce qui
confredit la propriété déja établie suivant laquelle toutes les régions of
I; < 0 forment une région unique. Les conditions (3) sont done néce-
ssaires et suffisantes pour f(z)e X.
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I1 reste & faire apparaitre dans ces inégalités les coefficients o, du
développement

o & oL
Z:f(z):z—f——1—|——25—|- -|-—:—|-
z & &
Posons
fj"ﬂl [ee] }'_H?’i b
2 =g Bl LSy z—, BEg=1; B™,=0, p>>wn.
n=—=—m

On a, avec z = re'®, p = min (p, ¢),

: F g i oy =58
I-’-pq:—%g qu(zp,): =L E BIB? g T dz —
& ns=—(p+q) &
Ty r
27
v wie | —° it —s)0 i) P g— 0t
= Y, BB = & db, pp= — 2n Y, nBiBir-2".
nE=—p r r=—p
0

En portant ces expressions dans les conditions (3), et en posant
- (gL g

Bi Bul... By

oS 8,0 S
D‘nllﬂzz.. .?J";; = !

8 S S
Bn':‘B“g ok ,Bni
on {rouve les inégaité en mombre infini

12,044

”IH'.'"'”JJ

] 2 Nty ... Ny |2
(4) (-1p Yy | AEoocr >0, r>1,p=12,...

WMy, ey =—p

1.2(1:1+ v +)|p)

On peut y ajouter n, << n, << ... < 9.

Ces conditions nécessaires el suffisantes pour que f(z) e ¥, sont ana-
logues & la condition (1) de Bieberbach, qui correspond & p = 1, r = 1.
Nous verrons (’ailleurs que 1’on peut mefitre r =1 dans (4), et remplacer
le signe > par >. Mais il peut étre avantageux 'y adjoindre les iné-
galités

Hess Hest P—.tu.
B0, | e bt | >0y, ..

Uus Put Pun

U-.i.\' st
gy, =2l ;

Hes Pt

qui, d’ailleurs, sont des conséquences de (3). On remplace alors (4) par

o : oo My P oieese: Wopl o 58w iy [ : i
(D) (L) E SR . D"l”z--"‘p =00y Tl et SN O,
e e L p2(hit e b ap) ‘ |

les nombres entiers positifs s, s,, . . ., s, élant quelconques, mais distinets,
el vpr == AN (8351 8yt ki 5 185)
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La convergence des séries (4) pour r — 1 résulte du fait que

pap(r = 1) = —2n Y wBLBY

n——p

est une série convergente, car

oo = 2 o0 [=5]
Y, #BIBY < ¥ n|B2[*. Y n| BL?,
Heel n=1 fi==1

tandl‘s.que la convergence des derniéres séries résulte de (5) pour P=tl
En faisant apparaitre les sommes positives

o o Fifaeefp p
Mty | Dun, " 3 |2 1y < mp<< ... <y,

VIJH:",.-.‘ Hp:l

la structure des conditions (5) devient visible. On a

N

A—l 17 112 < 2) *13 < 3 ﬁl' 9 Iro'-l_fz;' t Apg V2 JBEJ”:! +

(6) + (p—1)| B2 P4 .. . |B2 2. .

o Bl T A <y A

Z)

< AL’S? SEE 6‘4]‘. + 34412 —I_ 2“43 + ‘,1‘123 < 6 —I_ '3A12 _}_ BAIS Jrfl'i‘.‘i! v

Remd_l qluons (ILlle 1 egqhté dans 1.’1_111@ des conditions (4) ne peut avoir lieu
que si = 1 et toutes les conditions deviennent des égalités, donce aussi

o0
Y nfow[® =1.
n=1

#2) ;'[I?{n ?ifet, ntl)‘us avons vu que, 8i f(z) e Z, un polynome quelconque
ransforme la courbe I, en une courbe d’aire positive, donnée par

"
tl — Z uif-‘d’i’f‘l‘ﬂ'?! avec ]’”(Z) — H.1Z -"I— =, o —i— (l’-uZ!!
Paa=1

En posant a, =1, on trouve qu'il existe alors un seul polynéme du degré
# qui rend l'aire & minima. En posant ' \

e D B Il!u{ Mag Hog o+ oo Mg
) Ml sin s setn s o
A= 7 Uaol O A 17 =
n H1z Hag Mng a 1(Zy) A Prn—y ton—1 - oy n—y
............. n—1 '
Hin Hon Hewn 770 02, (3L Z"

n

et ’on trouve powr le minimum de 1’aire 4 1a valeur Ceci redonne

o ’ : . !
Ay > 0, done les conditions (3). Mais on voit en méme temps que 1’on

ne peut avoir A== 0 que si 7 = 1, I'aive intérieure i la courbe I, et celle
intérieare & sa transformée par I,(Z) ne pouvant étre nulles. De plus, si
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pour r = 1, A, = 0, puisque &,(Z) tend uniformément pour » — 1, vers
un polynéme-limite F7¥(Z), 1’aire intérieure a I', doit tendre elle aussi vers
zéro, pour r — 1. Aingi, f(#) transforme |2 > 1 en un domaine dont le
complément est un continu borné d’aire nulle, donc sans points inté-
rieurs. On aura alors A,= 0 pour r = 1 et pour chaque n > 0. Mais les
conditions (5) ne deviennent pas toutes des égalités, en méme temps
que les conditions (4). Ainsi, les égalités
oo
(—1)* Yy Nyfip <« »
My My e s ip=—0

paraissent définir les éléments-frontiére de la famille X. Plagons-nous
dans Despace de Hilbert complexe, dont les points (e, oy ..y on...)
qui correspondent aux fonctions f(z) € X forment un continu compact
Y* grace & la normalité de la famille X. La convergence de X |« |* pour
f(z) e Z est assurée par la condition (1). On a, avec la définition connue
du produit scalaire

”ﬁll-}}'?b;:{“”}iJQ =0

27 23 s
1 . . T C’.,uB (16 * O(.nﬁn
= paild il ar » .
(f:- g) in i 0 J(je )g(le )(16_ S ) orn n:'“‘ﬁ,‘? o - pen
i n,p =T P =1
0 0

et P’on trouve pour ’aire intérieure a la courbe I,

o W : 5 o Eal®
i S 1) fE de= () = 12— %, nL22L > 0,
n=1
T,
L’identité immédiate (f, g) = r-2" (2" f, 2" g), o m est un entier,
permet de donner un sens au produit scalaire (f?, z[f*]’), et Pon trouve
toe = (J%, 2LS°1) = a(f", & J*77).

Jeci permet de donner aux conditions (3) une forme intégrale assez

gimple, et qui peut étre utile pour le caleul

iffz"’j_v do > 0,

o W
_‘L"'—_\‘I

s

S Eufu Vi )12, 2 22 40 q0,0,

ho [

A T PR s afedds  l?
oo SV (gl [B o === 22 g0 id by
5 S oo JoV o) 2205 B e,

On a posé ici 2 = re'% , fi = f(a), et V(uy, uy,. . .,1,) est le déter-
minant de Vandermonde correspondant & i, ty, .. ., Up.

La détermination de la classe X revient & celle du continu X* dans
D’espace de Hilbert, probléme gui n’est pas résolu. I1 nous semble probable

d0,>=0.

(=10 Y
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que 1:1‘ Il 0131}1(_-10 (le Ge con Ll 1 “\l { ! b i i I v
G ni co respon [9 WX Ton
: : s l clions ) 11 lP‘( e le'
l@S C‘DD{dl I,JU]_I 5 (4) (le vienn el L tDI lteh‘ (]_Ob- 62 ahtb“o' . j # : 3
]. emar q LLons encor e q 16 l 5 i TiF 4 . 5@ Ie €
i L Sp ik L end e les con ‘I] 110 b ] e & 5
neg &]Jteb T &Ll()]l] elies .l- T T o > ( : ) S dlllbel |1.‘ t( Pllteﬂ L (16.‘:
=) en ernies 1]11]5 I JoNr deﬂ J ong [.“] ons (Ie [Plrc j_.ol me

n

J) et By yte

w AL !
qui J(}U;e'tl(,(li le rdle des polynomes univalents de la classe §
étu lons ) i 7. .
e l’inet é}i?; E%I;ctlons de petbe fornl_e a l'aide des inégalités (4) pré-
e s tellr;q ’fonEcL?iE) 1?01;119«; ]al possibilité d’approcher uniformément
i 5 toutes les autres fonetions d 4
b L olies Tonloy 8 lres tonctions de la classe .
cmsség’dé)ﬁ; c%glu}‘mel, le probléme suivant : Peut-on déterminer dgs'
e 'ons, appartenant & 8 ou & X, dépendant de N parame
res, exprimables en termes finis, of ' : b e
e et L S, et pour lesquelles les conditions néces-
i o 1 alence se réduisent & un nombre fini d’inéga-
‘ermes 1inis, reliant ces paramétres ? :
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L'INTEGRALE DE GAUSS ET I’ANALYSE DES N(EUDS
TRIDIMENSIONNELS

(Rev. Roum. Math. Purcs et Appl., 4, 1959 p. 5- 20)

On doit & Gauss la découverte du premier invariant d’isotopie ?)
relatif & un enlacement de deux courbes fermées de ’espace euclidien tri-
dimensionnel. Les courbes fermées rectifiables €, et €, étant sans point
cotamun, cet invariant est donné par la double intégrale curviligne

1 L g, —@y diy day
K= r S S — |y, — ¥e Ayy AYa | rH=(T— 3+ (1 —¥e)* (21— 2) %
oIl gt | 2, — 2q do dz,
les points M,(a, ¥y 21), M y(, Y3y 2;) parcourant les courbes () et C
respectivement. En désignant par «(M,) une détermination de 'angle
golide sous lequel on voit le contour (/; en se placant en M,, on trouve

TS i S do(,).
47

Cy

I veprésente la varviation, divisée par 4m, de o (M) lorsque M,
parcourt 5, donec I est un nombre entier. C'est un invarianit pour
toute déformation continue des courbes (, et (¢, pendant laquelle
¢, et €, ne se traversent jamais 1'une 'autre, et cette invariance résulte
du fait que [, regardée comme fonction des lignes €, et C;, est continue
par vapport & €, et €, tant que 7y, reste supérieur & un nombre positif
fixe, et du fait que [ ne prend que des valeurs entiéres.

A nofre connaissance, aucun invariant de cette nature n'a été
signalé pour une courbe fermée € unique et, afin d’en obtenir un, nous
avons songé & faire coincider ¢, et €, dans 'invariant I de Gauss. Nous
montrerons ici que I’on obtient ainsi un invariant d’isotopie attachd
3 une courbe fermée (! de 1'espace, et que cet invariant n’est pas banal,
c'est-i-dire qu'il n’est pas nul pour toute courbe fermée €. Examinons
d’abord 1a double intégrale curviligne

‘ ; 1|2 2 21wy
(1) J = = g =i M5y e yi Ya | dhdy
ir o Tll:?, ¥ ’
zé ey B &y

1) Denx courbes fermés de Vespace, € et €, sans poinls multiples, sont isolopes s'il
existe une-déformation continue de € en Cj, pendant laquelle la courbe déformée n’acquiert
jamais de: point multiple, [.’isotople est une relation d'équivalence qui permet de partager 1'en-
semble des courbes sans points multiples en elosses d'isolopie qu’il s'agit de caractériser par
une suite d'invariants d'isolopie. Un probléme analogue se pos¢ pour les enlacements de deux
ou plusieurs courbes fermées sans points eommuns deux 4 deux. On appelle roeud toule courbe

fesnde sans peints multiples. -
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