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On étudie les classes d’isotopie des noeuds et leurs approximations par des
noeuds algébriques. On construit certains invariants d’isotopie, exprimés par
des intégrales curvilignes dans lesquelles figurent la courbure et la torsion aux
points de la courbe représentant le noeud.

On sait que le probléme de la classification des noeuds (courbes fermées sans points
multiples dans I'espace tridimensionnel) au point de vue de P’isotopie est loin d’étre
¢puisé. Quelques difficultés apparaissent déja quand on essaie de préciser la définition
des noeuds isotopes conformément aux données de I'intuition géométrique, et ces
difficultés sont dues a la trop grande diversité de formes spatiales qu’offre la notion de
courbe fermée simple (sans points multiples). On a évité ces difficultés en admettant
comme représentants des classes de noeuds des contours polygonaux simples & un
nombre fini de cotés, et cette méthode (voir [1]) a conduit & des résultats importants,
quoique incomplets.

Le nombre des classes d’isotopie distinctes étant infini, la classification des noeuds
exige la connaissance d’une suite infinie d’invariants, calculables dans chaque cas
particulier, dont les valeurs puissent caractériser chaque classe d’isotopie, en formant
ainsi un systéme complet d’invariants d’isotopie. Ce probléme n’est pas résolu.

Dans ce travail, nous essayons de construire une théorie des noeuds en prenant
comme représentants des classes d’isotopie, a la place des contours polygonaux, des
courbes fermées C simples et lisses (ayant en chaque point une tangente qui varie
contindment le long de la courbe). En admettant I’existence et la continuité des déri-
vées des cordonnées jusqu’a I'ordre 3, ou >3, nous avons la possibilité d’utiliser les
invariants différentiels (courbure et torsion) attachés i la courbe; malgré leur caractére
local, nous verrons que le comportement de ces invariants joue un réle dans I'étude
de la déformation isotope. Nous aboutissons a la formation d’invariants d’isotopie
d’ordre 2 et 3, exprimables par des intégrales curvilignes étendues & C, dans lesquelles
figurent la courbure et la torsion, g(s) et (s), aux points de C.

Commengons par préciser les notions fondamentales dont nous aurons & faire
usage.
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1. LES CLASSES D’ISOTOPIE ET LEURS REPRESENTANTS ALGEBRIQUES

1. Noeuds. Déformation isotope. Nous appelons noeud toute courbe fermée simple
C, orientée, ayant en chaque point une tangente qui varie continfiment (en direction et
sens) en fonction de I'arc s. Ceci exclut la présence des points anguleux ou de rebrous-
sement.

Passons a la définition de la déformation isotope. 1l est naturel d’appeler ainsi toute
déformation continue pendant laquelle la courbe C reste un noeud (ce qui empéche
que la courbe se traverse elle-méme). Mais on constate ([2], p. 323) que, avec cette
définition, tous les noeuds sont isotopes entre eux, et le probléme de la classification
est sans objet. En effet, chaque noeud peut étre déformé continfiment, sans qu’il se
traverse lui-méme, de maniére 4 coincider finalement avec un cercle. En supposant le
noeud matérialisé par un fil inextensible, il suffit de saisir le fil en deux points trés
rapprochés, par les deux mains, puis d’éloigner les mains en laissant glisser le fil; I'une
des deux branches de fil joignant les mains deviendra rectiligne, tandis que le noeud
existant sur ’autre pourra étre obligé 4 se resserrer indéfiniment autour d’un point.
Cette opération correspond & une déformation continue en un cercle, pendant la-
quelle le noeud ne se traverse pas lui-méme. On évite cette possibilité, qui entraine la
fusion des classes d’isotopie en une seule, en imposant a nos déformations des restric-
tions supplémentaires. Les restrictions que nous imposons ici nous paraissent assez
naturelles, et sans doute il est important de savoir si elles suffisent pour assurer I’exis-
tence des classes d’isotopie, question a laquelle nous répondons affirmativement,

Clx(1), (1), z(1)] et Cy[x4(1), v4(¢), z4(£)], 0 £ ¢t £ T, étant deux noeuds, une
déformation continue de C en C, s’écrit

X=X(tA), Y=Y, Z=24), 1e[0,1]

les fonctions X, Y, Z étant continues en (1, A) dans le rectangle ¢ € [0, T], A€ [0, 1], et
telles que X(1, 0) = x(1), X(1, 1) = x,(1), etc. Nous désignerons par C, la courbe
fermée correspondant a 1 = const, ¢t € [0, T], et nous appellerons trajectoire toute
courbe t = const, Ae [0, 1], décrite par un point de C pendant la déformation.
Appelons déformation isotope une déformation de cette nature, telle que pour

chaque A = const la courbe C,(X, Y, Z) soit un noeud, et que les tangentes a C, va-

0X aY 0Z

rient continfiment pendant la déformation. Ceci revient 2 admettre que 6—, 5—, 6_
1 & I

sont des fonctions continues de (1, 1) dans le rectangle ¢ € [0, T], A€ [0, 1].

Deux noeuds seront dits isotopes s’il existe une déformation isotope de I’'un dans
Pautre. On voit sans peine que I'isotopie est une relation d’équivalence. (Avec cette
définition de l'isotopie, la difficulté signalée par MM. SEIFERT-THRELFALL se trouve
éloignée, car, dans I’exemple du noeud que I’on ,,concentre* en un point, il est clair
que les tangentes au noeud, dans la région soumise a cette concentration, ne tendent

pas toutes vers une direction unique.)
Nous aurons aussi & considérer, dans ce qui suit, des noeuds lisses d’ordre 2. Nous

589




appelons ainsi un noeud pour lequel x(z), y(1), z(t) ont partout des dérivées continues
jusqu’a I'ordre 2, la courbe ayant en chaque point une courbure g qui est une fonction
continue de 'arc s. Ceci exclut les points & courbure infinie, qu’on peut appeler des
pics. Ces points ne sont pas nécessairement des points de rebroussement. (Exemple:
La développante

i T 1 o B skt o t
6 31+ 2 3 314 ¢

passant par I'origine, de la courbe x = %, y = ¢*; I'origine est un point & courbure

infinie, malgré la continuité des dérivées premiéres et secondes de X et Y.) Nous

aurons également 'occasion d’envisager des noeuds lisses d’ordre n, pour lesquels

n—2 n—3

X, ¥, z ont des dérivées continues jusqu’a I'ordre n, et g, 7, d_g, E §aag Q_Q’ 4
ds’ ds’ R A

étant continues le long de la courbe. Nous appelons déformation isotope d’ordre n

une déformation isotope telle que C, soit un noeud lisse d’ordre n, pour chaque

d d? %

Ae[0,1], et que g, 7, d—g, e d"_ relatives & C, soient des fonctions continues de

s s

(, 2) dans le rectangle ¢ € [0, T], 1€ [0, 1].

UL

2. Déformation continue d’ordre 1. Déformation isométrique. Appelons défor-
mation continue d’ordre 1 une déformation (C;) de Cy en C; telle que X(t, 4),

d d
aX(r, A, Y(t,2), % Y(1, 1), Z(t, 4), gl(t, A) sont continues en (1, A) dans le

rectangle t € [0, T, A€ [0, 1]. Ceci n’exclut pas I'existence de points multiples ou de
rebroussement sur C,, pour certaines valeurs de 4, autres que 0 ou 1; une telle défor-
mation n’est donc pas isotope, en général. L’arc sur la courbe C, est donné par

s(t, ) = f [@f) N (6;:) ; (Z—Zt’)z]* ar, o(T,4) = L(J).

) ds ;
On voit que s et = sont continues en (%, 4), et L(4), longueur de la courbe C,, est
t

continue en A. En posant
= = = 2n
(1) X=—X(@t21), Y=—"Yt,AD, Z="12Z014
(. 0.2), 7= 75200
on obtient une famille de courbes C, ayant toutes la longueur 27, Iarc sur C, étant

2n
§ = ——s(t, 4). Un changement de paramétre, t = ¢(t', ), olt ¢ et Z—(psont continues
t

L(2)
en (', 1), ¢ étant croissante avec ¢/, transforme la déformation X, Y, Z en une autre,
continue d’ordre 1, pour laquelle les courbes C, resteront inchangées, les trajectoires
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seules étant modifiées. Tirons alors ¢ = ¢(§, A)de § = % s(t, 2) et introduisons dans

(1). On obtient une déformation continue d’ordre 1

X =XEDe X=Y32),  Z=2ZE1)
de C, en C,, qui conserve la longueur d’un arc quelconque pris sur C,; cela signifie
que deux trajectoires quelconques interceptent sur C, un arc dont la longueur est
indépendante de A.

11 est clair que toute homothétie de C est une déformation continue d’ordre 1, et
méme une déformation isotope lorsque C est un noeud. Ainsi, & chaque couple de
noeuds reliés par une déformation continue d’ordre 1 on peut faire correspondre deux
noeuds de méme longueur 27, homothétiques respectivement aux noeuds initialement
donnés, que 'on peut déformer isométriquement I'un dans 'autre. On a I’énoncé:

Toute déformation continue d’ordre 1 peut étre remplacée par une déformation
isoméirique continue d’ordre 1, précédée et suivie d’homothéties. Lorsque C, et C,
sont isotopes, nous obtenons I’énoncé:

Toute déformation isotope peut étre remplacée par une déformation isométrique
et isotope, précédée et suivie par des homothéties.

On voit donc que, dans ’étude des déformations, isotopes ou seulement continues
d’ordre 1, on peut se borner au cas des déformations isométriques, sans perdre la
généralité.

3. Fonction discriminante. Valeurs critiques. Lorsqu’il s’agit d’exprimer analyti-
quement le fait qu’une courbe fermée C, lisse d’ordre 1, est un noeud, il est utile
d’employer la fonction

®(s, s") = [x(s) x(s ):| , Os,s)=1.

Ici, le symbéle S indique une somme de 3 termes, le second et le troisiéme s’obtenant
par remplacement de x par y, puis par z, dans le terme déja écrit. Alors:

Pour que la courbe fermée C, lisse d’ordre 1, soit un noeud, il faut et il suffit

qu’il existe un nombre a > 0 tel que '
®(s,s) = a, se[0,2n], s €[0,2n].

En effet, si C est un noeud, la fonction @ est continue dans le carré K: s € [0, 2r],
' €[0, 2r]. C’est évident pour s =+ s. Pour s’ = s, on peut, grice & nos hypothéses,
appliquer le théoréme des accroissements finis aux trois rapports qui figurent dans @.
On a

x(u) — x(v) = (u — w) x"(uy), wuye(u,u);
u—s, u-os, u—>s, x(u)—>x(s).

On a S[x'(s)]* = 1, C n’ayant pas de points de rebroussement. D’ailleurs (s, s') =
= 0, et, C n’ayant pas de point multiple, &(s, s') ne s’annule pas dans K, donc
®(s,s') =2 a > 0.
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Réciproquement, si a existe, C ne posséde aucun point multiple ou de rebrousse-

ment, donc C est un noeud.
Considérons maintenant une déformation continue d’ordre 1, (C,), et attachons-lui

la fonction discriminante

(s, s, 1) = § I:X(S’ ) : SX:(S” A):r y B(s, s A)=1.

On voit alors que:
Pour que la déformation (C,), continue d’ordre I, soit isotope, il faut et il suffit

- i &(s,s’, ) za>0, se[0,2n], s'e[0,2n], Ae[0,1].

Ce critére nous permettra de démontrer, dans la suite, certains théorémes d’appro-
ximation. :

Si(C,) n’est pas une déformation isotope, la courbe C, présente des points multiples
ou de rebroussement, pour certaines valeurs de A que nous appelons valeurs critiques
de la déformation (C;). Si 4, est une valeur critique, @(s, s’, 1,) s’annule en certains
points du carré K.

Si A, n’est pas une valeur critique, on a ®(s, s, 4;) = a; > 0 dans K, C,, est un
noeud, et il existe un voisinage de 1; pour lequel C, est encore un noeud. Les valeurs
non-critiques de A forment done un ensemble ouvert sur [0, 1], et 'ensemble des valeurs
critiques est fermé. Dans chaque intervalle contigu & cet ensemble, la déformation
(C;) est isotope. On peut encore énoncer:

Toute déformation (C,) continue d’ordre 1 d’un noeud C, est isotope pour A
suffisamment petit, 0 = 1 < A,.

4. Classes d’isotopie. L’isotopie étant une relation d’équivalence, elle partage
I’ensemble des noeuds en classes d’isotopie.

D’autre part, une autre définition des classes d’isotopie, que nous avons déja
mentionnée ([1], p. 3), a été donnée relativement aux neouds qui sont des contours
polygonaux fermés et simples, que nous appellerons noeuds polygonaux; suivant
K. REIDEMEISTER, deux noeuds polygonaux sont isotopes si I'un d’eux résulte de
’autre par I'application des opérations A et A’ (M; et M;,, étant deux sommets
consécutifs du noeud, et P un point non situé sur le noeud et-tel que ’aire du triangle
M PM,, , n’ait en commun avec le noeud que le coté M M, , , 'opération A consiste
a remplacer sur le noeud le ¢6té MM, , par le contour M PM;,,; A’ est 'inverse de
Popération A). Nous dirons que deux noeuds polygonaux sont isotopes (A) si I'un
d’eux résulte de 'autre par I'application, répétée un nombre fini de fois, des opérations
A et A'. La relation d’isotopie (A) partage ’ensemble des noeuds polygonaux en 1y pes
de noeuds polygonaux, suivant la terminologie adoptée. Nous désignerons par [I7] le
type (ou classe d’isotopie (A)) qui contient le noeud polygonal I7.

Or, les noeuds polygonaux n’étant pas des noeuds dans notre acception, nos
classes d’isotopie n’ont, au premier abord, rien de commun avec les types. Mais nous

montrerons que:
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A) Les types de noeuds polygonaux et les classes d’isotopie se correspondent d’une
maniére biunivoque, et peuvent donc étre identifiés deux & deux. Nous démontrerons,
a cet effet, les théorémes suivants:

B) A chaque type [II] il correspond une classe d’isotopie et une seule.
C) A chaque classe d’isotopie il correspond un type [11] et un seul.

La correspondance a établir entre les types de noeuds polygonaux et les classes de
noeuds lisses s’impose d’elle méme.

En effet, quoique un noeud polygonal ne soit pas un noeud lisse, puisque en chaque
sommet la tangente fait défaut, a chaque noeud polygonal on peut faire correspondre
des noeuds lisses, en arrondissant convenablement ses sommets,

AB et AC étant deux cotés consécutifs du noeud polygonal IT, menons un arc de
cercle PQ tangenten Pa ABeten Q & AC, et tel que I'aire du triangle curviligne PO A
n’ait en commun avec I7 que les segments AP et AQ. Désignons par (*) "opération qui
consiste a remplacer sur II le contour PAQ par I'arc de cercle PQ. En appliquant
I'opération (*) a chaque sommet de I7, on obtient des noeuds IT* en nombre infini, puis-
que les rayons des arcs de cercle utilisés & chaque opération () restent arbitraires entre
O et une certaine limite supérieure positive. On voit facilement que:

D) Deux noeuds IT§ et IT5 déduits du noeud polygonal IT par des opérations (*
sont isotopes.

En effet, IT} et IT} ne différent qu’au voisinage des sommets de I1. Si P,Q; et P,0,
sont les arcs de cercle utilisés en appliquant (*) au sommet A4 de IT, on aménera P,0,
sur P; Q4 par une homothétie de centre 4, accompagné d’une dilatation (ou contrac-
tion) linéaire des cotés rectilignes qui prolongent P,Q, sur IT¥, ce qui constitue
visiblement une déformation isotope de I7% en un noeud qui ne différe plus de it
qu’au voisinage des sommets autres que 4. En reprenant "opération pour les sommets
restants, on finira par obtenir une déformation isotope de IT§ en IT%.

IT étant un noeud polygonal, nous dirons que un noeud C appartient a la classe (IT)
si C est isotope & un noeud /7* (donc a tous les noeuds IT* déduits de IT par I'opération
(*))- Quel que soit 7, la classe (IT) n’est pas vide, puisqu’elle contient au moins les
noeuds IT*, De cette maniére, 4 chaque noeud polygonal I se trouve attaché un type
[11] et une classe d’isotopie (). Mais

E) La classe (IT) ne dépend pas du choix de IT dans sa classe [11].

Il s’agit de vérifier que siIT, résulte de IT par une opération A, IT* et I1% sont isotopes.
Il suffit pour cela de construire une déformation convenable de IT# en IT%, et nous
croyons que notre figure 1 présente assez clairement une construction de cette nature.
On en conclut que & chaque type [IT] il correspond une classe (IT) au moins. Mais cette
classe (IT) est unique, car, si C et C, sont isotopes a IT*, C et C, sont isotopes entre eux,
et appartiennent donc & une méme classe (7).

Ainsi, B) est démontré.
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11 nous reste & démontrer le théoréme C) et

F) Chaque noeud C appartient effectivement & une seule classe ().

A cet effet, nous ferons usage des lemmes suivants:

1. AB étant un arc de courbe lisse et tel que 'angle de deux tangentes (orientées

dans le sens AB) quelconquies @ AB est = ¢ < %n.
1°. Larc AB coupe toute sphére ayant son centre sur AB en deux points au plus.
2°. a et b étant deux points de AB, chaque tangente en un point de I'arc ab fait

avec la corde ab un angle = 2e.

Fig. 1.

1°. Par le centre a de la sphére menons,le plan normal a I'arc AB. On voit que 'arc
aB tout entier est intérieur au céne ayant son sommet en a, son axe coincidant avec la
tangente en a 4 AB, et son demi-angle au sommet étant . En effet, en prenant cette

tangente pour 1’axe des x, et 'origine en a, on a

X > cosg, X >scCose=aM .cose, = =coseg,
ds aM
M étant un point d’abscisse x pris sur I'arc 4B, et s la longueur de I'arc aM. Dgs lors,
si 'arc aB coupait la calotte sphérique découpée par ce cne en plus d’un point, il
existerait sur I’arc aB un point ol la tangente ferait avec la tangente en O un angle
> in, ce qui est contradictoire.

2°. Toute corde ab, avec b € aB, étant intérieure au cdne déja utilisé, la tangente
en g fait avec la corde ab un angle < &. Toute autre tangente a 'arc ab fait avec la
tangente en a un angle < ¢, donc elle fait avec la corde ab un angle = 2.

II. C étant un noeud et & étant donné, 0 < e < éﬂ:, il existe un nombre fini
R,(C) > 0 tel que:

1°. Toute sphére de rayon < RE(C), ayant son centre sur C, coupe C en deux

points exactement.
2°. AB étant Uarc de C intérieur & une telle sphére, deux tangentes quelconques

a AB font un angle <e.

594

e

3°. Quel que soit r > R(C), il existe une sphére de rayon r, ayant son centre sur C,
qui ne jouit pas de Pune au moins des propriétés 1° ou 2°.

Désignons par u(s,, s,) I'angle formé par deux tangentes & C aux points M(s,) et
M(s;)- On a cosu = aya, + f1f; + v,7, avec a; = afs,), etc., donc u est une
fonction continue de (sy, s,) dans le carré s, € [0, L], s, € [0, L]. De plus, u(s, 8) = D0;
donc u(s, 52) < & pour |s; — s,| < &, avec §, > 0. Soit S(s) une sphére de centre
M(s) € C, M(s,) le premier point d’intersection de C avec S(s) et M(s,) le dernier de
ces points (dans le sens des s croissants). Nous appellerons M(s,) et M(s,) points
extrémes d’intersection de C avec S(s). Il suffit que & < in, [s; — s3] < &, pour que
u(s, 82) < &, et C rencontre alors S(s) en deux points exactement, conformément au
lemme précédent. Mais on a s, — s; < §, dés que le rayon de S(s) est inférieur 2 un
nombre h, > 0; car, si un tel nombre n’existait pas, on pourrait trouver les suites
{s.} et {R,} avec R, — 0, n — 0, de maniére que la sphére S(s,) de rayon R, rencontre
C aux points extrémes M(s,) et M(s;) avec s, — s, = &,. De {s,} on peut extraire une
suite partielle {s, } telle que s, — so, 5", = sg, st — sg pour k =0, et ’on aura en-
core so = 5o = Sg, S — 8o = d,. Or, la courbe C étant simple, la corde qui joint
M(s) & M(sg) a une longueur I non nulle. La corde M(s,,) M(s.,,) a donc une longueur
> 4l pour k > ko, ce qui est contradictoire puisque cette méme longueur est < 2R, ,
et R,, — 0 pour k —oo0. En somme, il existe , > 0 tel que toute sphére centrée en un
point de C et de rayon < h, jouit des propriétés 1° et 2°. Soit R, la borne supérieure
des nombres H, tels que toute sphére centrée en un point de C et de rayon < H,
jouisse des propriétés 1° et 2°. On a H, = h, > 0, donc R, > 0. D’ailleurs, R, est fini,
car, le nocud C étant a distance finie, toute sphére centrée en un point de C, de rayon
assez grand, contient C a son intérieur et ne jouit donc pas de la propriété 1°. L’exis-
tence du nombre R,(C) est ainsi établie.

1:[[. C étant un noeud, et 0 < ¢ < %n, on peut choisir sur C un nombre fini de
points My = M(s;),i = 1,2, ..., 8 < S;41, 8,45 = 8; + L(L = longueur de C), suffi-
samment rapprochés, de maniére que:

1°. Les cordes M;M,,,, i = 1,2, ... forment un noeud polygonal dont tous les
angles sont inférieurs @ 2¢ (nous entendons par angle au sommet M, PPangle des
vecteurs M, M; et M;M,,,).

2°. Le plan normal a un cété M;M,,  en un point quelconque p de ce c6té coupe
Parc de courbe C(MEM:-H) en un seul point v, et les segments pv forment une bande
de surface réglée (étranglée aux points M ;) qui n’a pas de points multiples.

Partageons C en N arcs égaux, par les points M; = M(s,-), avec ;4 — §; =1 =
= L/N, et prenons N assez grand pour que < $R,(C). Soit S,(s,) la sphére de rayon
7, centrée en M;. Alors C coupe S,f,(s,-) en deux points, et deux tangentes quelconques
fil’arc de C intérieur a cette sphére font un angle < &. Les points M i~y et M, sont
intérieurs & S,(s;), tandis que les autres points M 5 i = jl = 2, lui sont extérieurs; il
suffit d’envisager les points M pJ=1i+2,..,i+ pquisuivent M,,, (dans le sens
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des s croissants) et sont strictement intérieurs 4 la sphére S(s;) de rayon R,(C), centrée
en M ; en désignant par [; la longueur de la corde M;M ;, on a, avec j > i,

1y 1
(j—i)n=sj~si=f dl éJ‘r a_ _ ’
o0 COS @ o COSe cCcose
(—i)ncose <1, < (j—i)n,

¢ étant 'angle de la tangente en un point de ’arc M ;M ; avec sa corde. Or, @ < g,
cos & > %\/5, donc I; = ¢ \/3—’ dés que j — i > 1. Un calcul analogue montre que les
points M;, i — g £ j £ i — 2, qui précédent M,_, et sont strictement intérieurs a la
sphére S(s;), sont aussi extérieurs & S)(s;). En somme, M;_,, M;, M; ., sont les seuls
points M intérieurs & S;(s;) (ou situés sur la surface de cette sphere, M, excepté).
(V. Fig. 2.) !

Ensuite, les cotés M;_ M, et M ;M , font avec la tangente & C en M; des angles
<. Donc I'angle de ces cotés est < 2e, et ceci a lieu pour chaque i. Considérons le
demi-cone de sommet M;, demi-angle au sommet g, ayant pour axe la tangente & C en
M, et contenant M, , & son intérieur. Soit D, le domaine que I’on obtient en coupant
ce demi-cdne par la sphére de centre M;, passant par M;,,. Alors D; contient I’arc
C(MM,, ) et sa corde, et, étant un domaine convexe, il contient aussi la bande de
surface réglée générée par les segments uv, avec pe M;M,, ;.

De méme, considérons le demi-céne de sommet M ;, opposé a celui que nous venons
de considérer, et soit D}le domaine commun a ce demi-cone et a la sphére de centre M,
passant par M,_;. Alors Dj contient C(M;_{M,) et sa corde, donc aussi la bande de
surface réglée correspondante. Or, D, et Dj étant disjoints, on voit que les bandes de
surface réglée correspondant & deux cotés consécutifs n’ont en commun que le sommet
commun 2 ces cotés. D’ailleurs, D; et Dj sont intérieurs a S,(s;).

La tangente & C en M, fait avec toute tangente & C(M; M, ,) un angle <e. Toute
corde ab ayant ses extrémités sur cet arc fait avec la tangente 4 C en @ un angle <g;
donc ab fait avec la tangente en M, un angle <2¢, donc chaque c6té M;M;, ,i + 1 =
<j £ i+ p — 1fait avec cette tangente un angle <2e. De méme, la tangente & C en
M; fait avec M;M; un angle <2e. L’arc C(M;M;,,) et sa corde sont intérieurs au
demi-cone de sommet M ;, demi-angle au sommet &, ayant pour axe la tangente a C
en M, et contenant M, ; & son intérieur. Si 3¢ < i, le domaine intérieur a ce demi-
cdne n’a pas de point commun avec I'intérieur de la sphére de centre M; passant par
M ;. La sphére de centre M, passant par M, ,, coupe dans ce demi-céne un domaine
convexe qui contient- C(M ;M) et sa corde, donc aussi toute la bande de surface
réglée formée par les segments puv avec pe M;M;, . Pour j = i + 1, on voit que ce
domaine ne coupe ni Dy, ni D}, Pouri + 2 < j =i + p — 1, ce domaine est entiére-
ment extérieur  la sphére de centre M; passant par M;; on voit donc que, pour i +
+1<j<i+p-1, M;M;,, nerencontre ni M;M;,, ni M;_;M,, qui sont inté-
rieurs a cette sphére, et 'on peut en dire autant de la bande de surface réglée pv cor-
respondant & M ;M. , et celle qui correspond & M;M ., et M;_ M. Soient M;_, ...,
M;_, les sommets qui précédent M, et sont intérieurs & la sphére S(s;). Le méme
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raisonnement montre que, pour i — g < j < i — 2, M;M j+1 €t la bande de surface
réglée correspondante ne rencontrent pas M,_, M, et M;M i+1» €t les bandes corres-
pondantes. Pour les autres valeurs de j, une extrémité de M M ;.4 au moins est exté-
rieure & S(s;), ou située sur S(s;), Iautre est toujours extérieure a la sphére S;(s;) de
rayon 1R,(C). On voit donc que I'arc C(M;Mj,,) et sa corde sont intérieu;s ala
sphére S,(s;) de rayon $R,(C), ayant son centre en M, la distance M,M; étant
> R,(C). Les sphéres S,(s;) et S;(s;) sont donc disjointes, et la bande de susface réglée
correspondant a C(M ;» M) ne peut rencontrer la bande analogue correspondant
4 C(M, M;4,), pour |i — j| = 2. Il est clair que chaque pareille bande est dépourvue
de points multiples, et notre lemme est établi.

]
1/
(i)
W
1]
Wl
'3
Fig. 2. Fig. 3.

Montrons maintenant que:

G) Chagque noeud C appartient @ une classe (I7) au moins.

Construisons un noeud polygonal IT inscrit & C, conformément au lemme III. Sur
chaque segment uv, orthogonal & MM, , et s’appuyant sur C, construisons le point
P; qui partage le segment uv dans le rapport A.

Lorsque p varie sur M, M, 4, le point P, décrit un arc de courbe lisse K My, M, 1)
d’extrémités M, et M, ,, et sans points multiples. Ces arcs forment une courbe fermée
K}, lisse a I'exception des points M. La courbe K est simple, puisque deux arcs
Ky(M;, M;,) ne peuvent avoir un point commun, conformément au lemme IIL
Enfermons maintenant chaque sommet M, dans un voisinage sphérique, et choisissons
ces volsinages assez petits pour qu’ils soient disjoints deux a deux. A intérieur du voi-
sinage de M, tragons un arc de cercle P,Q; tangent aux cotés M,_ M, et M;M,, ,, de
maniér\f: que les points v' et v* de C, qui se projettent orthogonalement en P, et oF
respectivement, soient aussi intérieurs au méme voisinage. Nous modifierons la courbe
K; au voisinage de M; de maniére & arrondir son point anguleux M, Soit O;
le c_et.ltre du cercle P,Q;. u étant un point du segment M;Q; et v son correspondant sur
C, joignons i & 0, et soit ¢ le point de rencontre de 10, avec I'arc P;Q;. Remplagons
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le-segment pv par ov et le point P, par P, qui partage le segment ov dans le rapport 4.
En opérant de méme pour les points p pris sur P;M, on remplace la bande de surface
réglée par une autre qui n’est pius étranglée en M, et la courbe K, ainsi modifi¢e n’a
plus de point anguleux en M. En répétant cette construction au voisinage de chaque
sommet M;, on obtient K, qui est un noeud pour chaque 1 € [0, 1]. On a d’ailleurs
K, = C, K, = IT*, et (K,) représente bien une déformation isotope de C en IT*,

donc le théoréme est établi. V. Fig. 3.
_Afin d’obtenir les théorémes C) et F), nous aurons a appliquer le nouveau lemme

suivant:
V. (Cy), 2€]0, 1] étant une déformation isotope, R(C,) a un minimum positif

par rapport a A, RY mfR (€ > 0

En admettant le contralre il existerait une suite {4,} telle quc R(C,;)— 0, n s,
Nous pouvons supposer A, — Ao. Pour chaque 4, on peut trouver s, et une sphére o,
centrée au point M(s,) de C;, de rayon r, > R,(C;, ), avec r, = 0, n — 0o, telle que
I’'une au moins des deux circonstances suivantes soit réalisée: 1°. C, coupe g, en plus
de deux points, ou bien 2°. C,_ coupe g, en deux points a,, b,, mais sur l’arc a,b, il
existe un couple de points a,, b, dont les tangentes a C; font un angle =e&. En passant
a une suite partielle de {4,}, on est ramené au cas ol I'une de ces possibilités est
réalisée pour chaque A,. Dans le cas 1°, il existe sur C,, un point ol la tangente fait
avec la tangente en M(s,) un angle >3m. Pour n — oo, ces tangentes ne peuvent tendre
les deux vers la tangente en M(so) & C;,, avec 5, = lim s,, 4, = lim ,, ce qui est con-
tradictoire, (C;) étant une déformation isotope. Dans le cas 2°, a, et b, tendent aussi
vers M(s,), de méme que a, et b, et 'on voit encore que les tangentes & C,_ en ces
pomts qui font un angle =¢, ne peuvent tendre les deux vers la tangente en M(so)

o

Le nombre R* jouit évidemment de la propriété suivante:

Toute sphére de rayon <R, ayant son centre sur un noeud C,, coupe C, en deux
points exactement, et, sur Uarc de C; intérieur a cetle sphére, les tangentes en deux
points quelcongues font un angle <e. '

Passons 4 la démonstration du théoréme C).

A chaque classe (IT) il correspond une classe [IT] et une seule.

Cet énoncé équivaut au suivant:
H) SiII* et IT} sont isotopes, les noeuds polygonaux II et II sont isotopes (A).
De plus, de G) et H) le théoréme F) résulte aussi, et de cette maniére le théoréme A)

sera établi.

Pour démontrer H), il suffira de construire une suite finie de noeuds polygonaux
permettant de passer de IT 2 I, par les opérations A et A, Les noeuds IT* et IT} atta-
chés 4 IT et IT, peuvent étre construits d’une infinité de maniéres, comme nous I'avons
déja remarqué. Nous construirons IT* a partir de IT comme suit: Enfermons chaque

sommet M; et IT dans un voisinage sphérique V(M) tel que I'intérieur de cette sphére

598

F‘;

p'ait en commun avec IT que les points situés sur deux de ses rayons. Prenons les
rayons de ces sphéres assez petits pour qu’elles soient disjointes deux a deux En appli-
quant I'opération (*) au sommet M, nous pourrons arrondir ce sommet par un arc
de cercle P;Q; intérieur au voisinage V(M ) Nous observerons cette condition pour
chague sommet M; de IT, et de méme en passant de IT, a IT*,

La déformation isotope reliant IT* & IT% peut étre remplacée par une déformation
isotope et isométrique, précédée et suivie d’homothéties. Il suffit de démontrer le
théoréme dans le cas d’une déformation isotope et iso-
métrique. En effet, on voit facilement que si deux noeuds
polygonaux sont homothétiques, ils sont isotopes (A); car,
siIT est homothétique 4 IT dans le rapport k, on pourra con-
struire une suite finie de noeuds polygonaux intermédiaires,
homothétiques a I1, deux tels noeuds consécutifs étant sans
point commun. On peut alors, par application des opérati-
ons A et A’, établir P’isotopie (A) de deux noeuds consécutifs,
donc de IT et I1. Ainsi, nous pouvons nous placer dans i hy-
pothése d’une déformation isotope et isométrique reliant IT*
et IT7. ' . |

La longueur commune des courbes C, étant égale a 2,
partageons cet intervalle en N intervalles é €gaux, par les points
M(s;), Si+1 — 8; = 1 = 2n/N, et prenons N assez grand pour
que n < R} Soit S)(s,) la sphére de rayon #, centrée sur
M; = M(s;). La courbe C, coupe S;(s;) en deux points, et
deux tangentes quelconques a I'arc de C, intérieur a cette
sphére font un angle <e. Les points M;_, et M,,, sont intérieurs a Sy(s),
tandis que les autres points M;, |i — j| = 2 qui sont intérieurs a ]a sphére S(s)
de rayon R,(C,), centrée en M,, lui sont extérieurs, En prenant & < Gn, les points
M3, ..., My, qui suivent M, et sont intérieurs  la sphére S(s;), de méme que les
points M i—g» +-+» M;_5 qui précédent M;_, et se trouvent dans S(s) sont extérleurs
a 8,(s;). On a vu, d’ailleurs, que les autres cotés M M 41, ayant 'une au moins de
leurs extrémintés a Pextérieur de S(s;), sont exteneurs 4 S,(s;). Ceci a lieu quel que soit
A€ [0, 1] (voir Lemme III).

Soit N, le milieu de I'arc C;(M;, M, ,), ayant donc P’abscisse curviligne s} = s; +
+ $1. Sur un noeud voisin C;, prenons le point M, d’abscisse curviligne s/, et posons
les conditions ;

Fig. 4. :

(2) MM, <n, M, Mj<n. (V.Fig4)
On a
M;M; < M\N, + N;M; £ é'?*‘N:M’i,
My M} < M N, + NMj < 3n + NM;,.

£, ce qui s’écrit
Y(si, )]* + [Z(s0 A) = Z(si, A)]? < 5n°.

Les inégalités (2) seront donc vérifiées lorsque N M} <
[X(su ) = X(s A0 + [¥(s0 ) —
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Or, cette inégalité est vérifiée pour [1' — 4| < {(n), quel que soit i.
En effet, on a, vu la continuité uniforme de X, Y, Z

edls

23~

(s =X, ) < —L—, | ¥(s; A= s, )] <
2./3

3

pour (s — &')* + (A — ') < £*(n). 1l suffit de faire ici s’ = s = s} pour retrouver
Pinégalité précédente. Ainsi, les inégalités (2) seront vérifiées pour |4 — 4| < {(n), et
ceci pour i = 1, 2, ... Il en résulte que le triangle M, MM, , est intérieur au domaine
intersection des sphéres S,(s;) et S;(s;+,). Les cotés M,_,M, et M, M, , ne ren-
contrent pas I'aire de ce triangle, les angles qu’ils font avec M,M;,, étant < 2¢ < %n,
tandis que les autres cotés M ;M sont extérieurs au domaine en question. On peut
donc appliquer 1'opération A, en remplagant le c6té M;M,,., par le contour
MMM, . Construisons les points N, et M pour chaque i, et le noeud polygonal de
sommets M;, inscrit & C,.. Le triangle M;M,, ;M est intérieur a l'intersection des
sphéres S,(s}) et S;(s;+1), et, en appliquant 'opération A, on pourra remplacer MM,
par Mi{M;, M;.,. On passera ensuite au triangle M, M}, M,,,, intérieur 3
Iintersection de S,(s}+ ), S'(5,+2), et ainsi de suite alternativement. On arrive de cette

s —Z(s", 1) < 21—
12(s, ) — Z(s', )| %

maniére a montrer que le noeud polygonal de sommets M, inscrit & C,, est isotope’

(A) au noeud polygonal de sommets Mj, inscrit & C,.. En partageant I'intervalle [0, 1]
par des points A, en nombre fini, tels que .., — 4, < {(1), on pourra conclure que le
noeud polygonal IT, inscrit & ITf, dont les sommets partagent la courbe IT* en arcs de
longueur 7, est isotope (A) & un noeud polygonal analogue I, inscrit 4 IT%, en appli-
quant successivement les opérations indiquées, & chaque paire C,,, C,,, . Il reste &
montrer que I'on peut faire en sorte que I7 soit isotope (A) & IT, et IT, a IT,, et le théo-
réme sera ainsi démontré. '

Rappelons-nous que, en construisant IT* 4 partir de IT, nous avons observé une
restriction. Conformément 2 celle-ci, chaque sommet p, de IT peut étre enfermé dans
une sphére X, dont I'intérieur n’a en commun avec IT que deux rayons de cette sphére,
et qui contient en entier ’arc P;Q; ayant servi & arrondir le sommet y;; de plus, les
sphéres X, sont disjointes deux a deux. Dans ces conditions, on voit que pour # =
= 27N assez petit, les cotés de IT qui ont au moins une extrémité sur P;Q; sont
situés a I'intérieur de X;. Soient MyM,, MM, ..., M,_ M, ces cotés, M, étant situs
sur p;_ p; et M, sur pp; . L’aire du polygone MM, ... M,u;M; n’a en commun
avec I1 que les segments u;M; et u,M,. On peut donc, en appliquant les opérations
A et A, remplacer sur IT le contour M, u;M, par MM, ... M,, donc IT et IT sont
isotopes (A), de méme que IT, et IT,.

5. Approximation algébrique d’un noeud. La formation effective d’un systéme
d’invariants d’isotopie, permettant de caractériser chaque classe d’isotopie a I’aide de
Ia courbure g(s) et de la torsion 7(s), ainsi que de leurs dérivées successives par rapport
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3 Parc s, exige Pexistence et la continuité de toutes ces fonctions. Il est avantageux,
3 cetle fin, de prendre comme représentants des classes d’isotopie les noeuds algébri-
ques. Le théoréme suivant établit 'existence des nceuds algébriques dans chaque classe
d’isotopie:

Chaque noeud peut éire approché indéfiniment par des noeuds algébriques de
méme classe d’isotopie.

Notre démonstration emploie les développements de Fourier des cosinus directeurs
de la tangente au noeud C, supposé de longueur 2.

On a, s étant I'arc sur C,

o~ i(a,‘ cos ks + by sin ks), B~ Y (aycos ks + by sin ks),
= 7 ~ 2. (ag cos ks + b}, sin ks).
Les fonctions «(s), A(s), y(s) étant continues et de période 2z, on a
() «=1limu,, f=Imy,, y=Ilmw,, n-ow

upiformément, u,, v,, w, étant les sommes de Féjer
k ; z k ;
w=y (1- - (axcosks + bysinks), v, =Y (1— —)(a,;cos ks + by sin ks),
k=1 n

(1 —E) (ay cos ks + b} sin ks).
n

™=

Wy =

k=1
On a, par intégration,

x(s) =limU,, y(s)=1m7¥,, z(s)=1lmW,, n-w
uniformément, avec

<074 G
U ="y (E— —)(— by cos ks + a, sinks), ...

k=1 n
Considérons la courbe C, représentée par
x,,(s) = Un 3 _V,,(S) = I/n ’ Z"(S) i m %
C’est une courbe algébrique unicursale; nous montrerons que, pour n suffisamment
grand, cette courbe est un noeud isotope a C. Il suffit de former une famille (c,) de
courbes fermées sans points multiples ou de rebroussement, dépendant continiment

du paramétre p, et contenant les courbes C et C,. De plus, il sera nécéssaire que la
tangente a C, varie continiment en fonction de u et 5. Posons, 2 cet effet,

(4) xp = Xy a (.lt - H)(J‘"+1 i xn) s y,u = Yn 9 (,Ll o n)(yn-!-l = .y")’
Z,u =S (IJ = H)(Z"+1 =2
avee n = [u] = partie entiére de y. En posant r, = 4 — [1], ona

O=r,<1, p—n=r,.
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Les courbes C,, définies par (4), interpolent toute la suite des courbes C, lorsque
varie de 1 & +oo. L’interpolation étant linéaire par segments, on voit que x,,, Yur 25
tendent uniformément vers x(s), y(s) z(s) respectivement, lorsque p — +oo d’ une
maniére continue. De plus, x,, y,, z, tendent uniformément vers o, f3, y respective-
ment, accent désignant une dérivation par rapport a s. Formons la fonction discrimj-
nante de cette déformation

(2(3; ¥, 4) = (xﬂ(S) = x’n(s’))z g (y#(S) = y’p(S')) (
os, 5, 1) = [x,(5)]* + O] + [20)]°

s S

O8N, oy,

et 1a fonction

( ¥(s, s’; =®(s, 5, +00) =
- x(s) — x’ s’) y(s) — »(s z(s) — z(s) v
(s (A sy,

On doit remarquer que, sur C,, s est un paramétre qui ne représente pas la longueur
d’arc mesurée sur cette courbe.

La fonction ¥(s, s') est continue dans le caré K: s € [0, 27], s € [0, 27] et I'on a
¥(s,s") = a > 0dans le carré fermé K, puisque la courbe C est un noeud (voir no. 3),
On a en chaque point (s, s) de K

(s, s', u) - Y(s, 5'),

puisque x,(s) — x(s), x;(s) = x'(s), ...

Considérons le prisme indéfini de base K, dont la hauteur s’étend le long du demi-
axe positif Oy, pris perpendiculairement & Os et Os’. La fonction &(s, s, ) est con-
tinue en tout point & distance finie appartenant a ce prisme, et il suffira de montrer que
&(s, s', ) est continue méme pour u =+ oo, donc en tout point du prisme fermé
(s,5")eK, pe[0, +o0]. On aura alors @(s, s, ) > 4a pour p > po, et le théoréme
sera démontré, puisque toutes les courbes C, seront dépourvues de points multiples
ou de rebroussement pour p > p,, donc C, sera un noeud isotope & C pour n > y,.

Pour établir la continuité de &(s, s, 1) en chaque point de la ,,base supérieure®
4 =+ oo du prisme, il suffira de montrer que

(6) [|P(u,u',p) — ¥(s,5) < ¢ (v —s)? + ('

Or,on a

n—+co0

~ )2 <n¥e), »>ple).

%) = (1 = 1) %8) + ra5ua(s),
O, u', ) = (1 =1, S [ x(u) = z(u)] o S[x,.ﬂ(u) _x,,H(,,r)]z .

+ 2l —1)S [&.(‘2 : ’;::(“') nra(4) — x,,+u1(;)tf|,

u—u
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Jettre S indiquant une sommation de termes analogues au terme déja écrit, que I'on
ala place de x. Posons

als) = x,(s) + X,(s),

la
obtient en y substituant y, puis z,

x(s) = x,(s) + X,(5),

On a :
X,(u) — X,(u) _

u—u'

x,(u')

xu(u) =,

g — g

x( u)

_ X)) = x(w) _

u—u'

x(u — Xiu),
u

x(u'

uy € (u, v');
o) = (1 =y S[HA=2)

: ) X,’,(ul):r ¥
rrps[=) )]

U LOE S L CEEC R B

!

=y (u, u’) + termes contenant en facteur X, ou Y, Z,, X, 1, Yo41, Zpsy -

Or, X), ..., Z, 4 seront inférieurs & un nombre positif arbitrairement petit pourvu
que p soit assez grand, et leurs coefficients dans I'expression donnée plus haut restent
bornés uniformément dans K, tandis que ¥(u, u’) — ¥(s, s') sera inférieure a un
nombre arbitrairement petit si [u — s| et [u” — s’| sont assez petites, donc (6) est véri-
fié. La courbe C, sera dépourvue de points de rebroussements pour u assez grand,
puisque 9(s, s, p) = 1, p =+ 0.

Le théoréme est ainsi établi. Chaque noeud peut étre approché d’aussi prés que I'on
veut par un noeud algébrique de méme classe d’isotopie. Remarquons que la possibilité
de cette approximation a été établic par M. H. Seifert [3] pour le cas général des
variétés, mais en admettant 'existence et la continuité des dérivées secondes des coor-
données. Dans le cas des courbes, notre démonstration montre, de plus, la possibilité
de I'approximation par des courbes algébriques unicursales.

6. Approximation polyndmiale d’une déformation isotope. On a vu que, dans
I’étude des déformations continues d’ordre 1, on peut, sans perdre la généralité, se
borner a I’étude des déformations isométriques, qui s’imposent aussi par leur signi-
fication géométrique naturelle.

Ces simplifications sont des conséquences de nos hypothéses sur I'existence et la

oY dZ
continuité des dérivées %, — 6‘_ Mais I'existence des dérivées par rapport a 4

ot ot
n’ayant pas été supposée, la structure des trajectoires d’une déformation reste a priori
aussi compliquée que le comporte la notion d’arc de courbe continue la plus générale.

603



L’intérét du théoréme suivant réside dans la possibilité de remplacer toute déformation
isotope de C, en C, par une déformation isotope de Cy en C; telle que X(t, 1), Y(t, 2),
Z(1, 2) soient des polynémes en A:

Toute déformation isotope de C, en C, peut étre approchée d’aussi prés que I'on
veut par une déformation isotope polynémiale en A, de Cy en C,.

Supposons que X(t, 4), Y(t, 2), Z(t, 2), t€ [0, T], A€ [0, 1] représente une défor-
mation isotope. Nous utiliserons les polyndmes d’approximation de S. BERNSTEIN en
posant

(7) X1, 7) =k=j0 X (,, %) (D (1 — 2+,
Y1, 4) =k§ol’(t, E’) (;:) Ml =%, 24 =

Désignons par Cj la courbe fermée représentée par (X, Y,, Z,) pour chaque 4 =
= const. Ona bien Cy = C,, C} = Cj, et (7) représente une déformation de Cyen C,.

En posant

b=

on aura &(t, ', 2) = a > 0, puisque C, est un noeud, pour e [0, 1]. Pour montrer
que (7) est une déformation isotope si n est assez grand, formons

&(t,t,) =S [X"(t’ )t A)]z , D(t,t,A)=8 l:% Xt A):Iz ;

t—1t
On a uniformément, pour ¢t € [0, T] et A€[0, 1],
(8) 1X(t, 1) — X, (L, ) <&, |Y(,2) = Y (t,A)] <e, |Z(t,A) = Z,(, 2| <e

pour n > N(e). En effet, en reprenant la démonstration de la convergence uniforme
des polyndmes de Bernstein B,(x), attachés a une fonction f(x), continue pour
x &[0, 1], vers cette méme fonction, démonstration qui est &lémentaire [4], on con-
state sans peine qu’elle reste valable pour une fonction f(x, t) continue en (x, f) pour
x€[0,1], te[0, T], les polyndémes B,(x, t) étant formés par rapport 2 la seule
variable x. En dérivant (7) on trouve

2 XD =3 S (u (-

k=0 Ot

S H =3 v (s (e - ar,
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Ce sont les polynémes de Bernstein, de degré n en A, correspondant aux fonctions
X aY oz
continues de 4: — 6_ —. La convergence est donc uniforme encore, et
i

3

d a
<s, YLD~ 7v(,4
=0 ) = (t, 4)

©) \ X@, i) - —X(t A)

—Zt,i—~Z,,t,i <
8t( ) at (t4)) <

pour n > Ny(). Les inégalités (8) et (9) sont vérifiées simultanément pour n > N(e),
et I'on voit alors que ¥,(1, ', 1) - ¥(1, ', A) uniformément pour n —co, car, en
appliquant le théoréme des accroissements finis,

4 d Z d 2 0 2 5
w1, 4) = [& X,.(tl,zl)] + [67 Y,(t2, y)] + l:a_z Z [t Jt)] , i, by, t3€(t 1)

et
EX,,(t,A) = EX(t,;t) + u,(t, 4), 2Y,, il Y+v,, EZ,, uif) Z+w,
ot ot at ot ot ot
avec
lut, )l <&, [vft,2) <&, |w(t,A)| <e pour n>n,.
Donc :

Pt ) =%a, n>n,,
ce qui prouve que C7 est un noeud si n > ng, et le théoréme est démontré.

7. Détermination des classes d’isotopie & I’aide de leurs représentants algébriques.
On peut se proposer I’étude des classes d’isotopie, dont le nombre est infini, a I’aide

" des représentants algébriques de la forme

(10) x,(u) = Y (aycos ku + by sin ku), p,(u) =Y (a;cos ku + b} sin ku),
k=1 k=1

n
z,(u) = Y (ay cos ku + by sin ku)
k=1

ou, sous forme rationnelle,

f) Qau-1(t) Ran-4(1)
11) x,( Pan-i(t) , yal) = =22 z,(t) = =~ , —w0=t=+ow,
( ) () (1 2)" ( ) (1 il 2) ﬂ() (1 + rg)n
Py, Oz,— 15 Ry, étant des polynOmes arbitraires de degré 2n — 1 en t. Il s’agit de
déterminer les classes d’isotopie possibles pour chaque valeur de n. Pour n = 1, la
courbe (10) est une ellipse, donc isotope & un cercle, et I’on obtient la classe nulle,
quelles que soient les valeurs des coefficients arbitraires dans (10) ou (11). Mais, 4 me-
sure que n augmente, de nouvelles classes d’isotopie apparaissent. Ainsi, pour n = 3,
on obtient déja le ,,noeud en trefle* (nocud 3, du tableau de ALEXANDER-BRIGGS,
[1], p. 70), donné par
(12) X =cost+ 2cos2t, y=sint—2sin2t, z=sin3t, 0=5t<2n.
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La variation continue des coefficients arbitraires dans (10) ou (11) correspond & une
déformation continue d’ordre 1 du noeud, et sa classe d’isotopie ne change pas tant
que la courbe ne se traverse pas elle-méme. Le changement de classe d’isotopie est donc
nécéssairement associé a 'apparition d’un point multiple sur la courbe. Ceci a licu
lorsque le systéme

1 =m0 _ o w0, m)-a6)

u—v u—uv
est compatible. En y introduisant les expressions (11), on a un systéme algébrique de
3 équations a 2 inconnues u et v, qui est compatible lorsque les coefficients arbitraires
de P,,_y, Q2,-1, Ry, annulent le systéme éliminant, E,, de (13). On sait que E, est
formé de plusieurs polyndmes homogénes par rapport aux 6n coefficients arbitraires
qui figurent dans (10) ou (11), qui s’annulent lorsque cette courbe posséde des points
multiples. On doit s’attendre & ce que certains de ces polynémes changent de signe
lorsque le noeud change de classe d’isotopie, ce qui raménerait le probléme de la
classification & un probléme d’élimination.

Remarquons encore que les classes d’isotopie existant pour une valeur de n subsls-
tent pour toutes les valeurs suivantes. En effet, la variété E, est un céne de sommet O
dans I’espace euclidien & 6n dimensions, qui détermine dans cet espace un certain
nombre de domaines A’} correspondant aux classes d’isotopie existant pour cette
valeur de n. Désignons par g, un point de P’espace a 6n dimensions, point qui repré-
sente donc une courbe (10) ou (11). Lorsque p, est intérieur & un domaine 4%, la courbe
correspondante est un noeud. On obtient x,,,(«) en ajoutant a,,, cos (n + 1) u +
+ byyqsin(n + 1) u & x,(u), donc la courbe x, (1), y,+1(u), z,+(#) est un noeud
isotope & x,(u), y,(u), z,(u) si @115 bys1, Gpse1s bprys sy, b4y sont assez petits. 11
existe donc un domaine 47" tel que 47*" o A% et A4 ! représente la méme classe
d’isotopie que A}. Nous ne poursuivrons pas davantage, ici, cette méthode de classi-
fication, les invariants que nous voulons signaler dans la suite étant d’une nature
différente.

u—7nv

II. FORMATION DE QUELQUES INVARIANTS D’ISOTOPIE

1. Principe de formation d’invariants. Invariant K. Considérons un noeud C,
lisse d’ordre n. En lui appliquant une déformation (C,) continue d’ordre n, il est clair
que tous les éléments différentiels d’ordre <n attachés 4 C, varient continiment en
fonction de (s, 4). Soit

F[Xyzax oy oz axa_ya'_z]

as’ 8s’ " as" os" as"
une fonctionnelle continue de X(s, 1), ¥(s, 1), Z(s, A) et leurs dérivées par rapport 2 s

indiquées entre crochets (c’est une fonction de la ligne C,, au sens de Volterra). Sup-
posons que, par sa signification géométrique, cette fonctionnelle ne puisse prendre que
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des valeurs entieres. Il en résulte alors que F garde une valeur constante tant que la
déformation (C,) est continue d’ordre n. Supposons de plus que F cesse d’étre continue
Jorsque A passe par une valeur A, telle que C,, posséde des points multiples. Alors F
pourra changer de valeur (constante entiére) lorsque C, change de classe d’isotopie.
C’est une telle fonctionnelle que nous appelons invariant d’isotopie d’ordre n attaché
au noeud C;.

Le premier invariant K (d’ordre 3) de cette nature, que nous avons obtenu [5],
s’obtient en considérant, en méme temps que la courbe C, 1a courbe voisine C* décrite
par un point M* situé sur la normale principale au point M de C, variable sur C,
a distance ¢ (const) du point M. On trouve alors que le coefficient d’enlacement de C
et C* est indépendant de ¢ tant que ce nombre ne dépasse une certaine valeur g,. C’est
donc un invariant d’isotopie attaché & C. On trouve, en exprimant le coefficient
d’enlacement par l'intégrale de Gauss, puis en faisant ¢ — 0,

’ ’

y z
(1) IJW X} Vi z}

X = Ky P Yy B2y

1
dedt; + — | zds.
2n

Dans I'intégrale double, les points M et M parcourent indépendamment la courbe
C, et dans la derniére intégrale ¢ représente la torsion et s I'arc pris sur C. D’ailleurs,
aucun des deux termes de la somme (1) n’est un entier et ne représente, & lui seul, un
invariant d’isotopie.

On retrouve cet invariant, avec une nouvelle interprétation géométrique, de la ma-
nigre suivante. C étant un noeud, considérons une courbe fermée C* voisine de C, ne
coupant pas C, et telle que, D (M) étant le disque de rayon r, centré en M, situé dans le
plan normal & C en M, la courbe C* coupe chaque disque D,(M) en un seul point M*,
quel que soit M sur C. Soit G(C, C*) le coefficient d’enlacement de C et C*. Dans le
plan normal & C en M tragons les vecteurs n et b et soit @ I'angle (n, MM *) Lorsque
M décrit 1a courbe C, cet angle @ varie d’un multiple entier de 27, et nous désignerons
ce nombre par N(C*, C). C’est le nombre de tours que M* fait autour de M, dans le
plan normal & C en M, pour un observateur entrainé avec le tri¢dre de Frenet en M.
Nous montrerons que

) K = G(C, C¥) — N(C*, C).

Remarquons d’abord que cette différence est indépendante du choix de la courbe
auxiliaire C*, et ne dépend que de la courbe C, d’une maniére plus précise, du compor-
tement du triedre de Frenet le long de C. En effet, supposons que la courbe C* soit
modifiée en remplagant un arc AB de cette courbe par un autre arc AEB, tel que ABEA
tourne une fois autour de C. Par suite de cette modification de C*, les nombres
G(C, C*) et N(C*, C) auront augmenté (ou diminué) d’une unité, donc K ne sera pas
changé. Cela suffit a faire voir que K ne dépend que de la courbe C, et représente la
rotation totale ,,sur lui-méme* du triédre de Frenet, le long de la courbe C. Nous
reviendrons dans la suite sur les propriétés de cet invariant. (V. Fig. 5.)
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La construction que nous avons employée pour obtenir K peut étre généralisée de
maniére 4 obtenir une infinité d’invariants analogues, d’ordre plus grand.

Ainsi, lorsque (C 2) est une déformation continue d’ordre n, et n = 2, le plan oscula-
teur attaché au point M'(s") de C;, tend vers le plan osculateur au point M(s) de C,
lorsque 5" = 5, A" — A. Pour n = 3, la sphére osculatrice attachée & M'(s") tend vers
la sphére analogue attachée & M(s) dans les mémes conditions. D’une maniére géné-
rale, %,(s) étant une surface algébrique déterminée d’une maniére univoque par la

condition d’avoir un contact d’ordre n avec C, au

C* point M(s), la surface de méme définition X,(s')

- attachée au point M'(s") de C,. tend vers X,(s) lors-
ques’ = s, 4" = A

Soit N(so) la normale & X,(s,) au point M(s,),

orientée d’une maniére arbitraire. Nous pouvons

alors orienter les normales N(s) & X,(s) aux points

M(s) le long de C, par continuité, de maniére que

N(s") > N(s) lorsque s’ - s. En procédant ainsi

pour s > sy, il est possible que I’on revienne au point

M(sy) = M(sq + L) avec lorientation initiale de

N(s,). Nous dirons alors que la courbe C est orient-

able d’ordre n. Mais il est possible aussi que, en sui-

Fig. 5. vant N(s) par continuité le long de C, on revienne

en M(s,) avec 'orientation opposée, — N(s,). C’est

le cas d’une courbe non-orientable d’ordre n, et nous verrons que de telles courbes

existent méme pour n = 2. Dans ce dernier cas, il faudra parcourir deux fois la courbe

C pour que N(s) revienne & sa position initiale.

Sur N(s) prenons un point M*(s), & distance & = const de M(s). Les points M*(s)
décrivent une courbe C* voisine de C, n’ayant aucun point commun avec C si & est
assez petit. La courbe C* sera fermée si C est orientable d’ordre n. Dans le cas con-
traire, on obtient encore une courbe fermée C* en faisant varier s de s, 2's, + 2L. On
sera sfir d’avoir une courbe fermée C* (décrite une fois ou deux fois) en faisant tou-
jours varier s de s, 4 5o + 2L. Considérons le coefficient d’enlacement de C et C*,
donné par I'intégrale de Gauss

r yr ZI | .
. Vi z4 dt dt, .

X=X V= Yu T — 24

1

X
MM: "
-

G(c, c¥) = é f

CC*

Ce nombre entier est indépendant de & pour ¢ < &, et c’est un invariant d’isotopie
d’ordre n. La limite de G(C, C*) s’exprime, pour ¢ — 0, comme nous le verrons, par
des intégrales portant sur certains invariants différentiels d’ordre n attachés a C: leur
calcul est possible par une méthode plus directe, sans I'emploi de Iintégrale de Gauss,
mais nous verrons que le comportement de ces invariants vis-a-vis des déformations
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de C se complique d’éléments étrangers a la relation d’isotopie, éléments qui d’ailleurs
ne manquent pas d’intérét.

2. Courbes 4 triédre de Frenet non-orientable. Revenons aucas n = 2 pour certai-
nes précisions essentielles. Dans ce cas on peut prendre pour Z, un plan, et ce sera le
plan osculateur en M(s) & C. Mais les éléments du second ordre de C déterminent
aussi le triedre de Frenet attaché & M(s), et I'on se demande si ce tri¢dre varie, lui
aussi, continGiment en fonction de s (en fonction de (s, 1) dans le cas d’une déforma-
tion). Pour que la construction de la courbe C* soit possible, il est nécessaire d’abord
de définir ce triédre de maniére qu’il varie continfiment le long de C, ce qui n’a pas lieu
avec la définition habituelle des directions positives de n et b (normale principale et
binormale). En effet, en prenant (suivant I'usage) pour direction positive de n celle
qui est située dans la concavité de la projection y(M) de C dans son plan osculateur en
M, et la direction positive de b de maniére que le triddre ¢, n, b soit orienté comme le
triedre de référence, méme lorsque les dérivées de x, y, z jusqu’a ’ordre 2 sont conti-
nues, le tridre de Frenet tourne brusquement de 7 autour de t lorsque M(s) passe par
un point d’inflexion [6] de C, c’est-a-dire un point ot g(s) = 0, ¢(s) = 0, ou, d’une
maniére générale, o = o' = ... = ¢ = 0, p®**1) + 0, Pour éviter cette disconti-
nuité artificielle et rétablir la variation continue du triédre de Frenet lorsque les déri-
vées de x, y, z jusqu’a I'ordre 2 sont continues, nous orienterons, si cela est possible,
les vecteurs n d’une maniére cohérente le long de C, c’est-a-dire de maniére que
n(s’) — n(s) lorsque s’ — s, et ceci quel que soit s. En choisissant arbitrairement la
direction positive de m en un point M(s,) de C, soient I, et I, les points d’inflexion de C
les plus voisins de M(so). Le long de I’arc I,, qui contient M(s,), nous choisirons la
direction positive de n de maniére que n soit situé du méme coté que n(s,) par rapport
a la concavité de 'arc I, I, en chaque point de cet arc. En dépassant I'un de ces points
d’inflexion, soit I,, la position de n par rapport & la concavité de y(M) devra étre
inversée, et cela pour tous les points de I'arc I,I4, ol I est le point d’inflexion qui suit
I,. En méme temps, afin que les formules de Frenet restent valables sans modification,
le signe de ¢ devra étre changé le long de l'arc I, 15, et la direction positive de b sera
toujours déterminée de maniére que "orientation t, n, b coincide avec celle du triédre
de référence. En somme, en décomposant C en arcs compris entre deux points d’in-
flexion consécutifs, la direction positive de n sera alternativement située du coté de la
concavité de y(M) ou du cdté de sa convexité, une telle inversion ayant lieu a chaque
passage de M(s) par un point d’inflexion. La courbe g(s) sera alternativement positive
ou négative le long de ces arcs. De cette maniére, si C posséde un nombre fini, pair, de
points d’inflexion, on est siir de revenir en M(s,) avec I'orientation initiale n(s,), o(s)
étant une fonction continue de période L. Le vecteur b sera soumis aux mémes inver-
sions de sens que n (par rapport aux conventions courantes). La variation du triédre
de Frenet le long de C sera alors continue, et les formules de Frenet restent utilisables
sans modification.

Mais cette orientation cohérente du triédre de Frenet le long de C n’est pas possible
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lorsque C présente un nombre fini, impair, de points d’inflexion. On constate I'exis-
tence de pareilles courbes, non-orientables d’ordre 2, sur I’'exemple simple

(3) =4cost —cos2t, yp=4sint —sin2t, z=sint, 0=t <2n.

On a ici
A=yz" —z2'y" = —2sint(l + 2cost), B = —4(1 — cost),
C =24(1 — cos1).

A, B, C étant des fonctions partout continues de ¢, on peut prendre comme direction
positive de la binormale b celle du vecteur (4, B, C), tant que la longueur de ce vecteur
ne s’annule pas. Or, on a 4 = B = C = 0 pour t = 0 sculement, et c’est I'unique
point d’inflexion sur cette courbe. On voitque 4 < 0, B <0, C > O pour t = + 0,
etA>0,B<0,C>0pourt——0,avec B/4 - 0, C/A — 0 pour ¢ — 0; ainsi, la
direction b tend vers celle de Ox pour t —— 0 et vers la direction opposée pour
t =+ 0. ' ‘

Le point m(4, B, C) décrit, dans I'espace, une courbe fermée I' qui passe une seule
fois par I'origine 0. La direction de b coincide avec celle de Om, et I’on voit qu’au pas-
sage de m par O, la direction Om éprouve la discontinuité signalée. Une construction
analogue peut étre faite pour toute courbe continue d’ordre 2, et I'on voit que, pour
que C soit orientable d’ordre 2, il faut et il suffit que I" passe un nombre pair de fois
par O, si toutefois ce nombre de passages est fini. Pour toute courbe non-orientable
d’ordre 2, la surface polaire est unilatére.

Ces considérations nous permettront d’expliquer le comportement de nos invariants
d’isotopie de divers ordres.

3. Sur une intégrale auxiliaire. La formule (1) fait apparaitre I'intégrale double

J_ ‘
J‘g Ia].142.

cc
étendue 4 la courbe C, que les points M, = M(t,) et M, = M(t,) parcourent indé-
pendamment. Nous verrons que cette intégrale joue un rdle essentiel dans le compor-
tement de U'invariant K, car c’est le terme qui fait un saut lorsque la courbe C se tra-
verse elle-méme. Montrons ici que cette intégrale a un sens si la courbe C est lisse
d’ordre 2. On peut alors employer la formule de Taylor sous la forme
Xy = %; + hx| + 3% x] + W R(h), x)=x} + hx| + hr(h);
R(R)—>0, r(h)—0, h—-0,
en posant x; = x(t;), x; = x(t), h = t, — t;.Ona MM, = |hl\/s? + ofh), tandis
que le déterminant sous I'intégrale s’écrit (en omettant les 2-me et 3-me lignes)
lhxy + 1h% x| + h’R, x}, x} + hx{ + hr| = [B*(R — 1), x4, h(x] + r)] = o(h?)
avec o(h*)/h* — 0 pour h — 0. Il en résulte que la fonction de (1, #,) sous les signes
d’intégration est continue dans le carré Q: t; € [0, T], t, € [0, T]. C’est évident en

Xy X3 — X3
V2 V1 — Ya|digdi,
Zy Zy — 2

Y s s
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chaque point (ty, 1) oli t; = #,. Soit (z, t) un point de la bissectrice, et posons ¢, =
=u + 7, t, = v + 7; nous ferons tendre u et v vers zéro indépendamment un de
I’autre. Mais en posant encore h = t, — t; = v — u, les développements tayloriens
que nous venons d’écrire, et les calculs suivants, restent valables. On voit donc que
pour u® 4+ v* — 0 la fonction 4 intégrer tend vers zéro. Elle est donc continue dans le
carré Q, et nulle sur sa diagonale principale. Ainsi, 'inté- -
grale J a un sens. C

E
4. L’invariant K. C étant un noeud lisse d’ordre 3, consi- C
dérons une courbe fermée C*, située a 'intérieur du voisinage
de rayon ¢ attaché a C. M étant un point quelconque de C,
et D(M) étant le disque de rayon &, de centre M, situé dans M
le plan normal & C en M, nous supposerons que la courbe

C* coupe D,(M) en un seul point M*, différent de M. Dans pf
ces conditions, nous calculerons la valeur du coefficient
d’enlacement G(C, C*), et sa limite pour ¢ — 0, en utilisant
Pintégrale de Gauss

Ln 5 L a
G(C, C¥) = — a* ds; ds* .
4TC 1\411\4*:‘l o x*
‘ cce e Fig. 6.
(Sous le signe intégral on a un déterminant dont la premiére '
colonne seule a été indi- quée). Pour effectuer ce calcul, il est commode de commen-

cer par I'intégrale
: o
1 : ds*
: J\ i %3 o* = ds,
E MIM Xy — x* ds.
ou 'on maintient M* fixe, pendant que M, parcourt C. (V. Fig. 6.)

Soit ab un petit arc contenant M(s), avec a(s — H), b(s + H). On a uniformément

i vt ds* e
Mo | a7 el ds
u Xy — x* Cc—ab i F1 =

pour ¢ — 0, H restant fixe. Il nous reste & étudier

ay

o* —dsy .
ds :

1=J =]
aaMIM* Xy = x*

Posons
x* = x + er(o’ cos @ + o’ sin @), ...

avec r =r(s), @ =0(s), 0 <A <r =1. On voit que r et @ sont les coordo-
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nées polaires du point M* dans le plan normal en M & C, @ étant ’angle de MM*
avec la normale principale 4 C en M. On a

%Eﬁ = ol — erp cos O) + o'[er’ cos © — er(c + @) sin O] +
s
+ o'[er’ sin @ + er(t + ©') cos O] .

Employons les développements par la formule de Taylor
2
xy — x =alh + b o(1)) + o (%Q + h? 0(1)) + o” b o(1),
@y = ol + h? o(1)) + o'(he + h? o(1)) + o"h* 0(1)
ouh=s —s,eto(l) > 0pourh—0.0na

a1 + h?* o(1)) + o'(he + h* o(1)) + o h* o(1)
a(l — erg cos @) + o'[&' cos @ — er(r + O')sin O] +
+ o"[er' sin @ + er(z + @) cos @]

ds 3 ’ h?- 3
a(h + h* o(1)) + « ?Q+h o(1) — ercos @ | +

+ o(h® o(1) — er sin ©)
= (1 + h?* o(1))[er’ cos @ — er(r + @) sin @](h* o(1) — er sin O) —

2
— (1 + h* o(1))[er' sin @ + er(r + ©") cos O] (% o + h?o(1) — er cos @) -

— (ho + h* o(1))[er' sin @ + er(z + @) cos @](h + h* o(1)) +
+ (he + h* o(1))(1 — erg cos @)(h> o(1) — ersin O©) +

+ h* o(1)(1 — erg cos @)( e + h?o(1) — &r cos @) — h?o(1).

.[er' cos @ — er(z + @) sin O[(h + h* o(1)) = *r*(x + O') — ehrosin & +
+ &”h(r’o” sin @ cos @ + o(1)) + h* o(1) + eh? O(1).

2 2
M M* = (h + I o(1))* + (%— e + h*o(l) — &rcos @) + (h? o(1) — ersin @)% =

= h* + &*r* — eh’rocos @ + h* o(1).
' =J‘H e2r*(t+@")—ehrgsin @ +&h>0(1)+&2h(r?e* sin @ cos @ +0(1)) + h*o(1) dh.
- [h? + &2r® — eh’rg cos @ + h® o(1)]**
Posons h =ert, — T=Z=t =< T, H=¢rT.On a
T + @' + At + eBi® + &Ct + £*Dt* + ¢*Et* 4

T
zzf
T+ tz)alzl:l i :

2 t3 3/
cos @ + er o1
e’ et g ()]
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ou A est indépendant de 4, et B, C, D, E sont des fonctions de ¢ qui restent inférieures
en module 2 un nombre fixe M, pour H fixe, aussi grand que soit 7. On a, en rempla-

cant gr par H/T,
3/2
0(1)] g,

2 3
[I—E L gcos@+H——t——
, Tode 12 T(1 + %)

pour H assez petit, |¢(t, H)| étant bornée par un nombre fixe. Ainsi
r+@'+At+%Bt2+

H? H?
T
I e—4
J_T (1 : 12)3/2

H
Ct + — Di* +
T o
Faisons maintenant ¢ — 0, donc T — o0, H restant fixe et assez petit. On a

I + H ¢(t, H)

E4-
(L + H o1, H) ) dt .

f 12 di L de j 12 dt % 177 P 0
= n ’ i 3
(1 + t )3/2 4 (1 + t2)3/2 (2)3/2 T ” (I + !2)3]2 =
I MER AR

lim — —_— =
k (1 + r2)3."2

—J- JE+1.dt =-
TFals
donc
I=20t+0)+HYH,s)+ &,s),
¥(H, s) restant borné le long de C, et @(e, s) — 0 avec ¢ — 0 uniformément. Intégrons
le long de C, par rapport a s,

4nG(C,C*)=ﬂ: j+[]ds=

C—ab

5 1
= 2f(‘r + @) ds +f f e[ ds; ds + @,(e) + H ¥,(H)
C C—ab i jx Sl

avec ®y(e) = 0 pour ¢ —» 0. Le premier membre étant un multiple de 47, le second
membre reste constant pour & < &, donc @,(g) = 0. En faisant ensuite H — 0, on a

4n G(C, C*) = J + 2f(r + @) ds

avec

Ainsi
; 1 1 1
G(C,C*) = —J + — |tds + —[O(s)]c .
47 2n ! 2n
C
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La courbe C* étant fermée, 5 [©(s)]c est un entier, et il s’en ensuit que
n .

est un entier attaché  la courbe C, indépendamment de toute autre courbe voisine.

Posons
1
N(C*, C) = —[0(s)]c
2n

que nous appellerons ,,nombre de tours relatif*‘ de C* autour de C. C’est le nombre de
fois que C* tourne autour de la tangente & C pour un observateur li¢ au tri¢dre de
Frenet en un point mobile sur C. On a alors K = G(C, C*) — N(C*, C). Lorsque
@ = const, N(C*, C) = 0 et K = G(C, C*). En prenant ® = 0, donc M* situé sur
la normale principale au point M de C, on retrouve la définition que nous avons
initialement donnée 4 Pinvariant K. On peut prendre également @ = 1x, donc M* sur
la binormale & C, et c’est la généralisation de cette construction qui nous offre une
suite infinie d’autres invariants analogues a K, mais d’ordre plus grand.

5. Propriétés de Pinvariant K. Les deux termes qui figurent dans 'expression (1)
de K se comportent différemment lorsque le noeud C est soumis a une déformation
continue telle que X(s, 4), Y(s, 2), Z(s, A) possédent des dérivées continues jusqu’a
PPordre 3 (mais la torsion = pouvant avoir des discontinuités pendant la déformation).
Le premier terme J est visiblement une fonction continue de 1 tant que la courbe C;
ne se traverse pas clle-méme. Nous verrons que, a chaque traversée, l'intégrale
(1/4n) J augmente ou diminue de 2 unités, suivant le sens de la traversée, phénomeéne
qui permet & K de nous signaler le changement de classe du noeud C par suite de la
déformation. Le second terme (torsion intégrale) n’éprouve aucune discontinuité
lorsque C se traverse elle-méme, mais fait un saut lorsque, pendant la déformation, la
torsion (s, A) ne reste pas bornée. Par suite de ce fait, ce second terme est plutot
génant si I'on ne s’intéresse qu’aux changements de classe d’isotopie du noeud; mais
la présence de ce terme dans K assure la propriété de cet invariant de ne prendre que
des valeurs entiéres, le premier terme (1/4n) J
étant une fonction de ligne qui prend des valeurs
réelles quelconques, variables pendant la défor-
mation. Il en résulte que chaque classe d’isoto-
pie d’ordre 1 se subdivise en classes d’isotopie
d’ordre 3; dans chacune de ces derniéres, K reste
constant. On exprime cela en disant que K est
un invariant d’isotopie d’ordre 3. (V. Fig. 7.)

Sur le noeud C considérons deux arcs AB et
CD, et supposons que, pendant la déformation,
I’arc AB subit une translation — &4, qui améne
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P, en P,. Avec les notations 8(p, g, 7), p* + ¢* + r? = 1, P,(&, n, {), nous aurons,
pour M; e AB et M, e CD,

Xy =&+ ps+ hay + hofl), x;, =&+ kay + kofl),
yi =1+ ge+ hf + hofl), Y2=n+ kB +kofl), —H =h=H,,
zy =0+ re+ hy + hofl), z;=(+ky, +kofl), ~H,<k=<H,,

oit 0,(1) représente une fonction de h qui tend vers zéro pour h — 0. En posant
(tyt;) = cos g, (8t,) = cos 4, (6t,) = cos y, on trouve

M M5 = &* + 2e(hcos A — kcosp + h o(1) + k ol(1)) + h* + k? —
— 2hk cos ¢ + h? 0,(1) + Kk® 0,(1) + hk 0,(1),

0y 0y
o5 = jog
Xy — X pe + ho, (1) + k o(1)

= 6(t:6,0) + h o,(1) + k o(1).

Le saut de I'intégrale J sera donné par

[ [
= Gy dh dk =
AB €D a1 Xy — X2
- Jnﬂ'. Jnﬂ'z E(t,t;tS) + h O,,(l) + Ik ak(]) dh di
-nd-m, [8* + 2¢() + B* + k* — 2hk cos ¢ + ... ]2 55

Posons h = eu, k = ev. On a

(21t,8) + o,(1)

Hi/le *Hale
[ J 7 5 3 du dv
—mye J —mye [1 + 4% + v* — 2uvcos o + 2ucos A — 20 cos y + o (1)]*?

et, pour ¢ — O ceci tend vers

I= (tltzﬁ)J f s 3 AL i
—woJ-w [4? +v* — 2uvcos ¢ + 2ucos X — 20 cos p + 1]
On a

J‘” du =i[ u —vcoso + cos i ]m 2
o [(4 —vcosa + cos 1) + R]¥*> R V(@ —vcoso + cos A)* + R R

avec R = (vsin o + sin A cos w)? + sin? A sin w, cos 4 = cos o cos A — sin o sin 1 .
- cos w. Conformément & cette derniére formule de la trigonoméirie sphérique, w est

—m

donc I'angle du plan 8t; avec le plan t,t,, et ](tltzé)l = |sin @ sin A sin w|.
Ensuite
i 2(t1t25)f o 20 : dv . T
~w (vsin o + sin A cos )? + sin? Asin® @  [sin o sin A sin o

= 2 sign (t,¢,8) .
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Cette valeur doit étre prise deux fois, puisque M, et M, parcourant indépendamment
la courbe C, chacun d’eux décrira 4B et CD. Ainsi, le saut de I'intégrale J lorsque
& — 0 est 4z sign (tltzc‘)‘). On doit encore doubler ce saut lorsque, AB ayant traversé
CD en P,, cet arc continue sa translation de maniére que la courbe cesse d’avoir un
point double en P,. En somme, le saut correspondant a la translation que nous venons

de définir est 8 sign (t,,0), ce qui vaut, pour K, 2 sign (tt,9).

o D z®q® O,,O

K=0
Fig. 8.

Supposons que I’on connait le schéma plan du noeud C, c’est-2-dire une projection
orthogonale du noeud sur un plan, avec I’indication, pour chaque point double de la
projection, de la branche qui passe en dessus de I'autre. Par des déformations conti-
nues, que nous pouvons suivre sur le schéma, nous pouvons amener le noeud C dans
1a classe nulle, celle du cercle, et il est clair que pour un cercle K = 0. En tenant compte
du saut de J i chaque traversée, on pourrait croire qu’il en résulte la valeur de K pour
le noeud initial, en nous servant seulement de son schéma plan. Or, il n’en est pas ains
que si on est siir que la déformation employce est continue d’ordre 3, la torsion
(s, 4) restant donc bornée. Donnons P’exemple du noeud en tréfle. (V. Fig. 8.)

Nous avons calculé K = 3 pour ce noeud, par une méthode directe [5]. Une trai
versée nous raméne au noeud b), puis ¢), de notre figure, pour lesquels K = 1, la
torsion ayant resté partout continue pendant ces déformations. Clest seulement au
passage de c) a d) que la torsion passe nécessairement par un point de discontinuité,
seule explication du fait que K passe de la valeur 1 4 la valeur 0. Nous avons vérifié
ce phénoméne sur la déformation

x=cost— Acos2t, y=sint— Asin2t, z = Asint;
, te[0,2n), Ae[0,1].
Lorsque A varie de 0 & 1, cette déformation transforme le cercle d) en une courbe

telle que c). (V. Fig. 9.)
On trouve, avec des notations classiques:
A= —2)%3 —2sin*f)sint, B= M4dcos®t — 1),
C =8\ —6lcost + 1,
H? = 42%(17 + 3 cos® t) — 1042° cos ¢t + A*(17 + 36 cos® f) — 124 cost + 1,
§2 =42 -3 4+ (2—Acost)) >0, 4=- 64%(2 cos® t — 4l cost — 1).
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La torsion © = A/H? peut étre discontinue en un point (, ) od 4 = B =C = 0
donc ¢ = 0. C’est ce qui arrive pour A = 1, t = 0. D’ailleurs, pour 4 = 1 on rétro‘ﬂvé
la courbe non-orientable d’ordre 2 que nous avons déja présentée au N:). 3. On doit
remarquer que la torsion  reste bornée sur cette courbe A = 1, mais =(t, A) n’est pas
bornée au voisinage du point t = 0, 1 = 41. En effet, en trouve FOTTEY ;

" 6A’[(44 — 1) + (cos t — 1)(4A — 2 cos t — 2)] .
" (42— 1)%(54* — 44 + 1) + (cos t — D[122%(1% + 3)(cos ¢ + 1) — 413 + 267)]

Fig. 9.

et 'on voit que pour 1 — 0, 4 - 1 la limite de ce rapport dépend de lim <°5* — L

Btto limite cst fnfinfesl Tim 22 =1
‘ 4 —1

= l —J 1
) O_n’aK 0 pour 0 lg A< ?etK = lpourz < 4 £ 1, etcesaut est dii  la discon-
inuité de v pour 4 = 7. Ce résultat est général:

Si C, et C, sont deux noeuds pour lesquels K prend des valeurs de parité diffé-
rente (K, — Ky = 2h + 1), pendant toute déformation continue (les dérivées des
co’or’domlées jusqu’a Pordre 3 étant continues) de C, en C, la torsion (s, 1) passe
nécéssairement par un point de discontinuité.
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6. Formation d’un invariant d’ordre 2. Nous formerons ici un invariant P, analo-
gue 4 K, mais dépendant d’éléments différentiels d’ordre 2 attachés & C. En outre,
P dépend d’une direction & arbitraire, et, grice a cela, P fait correspondre au noeud C
tout un systéme de nombres entiers qui sont des invariants d’ordre 2.

Considérons un noeud C lisse d’ordre 2, c’est a dire tel que x(f), y(1), z(t) possédent

des dérivées continues jusqu’a ’ordre 2. Soit C* le noeud que 'on obtient en donnant

3 C une translation de longueur & > 0 et de cosinus directeurs p, g, r. On voit que le
coefficient d’enlacement G(C, C*) est un invariant d’isotopie du noeud C, pour &
suffisamment petit, si aucune tangente a C n’est paralléle au vecteur &( p, g, ), car une
déformation isotope de C en C,, donc de C* en C} (qui résulte de C; par la méme
translation) ne change pas G(C, c*):

Nous nous proposons d’exprimer cet invariant par des intégrales curvilignes prises
sur C. '

Soit M(f) un point fixe de C, 4B un petit arc de C contenant M, avec A(t — H),

B(t + H), H > 0. Calculons

1 ™
MM*S 05* d31= +
C ; X x* AB C—A4B
ou
¥* & %k * dx*
x¥*=x+¢ep, y*=y+¢eq, z¥F=2z+¢er; a=—ds—=a,....

On voit que, H restant fixe, la seconde intégrale du second membre plus haut tend
vers

Lirh 2t
J‘ MMaa ds; pour £—0.
cian S

Il reste & calculer la limite pour & — 0 (avec H fixe), de

oy !

ds, .

1
I = [ *3oc
‘;BMlM X, — X — pe

Nous employerons, a cet effet, les développements suivant h = s; — s,

Xy — X = ha + h?zga' + h*o(1) = a[h + h* o(1)] + o I:%zg + h? 0(1)] +
+ o«'h? o(1),
a; = a[1 + ho(1)] + «'[he + ho(1)] + o"h o(1)
et les formules analogues pour y, z. On a

MM = (%, — x)* + (y; — »)* + (21 — 2)* — 2¢[ p(x, — x) +a(yy = y) +
+ r(z; — 2)] + &% = &% + h* — 2ehcos A + h® o) + eh® O(1),

618

T’f

en posant cos d = pa + gff + ry, cosp = po' + qff’ + ry, cosv=pa” + qf* +
+ ry”, puis

” «'[he + ho(1)] + o ho(1)

ocl = i

=" e
X% —x—pe| |« I:_I?Q + hzo(l)] + o"h? o(1) — pe

= ehg cos v + ¢h? O(1) + h® o(1).
Posons h = ¢t, H = ¢T,donc — T<t<T.Ona

T tocos v + t o(1) + &t O(1) {
—r [1 + ¢ = 2tcos A + e o(1) + e O(1)]2

Ici o(1) — 0 avec h - 0, donc, aussi petit que soit > 0 on aura |o(1)| < # pour H
suffisamment petit. En substituant ¢ = H/T, et en tenant compte de |#/T| < 1, le
dénominateur devient, en supposant |cos 4| = 1, donc sin 4 &= 0,

[1+ £ — 2tcos A + Ht? o(1) + Ht O(1)] ¥ =
L HEo(1) + Ht 0(1))*”2 r
1+ t*—2tcosi
=(1+# —2tcos ))™>[1 + HO(1)].

= (1 + 1> = 2tcos 1) 7?2 (1

On a

;o tpcosy + to(l) + A o(1)

e -r (1 + 1% — 2t cos 1)*/? Bl a(n)] dr.

Faisons & = 0, donc T — + c0. On voit que pour T — 0
1 J‘T 1 di

- —

T )_r(1+ 1> — 2tcos2)*?

ou A est un nombre fini. Enfin

QCOSva ¢ dt _gcosv[ tcosd — 1 ]T . cos v cos .
== - 20—
~r(1 + * = 2tcos 1)**  sin? A V1 + & = 2tcos Al-r sin? 1

A

On a donc

cos vcos A
I=2gm+a(l), ou o(1) >0 avec H-0.

En faisant maintenant H — 0, on trouve

f : x Ll cosvcos A
or* ds, — J o ds; + 20—
P M M* Xy — x* M,M? X, — % : sin? 1

c
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En intégrant le long de C par rapport au point M, on obtient

1
i, = [ [
1

C c*

4
o* dSl ds* =

1
|x1 = x*

31

1
= o
j MM |,

CiC 1

ds; ds + 2 [g se i Seie
; sin® 4

— &

formule valable pour & suffisamment petit. On a ainsi l'invariant du 2°*¢ ordre

¥ LJ+ 1 Qcosvcoslds.
4n 2n sin? 1
c
_ La structure de Lrappelle celle de I'invariant K, et I'on voit que Lse comporte de la
méme fagon que K lorsque C change de classe d’isotopie, ce comportement étant dii
au terme J. Le second terme différe essentiellement de la torsion intégrale qui figure
dans K, par le fait que ce terme est du second ordre et dépend d’une direction arbitraire

8. En retranchant, on trouve I'invariant
o (P8 & af serylptl o gFf 4 1) ) _
(g7 — rB)* + (r2 — py)* + (B — qo)?

1
P=K-—-L=—|[7—
2n
C
P est un nombre entier qui dépend de la direction (p, g, r), mais qui parait rester
insensible aux changements de classe d’isotopie de C. Le dernier rapport sous le
signe intégral est discontinu pour sin 4 = 0, quoique I'on ait en méme temps cos v =
=0.0na

A cos
P=—1— T_Qcoslcosv i iarctgcosuz L: cos.zc v,
2n sin? A ds cos v sin® A
c
en tenant compte de
d d‘ ’ : " l
Ecosu=d—S(po¢)=Sp(—goc+m)=—-gcos + zcosv,
s s

E-cos V= 4 S(pe") = S p(— 10') = — Tcosp,
ds ds

done
1 (d cos i

1 cos
P =— | — arctg ds = — |:arctg ,u:| ;
27 ) ds cos v 2n cos v [¢
c

Ceci offre une interprétation géométrique de P. En posant cos v = cos @ cos g,
cosp = cos @ sino, cosv = sin @, on a

o =arctg —F, P = [e]e.
; cos v
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On obtient donc I'angle o en projetant la direction 8(p, g, r) dans le plan normal a
C en M; o est alors 'angle de cette projection avec la binormale en M. Et P est la
variation, divisée par 2=, de ¢ lorsque M parcourt la courbe C en entier.

Pour étudier les valeurs de P dans leur dépendance du choix de la direction fixe 4, il
est utile de se servir de I'indicatrice sphérique des tangentes a4 C. Cette indicatrice I” est
une courbe fermée qui, avec sa courbe antipole I'* sur la sphére-unité, partage cette
sphére en plusieurs domaines. Nous montrerons que P est constant dans chacun de
ces domaines, et éprouve un saut au passage d’un domaine & un domaine contigu.
. Supposons que le vecteur unitaire §, mené par le centre de la sphére-unité, ait'son
extrémité a D'intérieur de I'un des domaines en question. Soit &' un autre vecteur
unitaire ayant son extrémité dans le méme domaine, et ¢’ I'angle analogue 4 o, cor-
respondant a &', Il est clair que ¢’ — o est la projection de I'angle u = (88") sur le
plan normal & C en M. Ainsi, 2n(P’ — P) est donnée par la variation de u lorsque M
parcourt la courbe C. Or, cette variation est nulle dans le cas envisagé, puisque
I’angle u revient & sa figure initiale sans avoir pu dépasser la valeur 7. Il en est autre-
ment lorsque & et 6’ ont leurs extrémités dans des domaines contigus, séparés par un
arc de la courbe I' ou I'*. L’arc sphérique 35’ sera alors traversé une fois par un arc
de I' ou de I'*, et la projection |¢" — o| de I'angle u, dans le plan normal & C en M,
passera une fois et une seule par la valeur =, et ¢/ — ¢ reviendra a sa figure initiale
avec une valeur augmentée de +2n. On a donc P’ — P = + 1, suivant le sens de par-
cours sur I" ou I'*,

Ces propriétés de I'invariant P nous rappellent celles du ,,nombre de tours* d’une
courbe plane fermée autour d’un point de son plan. Or, il est facile de définir un in-
variant analogue pour une courbe fermée sphérique. La direction de & ne passant par
aucun point de I'indicatrice I', donc, 'extrémité de & n’étant située ni sur I' ni sur I'¥,
menons un plan passant par é et un point M mobile sur I'. Désignons par w ’angle de
ce plan IT avec un plan fixe passant aussi par . Le nombre de tours N de I' par rapport
a & sera la variation (1/2n) [@]. de 'angle w lorsque le point M parcourt la courbe I
en entier. M’ étant un point de I' infiniment voisin de M, la formule fondamentale de
la trigonométrie sphérique nous donne

cos MM’ = cos Md cos M'S + sin M6 sin M6 cos dw .

Avec des notations déja utilisées, Md = 1, M'§ = 1 + dA, et lona — sin AdA =
= g cos p ds. On en déduit, puisque MM’ = |dt| = o ds,

cos v
ds,

0? ds® = dA? + sin? 1dw?, dot dw =p .
sin? 2

1 1 cosv
N=—lw|l=— ds.
275[ le 2n JQ sin? 1

c

Soient a et ¢ deux vecteurs fixes qui, avec §, forment un triedre rectangle, et dési-
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gnons par ¢ et | les angles de t avec ¢ et a respectivement. On voit alors que I'on a

tgw = cos:,b‘ N = i[etrt:tgm:' %

cos @ 2n cos @ |

Ceci prouve le caractére invariant de N. Les courbes de discontinuité de N, sur la
sphére-unité, sont aussi I et I'*, mais le signe du saut que N éprouve lorsque d traverse
un arc de I' est contraire & celui qui correspond & un arc de I'*, les sens de parcours par
rapport & 66" étant les mémes. On le vérifie encore en remarquant qu’en des points
antipodes M et M*, P prend les mémes valeurs, tandis que N prend des valeurs oppo-
sées; il suffit de remplacer cos 4, cos y, cos v par leurs opposées dans les formules

P=L T_Qcms-}tcosv Jr, N=i gcosvds'
27 sin? 1 2n | sin? A
c c

i cos v
=P-N=—||lt—0o———|ds
e ZTEJ‘( Ql—cosl)
C

C’est un nouvel invariant dont la seule courbe de discontinuité par rapport & & est
I'indicatrice I'. On a

On a

COS 1 COS (@ 4 COS V COS Y/
3
COS ¥ COS ¢ — COS pcos ¥ |c

0(s) = et [arctg
2n

1

cos v
—8)=P+N=—||lv+0———]ds,
o(-9) 2n ( gl+cosl)
c

2P = O(— 6) + 0(8), 2N = Q(— 8) — Q).

Les invariants P et N s’experiment donc a I'aide de Q(8), qui est le plus simple de ces
invariants.

7. Sur quelques invariants d’ordre supérieur. Reprenons la construction indiquée
au No 1 (II). Soit X, une surface algébrique de degré n, tangente en M au noeud C,
surface représentée par

@Y + a3Z + ay X? + a35Y% + 03377 + a33YZ + a3, ZX + ap XY + a4, X0 +
+ 32,77 + a333Z° + a1, X°Y + ... =0

ol X, Y, Z sont des coordonnées cartésiennes relatives au triedre de Frenet d’origine
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M. Afin de mettre les conditions d’un contact d’ordre >1 de C avec X, en M, nous
emploierons les développements

s s s
x=s+—A2+—A3+—A4+...,
6 24 120
52 53 53 s°
y=—By+—B;+—By+—B, + ...,
R T S T T
s st 5
z = —C+—C3+ —C, + ..
& ° 4 "1t

des coordonnées d’un point P € C voisin de M. On a posé ici

d'a = Ao+ Bo' + Ca", i
ds" ds"

= Anﬁ + Bnﬁ’ + Cnﬁ” ’

d?l

4y + By + En"
ds"

avec

dA,
Apyy = E =08, ]

dB
Bn+1=d"+QAr|_Tcns A0=1aBO=0’CO=O:
0]

dc,

s

Cat1 = + 1B,

formules que I’on obtient sans peine en appliquant les formules de Frenet. On a
Ay =0, By=¢, C;=0; 4,=—0%, B,=¢, C;=gr;
A; = -3¢0, By=¢"—¢e(e*+7%), Ci=¢r' + 20"

En substituant x, y, z dans I"équation de X, et en annulant les coefficients des
puissances successives de s, on obtient pour les coefficients a un systéme linéaire dont
les premiéres équations sont

azBl + 2(111 = {)
asz + a3C2 L 3(1.'1231 + 6(1111 = 0
a;B; + a;C;5 + 8ay,4, + 4a,,B, + 6a,,B] + 4a3,C, + 12a,,,B, = 0

02B4 -+ a3C4 -+ 10a11A3 + Salz(Ba + 2A2B1) —+ 60&1“/12 + 20(1213132 +
+ 5a31C3 + 20&112.82 + 10a23BLC2 + 20“113C2 &h 30&122,33 + 60a11!2B1 =0

.....................................................................

La normale en M 4 X, située dans le plan normal & C en M, fait avec la normale
principale n(M) un angle w donné par tg @ = a,/a,. En prenant sur la normale & Z,en
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M un point M*, a distance ¢ de M, on obtient une courbe C*, et il est clair que le
coefficient d’enlacement G(C, C*) est donné par K + (1/2n) [w]c. On obtient ainsi
des invariants analogues a K, mais d’ordre > 3.

Ainsi, pour avoir un contact d’ordre 3, nous nous bornerons aux deux premiéres
équations du systéme ci-dessus. On voit que, pour a,,B; + 2a,,, = 0, la seconde
équation donne
’

2 T _&, donc —w=arctgwg—.

az C, QT
Le cas de la sphére osculatrice y est inclus (a;, = a4y, = 0), mais on voit que, quel
que soit le degré n de X,, et quel que soit 'ordre de contact (g 3), il suffit que les
termes en XY et X* manquent dans I’équation de X, pour que la normale 4 ¥, en M
passe par le centre de la sphére osculatrice 4 C en M.

Pour avoir un contact d’ordre 4, nous écrirons les trois premiéres équations du
systéme sous la forme

azBl + 2a“ = 0 >
ﬂsz + a3C2 = — 3a12B1 = 6(1111 e U2 3 ) :
212B3 + 0363 + 8011/12 -_— 4012B2 = 661223% = 4“31C2 = lZauzBl — U3 .-

En résolvant par rapport a a, et a3, on trouve

ay _ U,(BA; — B,) + U;B,

az U2C3 = U3C2
Il suffit maintenant que U; = 0 pour que
£ R nclis
e e g IR T Ll
a, o ot’ + 2t¢’

Un procédé analogue peut étre appliqué dans le cas d’un contact d’ordre quelconque,
et met en évidence des invariants de la forme (1/2n) [w]. d’ordre plus grand. Le com-
portement de ces invariants nous est encore inconnu,.
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Pesiome

O KITACCAX H30TOITMM TPEXMEPHBIX V3JIOB
W X MHBAPUAHTAX

I'. KAJIVI'APSAHY (G. Célugéreanu), Kyx

Usyuarorcs y3msl (T. €. 3aMKHyTe KpHBbIe Ge3 CaMoTepeceYeHnil B TpeXMepHOM
OPOCTPAHCTBE, HMEIOWIHE B KaX(/10i TOUKE KacaTeNbHYIO, HENPEPLIBHO 3aBHCALLYIO
oT Ayru). PaccMaTpHBaloTCs KIAcchl H30TOMHH Y3J10B (Ha H30TOmHBIE JiehopMALMH
HaKJIa[AbIBAETCS TPeOOBAHUE HENPEPHIBHOCTH KACATENILHBIX 10 OTHOIICHUIO K mapa-
MeTpy fedpopmain). [loKa3bIBAETCS IKBHBANEHTHOCTE 3THX KJIACCOR C THTIAMIT y3J10B,
COCTABJICHHBIX M3 OTpe3koB. ITokasaHa BO3MOXHOCTL alNPOKCHMALIMA y3Jia MpH
MOMOLUM y3Jia TOTO K& KJIACCA, SBISIOLIErocs anrebpawteckoil kpuBoi, a Tarxke
BO3MOXHOCTD aNNPOKCAMALMH H30TONMHOH AeopMaIiu npu oMoy fedhopManum,
SIBJISFOLLEHCS NOJIMHOMOM OTHOCHTEJIBHO TapaMeTpa.

Bo BTOpOii MacTi paboTEl CTPOATCS H30TONMYCCKIE MHBAPHAHTEL Y3IJI0B, NpHYEM
HCTIONb3YETCS BHIPAXKEHHE KOS(D(UUMEHTOB 3allenueHyss OpY MOMOINH HHTErpaia
Iaycca.
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