- In cel de al V-lea an de aparifie (1960) Studia Universitatis Babes-Bolyai cuprinde
' serii:
I. matematici, fizicd, chimie;
- 1L. geologie, geografie, biologie;
- 1IL filozofie, economie politics, psiliclogie, pedagogie, stiinfe juridice;
- V. istorie, lingvisticd, literaturé.
~ Fiecare serie apare anual in 2 fascicule.

-

V. (1960-as) éviolyamaban a Studia Universitalis Babes-Bolyai véltozatlanul
sorozatokat oleli fel:

L. matematika, fizika, kémia;

e lig geologia, foldrajz, biologia;

- 1IL filozéfia, politikai gazdasagtan, lélektan, pedagigia, jogtudomény;
 IV. torténet-, nyely- és irodalomtudominy.

Minden sorozatban évenként ket fiizet jelenik meg.

MaTeMartHka, $usnuka, XuUMus;
reonorus, reorpacdus, Guosorus;
ilamacetbm, TIONHTIKOHOMUSA, [CHXONOTHS, TMEAArOrNKa, IOpUAHYECKHE H.
V. IcTOpHA, SASBIKOSHANNE, JIHTEPATYPOBEALHHE,

B Kamoil cepui eKerofHO BHIXONAT ABA BLITYCKA.

s leur Ve année de la publication (1960) les Studia Universitatis Babes-Bc
t les mémes siries:

mathématigues, physique, chimie;
-e géologie, géographie, biologie;

philosophie, économie politique, psychologie, pédagogie, sciences juridiques;
histoire, linguistique, litlérature,

Chaque série comprend deux fascicules par année.

STUDIA

UNIVERSITATIS BABES-BOLYAI

SERIES 1 FASCICULUS 1

1960

MATHEMATICA
PHYSICA

C L UxJ

BCU Cluj=Napoca

AN

PMATE 2014 00338



COMITETUL DE REDACTIE — SZERKESZTO BIZOTTSAG
PEIAKIIMOHHAST KOJIJIETHST — COMITE DE REDACTION

Acad. Prof. C. DAICOVICIU (redactor responsabil), Conf, L. CETERCHI, Conf. V. L

CIMPIANU, Prof. l. DEMETER, Conf. ©O. FELSZEGHY, Conf. M. KALLGS, Prof.

N. LASCU, Prof. T. LASZLO, Prof. D. MACREA, Prof. GY. MARTON, Prof, T.

MORARIU, membru coresp. Acad, Conf. L. NAGY, Prof. 1. PETERFI, membru coresp.

Acad. (redactor respensabil adjunct), Acad. Prof. E. PETROVICI, Prof. Gh. PIC,

Prof. T. POPOVICIU, membru coresp. Acad., Prof. E. A. PORA, membru coresp. Acad.,
Acad. Prof. R. RIPAN, Prof. AL ROSCA, Conf. I, URSU

Redactia:
CLUJ, str. Kogilniceanu |
Telefon 34—50

SUMAR

T. POPOVICIU, Opera stiintifica a lui J. Bolyai . . . . . . . . .
E. KISS, Rezolvarea in mumere naturale a ecuafiei diofantiene x24y3=z* .
GH. PIC, Despre o teoremd a lui B. H. Neumann . R e
G. CALUGAREANU, Asupra izotopiei curbelor fnehise . . . . . .
G. CALUGAREANU, Asupra unui sistem de invarianfi de izotopie .
F. RADO, Generalizarea tesuturilor spatiale pentru structuri algebrice . . .
M. FRODA-SCHECHTER, Studiul unei proprietdfi a translatiilor de multimi . .
I. MARUSCIAC, Asupra polincamelor lui Cebfsev k-restrinse pe o multime margi-
nitd si inchisd dig plangl eomplex . . . . < o a oo e o w e
T. MOCANU, O teoremd asupra iuncfiilor univalente . :
V. IONESCU, O teoremd asupra sistemelor de ecualii liniare . . . . . . .
MUNTEANU, Extinderea unei teoreme referitoare la sisteme de ecualil liniare .
FERTIG, Despre comportarea integralelor ecuafiilor diferentiale liniare cu
coeficienti constanti, care depind de un parametru . . . . . . ... . .
KALIK si P. SZILAGYI, Despre rezolvarea problemei la limitd a lui Neumann
NEMETI, Tensiuni termice fn prisme lungi . . . . . . . . . . . . . :
NEY, Despre cazul de nehotdrire al criterivlui de convergenid al lui D’Alembert
MOLDOVAN, Observatii asupra problemei celei mai bume aproximafii intr-un
FUERL Bl | oo e R SO O S
CONSTANTINESCU, Asupra distanfei a doud multimi intr-un spafiu vectorial
CHETTEE. e b oo e BB O e e N S S SR CEC R S
MIHAILESCU, Refele izoterm-conjugate situate pe suprafefele riglate .
GERGELY, Despre ovale pe baza ecuafiilor lor intrinseci . . . . . .
BAL, Asupra unor suprafete ce infervin in momografie . . . . . . . . . -
D. STANCU, Asupra caleulului coeficientilor unei lormule generale de cuadratura
COTIU si A. COTIU, Delimitarea erorii procedeului de ordinul al cincilea a lui
Kutta de integrare numerici a ecuafiilor diferenfiale . . . . . . . . . .
TATARU, Studiu asupra proprietatilor de radiatie ale antenelor lentile excitate de
pilnii  electromagnetice piramidale sau sectoriale . Mt A e
KELEMEN, Influenfa tempenatusii asupra potenfialului de miscare al metalelor
IRapa el Al e e Serng e s e e e e et B R
. MERCEA, Viscozimetrul cu capilard inelara . R R A
MERCEA, Rezislenfe la scurgere in scurgeri capilare de gaze si masurarea
lot ol wiscozimetral € Capllard oo v v e v e sh G s 0B w e
I. MAXIM, IULIU POP si A. NICULA, O mefodd sensibila peniru determinarea
relativd a susceptibilititii magnetice, cu compensare in cimpul gravitational
I. MAXIM, A. NICULA si IULIU POP, O metoda magnetometrica pentru mésurarea
ISENCHERIEATIOHNS & o i« s w e b e e e e e e
KOCH F., Unele probleme legate de varialia cu temperatura a efectului Procopiu

=79

<< T @ Torms 1 omRro

Cronicé
Ecuafii funclionale in legdturd cu nomogralia (F. RADO) . . . . . . . . .
Mulimi de funclii interpolatoare si notiunea de funciie convexd (E. MOLDOVAN) .
Cursuri speciale: Curs special predat de prof. G. CALUGAREANU
Curs special predat de prof. T. POPOVICIU
Curs special predat de prof. E, MOLDOVAN .



COOEP)XAHMHE

T. ITOTIOBHUYY, Hayuynas nearenbuocts M. bBofian . . . e,

5. KHUIII, Pemexne B HaTypaJbHBIX YHCJAX )lnotbaHTosom vpaBHEHuH .\:2—3- yr=2"

I, [IMK, O6 ognoit Teopeme B. X, Heiimana . . . : e e o LS

Ix. KQJIVIOPAHY, O6 wusoronun 3aMKHYTHX I(pHBE]K ;

Jx. KOJIVIOPAHY, O6 onHoil cicreme WHBAPHAHTOB H30TOIHH

PAJTIO, O6o6uienne MNpocTPAHCTBEHHBIX TKaHell s anreﬁpauqecnnx“pri{Typ

. ®PONA-IIEXTEP, HccnefnoBanne oLHOTO CBOICTBA TIEPEHOCOB MHOMKECTB .

. MAPYIIIAK, O nonunomax UYeGrnmesa Fk-yclnOBHEIX Ha 'aaMKHyTOM 1 OrpaHHueH-

HOM MHOMKECTBE KOMIJIEKCHOH TIJIOCKOCTH il SRR S

T. MOKAHY, Onra teopema 06 OAHONHCTHEIX cbymmum W

B. MOHECKY, Onna Teopema O cHCTeMax JHHeHHbIX ypaBHeHHil . « le o

MYHTHHY. Pacuinpenne ofHoil TEOPeMbl, OTHOcsIefics K cHCTeMe ypaBHenmit

®EPTHT, O nosefennu nnTerpanos andupepeninaibHbix JHHERHLIX ypaBHeHHIl
¢ MOCTOSHHBIMA Koa(dumuentamy, 3aBHCALIIMH OT OMHOTO mapaMmerpa

=eR= EZ.G‘

K. KAJIMK. T1, CUJTAOH, O pemenun npo6nemul Heiimana

JI. HEMETH, TenjoBrie HanpsiKeHHs B JUIHHHBIX TIPH3Max

A. HEW, O cnyuae coMHeHHs npusHaka cxoanmoctd IlanamGepa . y

E. MOJIIOBAH, 3ameuanusi 0THOCHTENLHO HI—]HJ‘IyHIHEFO npnﬁ.nmﬁemm B aﬁcham.
HEIX TPOCTPaHCTBaX

®. KOHCTAHTHHECKY, O pacc’roﬂunn JlBy)\ | MHOJKECTB B HOpMII])OHHHHOM BEK-
TOPHOM IPOCTPAHCTBE X

T. MUX3HJIECKY, Hzorepmo- conpﬂmem]me cetn Ha nlmeur{amu nunep,\nocm‘( :

E. TEPTEM, O6 oBanax Ha OCHOBaHHM HX BHYTPEHHHX YpaBHeHui . . . . .

JI. BAJI, O HexoTophIX MOBEPXHOCTAX, BOSHHKAIOUNX B Homorpadu :

HO. . CTAHKY, O Boiuncierun koshhuunento onnoii obuieit Gopmysn I(BaﬂpaT\’Pbl

@, KOLIUK, A, KOLIMIO, Ouenka ownbkn crnocoGa natoii crenenn Kyrra uneno-
BOTO HHTEerpHpoBanist Au(pepeHunanbuLx ypaBnenii

3. TATAPY, M3yuenHe H3NYUHTENLHBIX CBOHCTE JMH30BHIX AHTEHH, pa'%,[[p}])KEHHhI‘(
aJIeKTDOMarﬂHTHmMH'nupaMHna.ﬂbean HAH CEKTOPHANBHEIMH PYMOpaMu

®, KEJIEMEH, Bnuanue TemMnepatypel Ha MOTEHLNA/ LBHIKEHHS METAJJIOB B LHCTHJI-
JHPOBAHHON BoOge D\ s

B. MEPYA, Buckosumerp ¢ K(JJTI:L[BBB[M Kammnﬂpom et

B. MEPYA, ConpoTuBieHie HCTEUEHHSI TMPH KATHJIIAPHBIX HCTEUEHHAX FA30B M HaMe-
peHHEe WX MPU MOMOWIH BHCKO3WMETPa ¢ KOJBLUEBEIMH KaNIJIsSpaMu .

H. MAKCHM, 0. TIOII, A. HUKYJIA, UyBcTBHTeNbHbI METOR /IS OTHOCHTEJIb-
HOTO ONpefeneHHs MarHHTHOH BOCHPHIMUYHBOCTH € KOMIEHcdlHeil B rpaBuTa-
IHOHHOM TnoJe , .

H. MAKCHM, A. HI/IKYJIA 0. HOH MarH]]TomeTpnuecmm ME‘TO,D. ,EFIH 1|3Mepemm

OCTATOYHOTO MAarHeTH3Ma
®. KOX, Hexoropeie npobieMsi B cBAIN ¢ TEMr]epaTy])HUﬁ Bapl—laulle:‘& 9¢¢ema

Ilpokonuy , . . . . .
NP oA e s

Y
15
21
27
35
41
57

73
91
97
107

121
131
143
153
163
167
169
1756
181
187
193
199

205
217

239

259
265

269
279



e

SOMMAIRE

T. POPOVICIU, L’ceuvre scientifique de J. Bolyai . . :

E. KISS, Résolution en nombres naturels de I'équation dmphanllen'ne x2+y3ﬁz4 :

GH. PIC, Sur un théoréme de B. H. Neumann . : a5 G wE

G. CALUGAREANU, Sur I'isotopie des courbes fermées .

G. CALUGAREANU, Sur un systeme d’invariants d’isotopie .

F. RADO, Généralisation des tissus spatiaux, pour cerfaines stn ucfures alg(.bnques

M. FRODA-SCHECHTER, Etude diune propriété des translations d'ensembles . . .

I. MARUSCIAC, Sur les polynomes de Tchebychel l-restreints 4 un ensemble limifé
et fermé du plan complexe . . . R

P. T. MOCANU, Un théoréme sur les fonctions univalentes . :

D. V. IONEbCU Un théoréme sur les systémes dequantxons linéaires . :

F. MUNTEANU, Extension d’une théoréme rclatif & des systémles dequahons :

M. FERTIG, Sur le comportement des intégrales des équations différenticlles lincaires
4 coefficients constants qui dépendent d’un paramétre .

. KALIK, P. SZILAGYI, Sur la solution du probléme de la limite de Neammann .

. NEMETI, Tensions thermlques dans des prinses longs .

NEY, Str le cas d’indétermination du critérium de convergeme de’ d*Alembert

: MOLDOVAN Sur la meilleure aproximation dans espaces abstraits .

QONE)TANTINESCU Sur la distance de deux ensembles dans un LSPE]CG vec-

toriel nmormé .
. MIHAILESCU, Les réseaux - isothermes- con]ugues situés sur des surfaces regles
. GERGELY, Problémes des ovales fondés sur leirs équations itriséques .
BAL, Sur certaines surfaces intervenant enm nomographie . .

. D. STANCU, Sur le caleul des coefficients d'une formule genera]e de quad;atme

. COTIU et A COTIU, Délimitation de lerreur du procédé de cinquiéme ordre

de Kutta pour lintégration numeérique des équations différentielles .

. TATARU, Etude sur les propriétés de radiation des antennes lentilles excitées
ar des pavillons électromagnétiques, pyramidaux ou secforiaux .

. KELEMEN, Lvinfluence de la température sur le potentiel de mouvement des
métaux dans I'eau distillée T S o S

. MERCEA, Le viscosimetre a capillaire ATAAIE v v = i v w i s s

: MER(,EA Les résistances a l'écoulement danms les écoulements capillaires de
gaz et leur mesure avec le viscosimétre a cappilaires annulaires . C

I. MAXIM, I, POP, A. NICULA, Sur une méthode sensible pour la détermination
relative de la susceptlblhte magnétique, avec compensahon dans le champ
gravitationnel .

[. MAXIM, A. NICULA, I POP Méthode magmtometrlque pour la ‘mesure de la
rémanence magmethue F

F. KOCH, Problemes liés 4 la variation de Ieffet Prcconplu en fonction de la tem-
DR e R e T m o al « Bl Rarsrek gt

Chronique

mm?rﬁ

m TMoFm=

<< T

9
15
21
87
35
41
57

73
91
97
107

121
131
143
153
163

167
169
178
181
187
193
199

205
217

238



2 Gh. Pic 6

OB OIHOKM TEOPEME B. X. HEMIMAHA
(KpaTkoe conep:kaHue)

Msnaraeres oGoC6lienne HekoTopblx pesyabtatoB B. X. Heiimaua [4].

Dynyun fana rpynna G, Torja MHOMKECTBO HOPMaJbHLIX moarpynn N, Las KoTopsiy
G/N siBnsiercst FC-rpymnoii, oGpasyer cTpyKTypy.dTa CTPYKTYpa MOYKET HMETh MIHHMAaNbHBIH
3JIeMEHT, HalpuMmep, H B cJyvae, KOTAA XapaKTepHCTHUECKHE MOArPYINbl 06JAfAl0T MHHH-
ManbHBIM OTpaHHYeHHeM. JTa MOATPYNNa, eclH CYlLIecTByeT, ofosHauaertcs uepes R(G).
JokaspBaercsi, utro R(G) NONHOCTBIO HHBApHaHTHA M, ecau H u K sgpasioTes IByms
HOpMa/bHBIMK moxrpynnamu, torga us H & K Britekaer R(H)C R(K).

Onpenenenie R(G) Moxer GbiTh oGo6umieHo H, TakuM oGpasoM, BBomuTcs Ry (G)
Kak MHHMMAaJIbHBIH 3JIeMeHT CTPYKTYPBl XapaKTepHCTHUECKHX mnorpymn M, copepikamuxcs
B Ry (@), nna xotopux R, (G)/M sasnserca FC-rpynnoit 8 G/M.

OTH NOATpynmel o6nagaloT TeM cBoficTBoM, uto R (@) mHaxoasTcs B yOHEBaoIEM
LeHTPe ¢ NOPHAAKOBBIM uMcioM k. JlaHHOe CBOHCTBO MOJKHO paccMaTpHBATE KaK KOHEUHO
nyanbHoe co cBoHcrBoM, AokasannoiM @©. Xanmo [3] mas Bospacraomux FC uentpos. Ha
OCTAJIbHBIX CBOficTB oTMedaeM dopmyny [R, (G)/N] =[R, (G) .N]/N.

Haxkowen, paiores ciepypomue oGoOLieHHS HEKOTOPHIX H3BecTHeix Teopem B, Heiimanua,
d HMEHHO:

TEOPEMA., R, /S, asaaetca abeaesoil epynnod 06es «kpyuenus, 20e uepes Sk

0bosHawena HopmatbHas nodzpynna daementos R, Koxewwoeo nopsdka mod Rg.

TEOPEMA. [GoR,_||/R; nasaserca epynnod kpy4erus.

SUR UN THEOREME DE B. H. NEUMANN

(Résumé)

L’auteur généralise certains résultats dus & B. H. Neumann [4].

Etant donné un groupe G, l'ensemble des sous-groupes normaux N tels que G/N soit un
groupe FC forme un treillis (lattice). Ce treillis peut avoir un élément minimal, par exemple,
dans le cas ol les sous-groupes caractéristiques ont une limitation minimale. Ce sous-
groupe, s’il existe, se note R(G). On peut démontrer que R(G) est invariant pour tous les
endomorphismes du groupe et que, si H et K sont deux sous-groupes normaux, il résulte
alors de H C K que R(H) C R(K).

On peut généraliser la définition de R(G) et l'on introduit ainsi K, (G) comme élément
minimal de la structure des sous-groupes caractéristiques M contenus dans R, (G) pour lesquels
R,_4(G)[M est un groupe-FC dans G/M.

Ces sous-groupes jouissent de la propriété que R (G) est contenu dans le k-itme centre
descendant. Cette propriété peut étre considérée comme étant la duale d'une proposition
démontrée par F. Haimo [3] pour les /“C centres ascendants. Parmi les autres propriétés nous
relevons la formule R (G)/N = [R, (G) . N][N.

On présente enfin les généralisations suivantes de théorémes de B. H. Neumann,
a savoir :

THEOREME, R, [S), est un groupe abélien sans lorsion, dans lequel S, désigne le sous-
groupe normal des éléments de Rk qui sont d’ordve fini mod RR+I'

THEOREME, [(GoRy_ 1/R, est un groupe de torsion.

ASUPRA IZOTOPIEI CURBELOR INCHISE

de

G. CALUGAREANU

Comunicare prezentatd la sesiunea stisnfificd a Universitdfilor
., Victor Babes' gi ,,Bolyai”, din mai 1939

Problema clasificdrii din punct de vedere topologic a curbelor inchise
orientate, din spatiul euclidian tridimensional, este inci departe de a fi
rezolvatd. O curbid inchisd, fird puncte multiple, orientati prin alegerea
unui sens pozitiv de parcurs, se numeste nod, in sensul acceptiei comune
a acestui cuvint. Se spune cd doud noduri, C si C’, sint izofope, daci ele pot
fi aduse in coincidentd, orientdrile fiind si ele concordante, printr-o defor-
mare continud a uneia din curbele C sau C’, astfel ca in tot timpul deformirii
curba deformatd si rdmind fird puncte multiple, deci si nu se traverseze
pe ea Insdsi (mai scurt, sd nu se autotraverseze). Doud noduti apartin ace-
leias clase de izotopie dacd ele sint izotope. Problema clasificirii nodurilor
revine la formarea unui sistem complet de ¢nvarianii de izotopie.

Fie C un nod oarecare, iar I(C) o functie de linia C (in sensul lui Vol-
terra), cu valori numerice reale. Dacd curba C este reprezentati parametric
sub forma
(1) . '\TZX(t),y:y(t),Z:Z(L‘), ie[to:tl}:

I(C) va fi deci o functionald I[x(f), ¥(¢), 2(¢)] de trei argumente.

Sputiem cd [(C) este un invariant de izotopie dacd avem I(C) = I(C')
ori de cite ori C’ este izotop cu C, deci /(C) pastreaza o valoare constanti in
fiecare clasd de izotopie. Desigur cd un astfel de invariant nu va putea fi
util in ce priveste clasificarea nodurilor daca el pistreazi aceeas valoare in
toate clasele de izotopie, si din contra, va fi cel mai interesant daci ia valori
diferite in clase diferite.

S-au definit diferiti invarianti de izotopie, pe o cale directd, expri-
mind proprietafile geometrice ale nodului invariante in fiecare clasi de
izotopie. In mod natural se introduc astfel urmitotii doi invarianti :

Ordinul n al unei clase de izotopie [1], este numirul minim de puncte
duble al proiecfiei ortogonale pe un plan oarecare, corespunzitor unui
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nod din acea clasi de izotopie deformat astfel incit proiectia sa sd nu aiba
ca puncte multiple decit puncte duble.

Numdrul de innodare s al unei clase de izotopie [2], este numéarul minim
de autotraversiri necesar pentru a aduce nodul in coincidentd cu un cerc,
printr-o deformare continud.

Nu existd insd procedee de calcul al acestor invarianti, pentru un
nod dat sub formd analitici. Deaceea se pune si problema formadrii invari-
antiilor de izotopie prin procedee analitice, care sd condued la expresii
calculabile ale acestor invarianti.

La Sesiunea stiintificd universitarda din anul trecut am prezentat un
invariant de aceastd naturd, care este

i %, d%s %y — %, :
(2) E=2A\ aludny ~vsl to ) 75,
i day des T N— 1 .

obtinut din cunoscutul invariant al lui Gauss

‘ . %y AXg Ly — %9
(8) G(Cy, Cy) =— i dy, dys Y1 — Ya | phie= [y —g)® o (9 — it

¢, e/c2 dzl £f£2 &y — &y + (z]_ == 32)2

prin suprapunerea curbelor C; si C, pe o aceeas curba C.

Avind in vedere formarea unui sistem complet de invarianti, ale caro,
valori si determine deci complet clasa de izotopie a nodului considerat
mij-am pus intrebarea dacd procedeul ,suprapunerii’” nu poate conduce
la formarea altor invarianf{i de aceastd natura. Pentru aceasta este insa
necesard cunoasterea altor invarianfi analogi invariantului lui Gauss,
pentru sisteme de doud sau mai multe curbe inchise orientate, doud cite
dous fird puncte comune. Ori, astfel de invarian{i nu se cunosc pind azi,
si de aceea am cercetat, in cursul acestui an, aceastd problema preliminara,
care de altfel are interes si ca o generalizare naturald a problemei clasifi-
cirii nodurilor, in sensul clasificirii tnldanfuirilor -de noduri.

Se numeste inldnfuire de mulliplicilate m orice sistem de m noduri,
doud cite doui firi puncte comune. Relativ la inlantuiri, putem defini
[3] mai multe feluri de izotopie, dintre care mai importante sint urmatoa-
rele doud : i ;

Spunem. cid doud inlanfuiri (Cy, Cy ..., Cp) si (Ci, Ch, ..., Cp) sint
izotope in sens larg dacd putem aduce in coincidenta C, cu C,, Cjcu Gy, . ..

! cu Cp, orientdrile fiind toate concordante, printr-o deformare
simultand a curbelor, astfel ca in timpul deformirii doud curbe C, sau doud
ctrbe C’, si nu se traverseze, insd orice curbd C sau C’ putind sd se auto-
traverseze, si orice curbd C putind sd traverseze orice curbd C’'. Vom numi
deformare izotopd in sens larg o astfel de deformare Doud inldntuiri apar-

tin acelejagi clase de izotopie largd daci ele sunt izotope in sens larg. Acestor

clase le corespund tnvarianii de izolopie largd.

Asupra izotopiei curbelor inchise 29

Spunem ci doud inlanfuiri sint izotope in .se-rr,suszfm'ct daca putem_ aduce
in coincidentd Ci cu C;, i=1,2,...,m, orientirile uf1‘1.11d 0911co1dant_e,
deformind curbele simultan astfel ca in timpul (_1e'formar11u doua cur,beu din
aceeas fnlintuire C sau C' sa nu se traverseze, NCL O curba C sau & sd nu

verseze, insi orice curbd C putind sd traverseze orice curha C'.

se autotra . e ¢ ' : ze a (
Vom numi deformare izolopda in sens strict o astfei de deformare. Doua 1n-

lantuiri apartin aceleias clase de izotopie strictd daci_ele sint izotope i1
sené strict. Acestor clase le corespund invarianii de zzotoj‘)w strictd.

in cazul m = 2, se constatd cid integrala lui Gauss G(Cy, C,) este un
invariant de izotopie larga. In cazul m = 1, cazul 1..11111i singur nodi izotopia
definitd initial este aceea in sens strict, iar izotopia inAsens larg isi p_1e'rde
interesul, deoarece doud noduri oarecare sint izotope in sens larg, si izo-
tope cu un cerc, Remarcdm aci cd prin suprapunerea nodurilor .C 1 51 Cg,
un invariant de izotopie largd, G(C;, Cy), a putut conduce la un invariant
de izotopie strictd, anume - - 4

in afara celor doui feluri de izotopie menfionate, se mai pot defini
alte specii intermedijare care isi au interesul lor, dar asupra carora nu ne
vom opri aci. . 1 5175

O alti nofinne esenfiala [4] este aceea de inldniuire red-ncmbf{(t. Spu-
nem ci inldnguirea (Cq, Cy,. .., Cm) este reductibild in sens larg daca putem
tmparti sistemul acestor curbe in doud subsisteme Cmnpleme?ta}'e de 15
respectiv m — p curbe, fie (G1s v Co) 81 (B0 vy Chio)) astfelAmt?t flefov
mind simultan curbele fird ca douid curbe sa se traverseze, lnsa hecarle
curba putind si se autotraverseze, sd putem aduce sistemul (e, s ‘o Cp)
tn interiorul unei sfere date, celdlalt sistem raminind in afara acesteia. ‘11_1.—
lantuirea (Cq,...,Cm) este reductibild in sens strict dacd, in aceleag;ﬁ col'ldltn,
cu restrictia suplimentard ca nici o curbi si nu se autotraverseze in lt1mpul
deformarii, sistemele (Cy,..., Cp) si (C1,. .., Ch_p) se pot separa ajutorul
unej sfere. Se demonstreazi ci o inlintuire reductibili se poate descom-
pune univoc in componente ireductibile, si este evident ca studiul se poate
limita la inlanjuirile ireductibile. ; i

fn cele ce urmeazi ne vom ocupa de problema formarii invariantilor
de izotopie larga in cazul inldntuirilor ireductibile de multiplicitate m = 5

Se stie ca invariantul lui Gauss G(Cy, C,) se obfine cu ajutorul nofinnii
de unghi sotid. Fie O, un punct fix ales ca origind a arcelor pe cqrba C.z'
jar M, un punct mobil pe aceastd curbd. Si notdm cu o(M,) nglnul solid
sub care curba C, este vizutda din punctul M,. Se constatd ca o(M,) este
o functie multiforma, continua in tot spatiul E; — C,, data de expresia

fle dxz xl — xz
S| @Y1 Y2 Y1 — Y2
12
0sMs & Cy dz, dzy 21 — &

(4) w(My) =

Aceastd funcfie admite curba eriticd Cy, in sensul cd atunci uCiPd.ME
parcurge o curbi inchisi C, care traverseazd odatd o membrand. intinsa
pe curba C,;, w(M,) urmirita prin continuitate dealungul curbei Cp nu re-
vine in punctul initial cu valoarea inifiald, ci cu acea valoare sporita cu
47 (aria sferei unitate). w(M,) este deci o functie multiformd cu perioade,
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si invariantul lui Gauss G(C,, C,) nu este decit expresia generali a perioa-
dei acestei functii.

In cazul unei inldntuiri de trei curbe (C1, Cy, Cy), am incercat si formez
invarianfi analogi cu acel al lui Gauss, generalizind notiunea de unghi
solid. Fie Oy origina arcelor pe curba Cy, iar My un punct mobil Pe aceasta,
Formarea invariantilor I(C,, C,, C,) devine posibili daci putem construi
o functie w(M,), continui si multiformi in spatiul E; — C; — C,, admitind
curbele critice C; si C,, i numai acestea, i comportindu-se ca o functie
multiformd cu perioade, aga incit diversele determingri ale functiei o (M)
sa difere intre ele prin combinatii lineare cu coeficienti intregi a doui cons-
tante fundamentale. In cazul unei astfel de functii care in plus s-ar putea
scrie sub forma

(5) w@%)=5%mgqsmF

unde e o forma trilineara in raport cu diferentialele dx,, dy,, dz, ; dx,, dy,, dz,
dxy, dy,, dz, Teprezentind respectiv componentele deplasirilor pe C,;C,; C,
se obtin invarianti de izotopie largd de forma

(6) I:SQLJQF

intru totul analogi invariantului lui Gauss. Mentionez ca pind in prezent
am reusit sd formez mai multe functii multiforme de forma (5), avind
linjile critice C, si C,, insa desi acestea sint functii multiforme cu perioade,
perioadele nu sint constante, ci functii de punct. Ramine de vizut in ce
mdsurd aceste functii se pot utiliza pentru clasificarea inldnfuirilor de trei
curbe. Deoarece perioadele acestor functii
multiforme nu sint constante, nu am ob-
finut pind acum un invariant nenul de
forma (6).

In cazul cind C, si C, sint nefnlintuite,
deci G(Cy, C3) =0, am putut demonstra
printr-un rationament simplu ci orice in-
variant de forma (6) este in.mod necesar
identic nul, deci lipsit de interes, insi in
cazul cind G(C,, C,) >0 acel rationament
nu subsistd, si problema existentii invari-
anfilor de forma (6) rdmine deschisi. Tati
care este acel rationament.

Se observd ci daci schimbidm sensul
pozitiv de parcurs pe una din curbele (&
sau Cy, atit w(M,) cit si I(C,, C,, C,) schim-
bd semnul. Si considerim inlintuirea (4)
din fig. 1, unde G(C,, C,) = 0. Notind cu
7y §i 7, perioadele functiei o(M;) cores-
punzitoare curbelor critice C,, respectiv
Fig. 1. C,, avem, notind cu [w]e, variatia functiei

(A)

8)

(&)
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Asupra izotopiei curbelor inchise

b

w(M;) atunci cind M, descrie curba Cj, si tinind seama de sensurile pozi-
tive indicate pe figurd,
I W [m]ca =Ty — Ty

De asemenea, gasim in cazul (B),
I = [eld = my 4 7.

Insd inlinfuirea (B) este izotopd cu (B’), care rezultd din (E) pr,intr}-co
risucire de 180° a curbei C, in jurul unei axe cor}v.enabﬂe. Apoi (B) esb e
izotopd cu (4), dacd in (4) inversim sensul pozitiv de parcurs pe curba

. Asadar
b I'=—I, 4+ my= —T; + 7, 7y =0

deci C; nu este o curbi criticd pentru m(l}\l 3),Ama:xtrar_;pc;{cez_eé(éceét)rjilﬁ
nament nu subsista in cazul cind C; $i C, sint 1nlan5'3‘%11 £t ef;e d ééchzisé by
Desi problema formdrii invarianfilor de forma ,( )rram1 T el
vede ci impunind functiei w(M,) forma integrald (3) se : ‘;11 'Ij)nvari‘fm—
restrictie prea tare, care in cazul G(Cl’ Cz? —= 0 EX‘C11126 eXIISne(I;l(E: 1 . );O
tilor. Ori, in cazul bine cunoscut al inlant}nm din f}g- G ave = lfev gleazi
C(Czy C.) =0, G(C,, C;) =0, deciinvariantul Tai auss U T a
imic di inla irii, si sel Jutarea unor invarianfi care sa
nimic din natura inldnfuirii, $i se impune cau ek
permitd a deosebi acest caz de acel a trei Sufbe nein ari,uld. ey
S4 observim ci existi o strinsd Iggs“itura intre claselei‘ f?]lféacr)}l)eliutal
sens larg a Inlintuirilor (C,, C,, C3) si elemerttelle grl.l}iu ; émise Peten
al spatiului E;, — C, — C,. Intrucit autotraversirile 81111 e e
fiecare curbid, in fiecare clasd de izotopie puutem‘ 'aetge'é 011)1 o
(C;, Cs, C;) In care fiecare curbi C,, C? satl C? si fie 1zotop :
Clasa inlantuirii (C,, C,) este definitd univoc de

valearea G(C,, C,) = n. Curba C, coI:espunde unei ¢, c,
clase a grupului fundamental al spatiului E; — Ci—C,.

Fie o punctul de bazi, iar 4 si B generatorii grupului

fundamental, reprezentati de doud drumuri inchise _/\

plecind din o care inconjurd odatd curba C,, respec-
tiv C,. Se constati cd pentru G(C,, C,) = 0, genera-

torii A si B nu sint legati prin nici o relatie, si ug €
drum oarecare, de ex. Cj;, poate fi reprezentat su Al
forma
b q p ['f] Pn pn
Gai= A BHEAR B A B
c, -

unde #, 5i ¢, sint intregi. Clasa de izotopie a inlan-
tuirii (C,, C,, C,) este bine determinatd dacid se cu-

N
nosc numerele p, si ¢, in ordinea lor, cireia i se poate \_J
totusi aplica o permutare circulard oarecare, deoarece A

alegerea originii O pe curba C, este arbitrara. .Fiecarg B\
exponent p, sau ¢, este un invariant de izotopie largi
al inlintuirii (C,, C,, C,). 5 ”

In cazul G(C,, C,) = 4+ 1, se giseste ci genera- .
torii 4, B sint legati prin relatia unicd AB = BA, Fig. 3.
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deci grupul fundamental este comutativ. Avem Cy = APBY i intregii ¢,
g sint dati de G(C,, C;) si G(C,, C,), asa fncit in cazul GGy, Co) == 11
inlantuirea (C,, C,, C,) poate fi complet caracterizatd din punct de vedere
al izotopiei largi, numai cu ajutorul invariantului lui Gauss. Lste dealtfel
singurul caz de aceasti naturi.

Pentru G(Cy, Cy) =n, |n| > 1, gisim ci generatorii sint totdeauna
legati prin relafia unici (4B)" = (BA)". Clasele de izotopie sint si aci
caracterizate de invariantii #;, g;, intre care vor putea exista relatii, decur-
gind din realfia care leagi generatorii 4 si B. Deoarece C — A» B%
... AP" B™ avem in toate aceste cazuri

G(Cll C‘}) = pl + ]52 % o + j)l’h G(Czn C:]) =5 % Ve + R0 + Y.

Pentru calculul invariantilor $; si ¢; atunci cind curbele sint date,
sint deci necesari alti invarianti calculabili direct si exprimabili in functie
de pi, ;. Formarea unor astfel de invarianfi revine, cum am aritat, la
formarea unor functii multiforme cu perioade, problemad asupra cireia
vom reveni.

Catedra de teoria functiilor
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OB M30TONIMH 3AMKHYTLIX KPHMBbIX
(Kpartkoe comepxanne)

HaseiBaercst cyenienues kparHoeri i aw6as  cHeTeMa  YBI0B, HANPABIEHHBIX
momapHo Ges ofmefi ToukH B mpocTpaHctBe Es Onpegensioress asa poja H30TONHH
cuenviernit. IIsa cuennenust (Cy, Cy, ..., Cn) u (C4, Ch, ..., CL) HaspBaoTca u30-
TOMHOIML 8 WHUPOKOSL CMblCAe, eCTIT BO3SMOXKHO npusectn Ci B coBnagenne ¢ Ci, C} ¢
Cy ..., Cih ¢ C,, HATIPABNEHHUST SBJSSACH TOMIECTBEHIBIMH nocpencTBoM jgedopmanny, B
TeueHle KOTOPOH KPHBLIE OJHOI H TOI JKe CHCTeMLI He NepeceKaloTcs, HO KaMiasi KpHuBAs
MOIKET NpOiTH camy cebf; CIEIJIeHHs HA3bBAIOTCS USOTONHGIMIL B Y3KOM CMBICAC, eciil,
BIOGABOK, HH OJHA KPHBAH He MOMKET NpoiiTh cebs Bo Bpems gpedopmainn. YKazauuee
ABa poJla H3OTONHH SIBAAIOTCH IKBHBAJECHTHLIMH OTHOMIEHHSMH, H3 Hero C/AELYeT ompene-
MEHHE USOTONHLLY KAGCCO8 6 OOWjeA WAL Y3KOM CMBICAE IS CUEMMCHHil, A TAKiKe ompese-
JIEHHE UB0TONHbLY UHBAPUAHTO8 6 obujem uau yscom cmoicae, Ilas m — 2 Ko3(punHeHT
CUEIJIEHHs, RaHHblii uHTerpasom [aycca, ABJSETCS H3OTOMHBIM HHBapHaHTOM B oO6IieM
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ge napet (Cy, Cy). Mierca ananoruunpiii mnsapuant u ana tpoiikn (C;, C,, Cs),
CMEIC 9TO CBOAMTCA K TOCTPOEHHIO OZHOM

fiH {BOJTHHEHHBIM HHTEIpasoM,

Hoil TPOIHBIM KPHBOJ i _ 3
ﬂa;;qmﬁ tdynguun, onpenenenHofi B E3—C;—C,, MHOrO3HauHOH ¢ MNepHOJAMM, H A5
jiid u C, SIBAAIOTCS KPHTHYECKHIMH KDUBBIMII; 3To. ABJseTcs o06oOHIEHHEM TeJec-

opoil Gy 2 <
I:gf_gp yrna. [loxkaseiBaercs, uTo nofgobHas (yHKUHS He cyuecTByer, ecnu €; H C, He

CHBI. ]
mEMEcml G(Cy, Cy) =0, Torga Bonpoc ocraéresi OTKPLITEIM. [lokasbiBaeTcsi, 4YTO €csM
G(C C,) =t |, Torga @ysnamenranbHas rpynna npocrpauncrsa £ —C; —Cy  sBisercs
Koml,{y-ra'rnﬂuoﬁ, i uHBapuanT laycca XapakTepHsyeT MNOJHOCTbIO Kiaccel uzoronnm. [as
G(Cy, Cs) =n,n =1 obpasyomue A, B 37olt QyHAaMEHTATLHON TPYNNbl CBA3AHB eJIMH-
c'rBe:i‘HblM cootHoitennem (AB)" = (BA)", n wuuBapuaur laycca He mosBoisieT omucaTh

P — APip@ 4Pz pde
BCe CyLLeCTBYIOUIHE KJIacChl H3OTOMHH. Kouaryp C; Buipamaercs B Bue Cy = AMB7 AR
AP'BI", rne uensle p; , g 06pasyi0T OAHY CHCTEMY H30TONMHEIX HHBADHAHTOB, TMOJ-

HOCTBIO Xapakrepuayioulylo Kmacc tpoiikn (Cy, Cy, Cj).

SUR L'ISOTOPIE DES COURBES FERMEES
(Résumé)

On appelle enlacement de multiplicité m tout systéme de noeuds (orientés) deux 4 deux
sans point commun, dans l'espace E3, On définit deux genres d'isofopie des enlacements : Deux
enlacements (Cy, C,, ..., C,) et (C;, Cj, ..., Ch) sont isolopes au sens large sil’on peut amener
C{ en coincidence avee C;, Cj avee C,, ..., C;, avec C,, les orientations étant concordantes,
par une déformation telle que deux courbes d’un méme systéme ne se traversent pas, mais
chaque courbe pouvant se traverser elle-méme ; les enlacements sont isotopes au sens strict
si, de plus, aucune courbe ne pent se traverser elle-méme pendant la déformation. Les deux
genres d’isotopie étant des relations d’équivalence, on en déduit la définition des classes d’iso-
topie au sens large, ou strict, pour les enlacements, et celle des invarignts d'isotopie au sens
large ow strict. Pour m = 2 le coefficient d'enlacement, donné par l'intégrale de Gauss, est un
invariant d’isotopie au sens large du couple (C,, C,). On se propose d’obtenir un invariant ana-
logue pour un triplet (C,, C,, C;), donné par une triple intégrale curviligne, ce qui revient 2 la
construction d'une fonction de point définie dans E3 — C; — C,, multiforme & périodes, ayant
C, et C, comme courbes critiques ; c’est une généralisation de 1'angle solide. On montre qu'une
telle fonction ne peut exister lorsque C, et C, ne sont pas enlacées.

Lorsque G(C,, Cy) 70,1le probléme reste ouvert. Onremarqueencore que lorsque G(Cy, C,)=
= -+ 1, le groupe fondamental de £ — C;, — C, est commutatif, et I'invariant de Gauss suffit
encore a caractériser les classes d'isotopie. Pour G(C;, Cy) = 0, n=£1, les générateurs 4, B
du méme groupe fondamental sont liés par I'nnique relation (4B)" = (BA)" et 'invariant de
Gauss ne permet plus de caractériser toutes les classes d'isotopie existantes. Le contour fermé
C; s'exprime sous la forme C, = APIBNIAP:RT2 | AP"BI" ol les entiers ¢, g; forment
un systéme d’'invariants d'isotopie qui caractérise complétement la classe d’un triplet (C,, C,, C a)
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