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ASUPRA UNUI SISTEM DE INVARIANTI DE IZOTOPIE

de
G. CALUGAREANU

Comumnicare prezentatd la sesiuneq stitnjificd a Universitdtii ,, Babes— Bolyai”
din 21— 23 aprilie 1960

In aceastd notd semnalez un mijloc de clasificare a nodurilor din spa-
tiul E; cu ajutorul unor invarianti de naturi algebricd, rezultind din re-
prezentarea claselor de izotopie prin noduri algebrice unicursale. Existenta
acestor reprezentanti ai claselor de izotopie rezulti dintr-o teoremi de
aproximatie, a cidrei demonstratie e dati mai jos.

1. Noduri. Deformdri izotope. Numim nod orice curbd inchisd, simpli,
orientatd, avind in fiecare punct o tangenti care varjazi continuu (ca
directie i sens) in funclie de arcul s. Aceastd condifie exclude existenfa
punctelor unghiulare sau de intoarcere,

Numim deformare izotopd o deformare continui a nodului C[a(f),
y(t), z(t)], datd de Cy [X(¢, A), Y (¢, %), Z(, )], unde parametrul A variazi
continuu de la 0 la 1, si X(¢, o) = %(¢), Y (¢, 0) = ¥(t), Z(¢, 0) = 2(t), astfel
incit pentru fiecare A = const. curba C; este un nod, iar tangenta intr-un
punct oarecare al curbei ) variaza continuu in functie de (¢, ), tefo, T],
Aefo, 1].

Doud noduri sint izofope daci existd o deformare izotopid a unuia in
celilalt. Se constatd ugor ci izotopia este o relatie de echivalentd, deci
imparte mulfimea nodurilor din F, in clase, numite clase de izotopie. Prob-
lema fundamentald a teoriei nodurilor este aceea a clasificirii, adici a
caracterizdrii claselor de izotopie printr-un sistem de invarianti de izotopie.
Numim invariant de izotopie o functie de linie (in sens Volterra), definita
pe mulfimea nodurilor din £, luind valori reale, si astfel incit ea si ramini
constantd atunci cind aplicdm nodului o deformare izotopd oarecare, pu-
tind avea insd un salt atunci cind printr-o deformare continui nodul
trece dintr-o clasd de izotopie in alta.

2. O teoremd de aproximare, Indicim aci un sistem infinit de invarianti
de izotopie, despre care nu stim insi, pind acum, dacd e un sistem complet,
dacd permite deci o caracterizare completi a fiecdrei clase de izotopie.
Formarea acestor invarian{i se bazeazi pe urmitoarea : Teoremi de apro-
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ximare algebrica. Orice nod poale fi aproximat oyicit voim de bine prin no-
duri algebrice din aceeasi clasd de izolopie.

Urmeazd ci in fiecare clasd de izotopie existd noduri algebrice, deci
putem lua ca reprezentanfi ai claselor de izotopie noduri algebrice, ceea |
ce va reduce problema clasificdrii la o problemi de eliminare in legdtura |

cu un sistem de ecuatii algebrice,
Demonstratia noastra se bazeaza pe utilizarea dezvoltdrilor Fourier |

ale cosinusurilor directoare «(s), B(s), y(s) ale tangentei intr-un punct al
nodului C. Aceste functii de arcul s fiind continue si periodice (putem pre- ‘
supune lungimea luj C egald cu 2x), formam

- -]

« ~ Y, (ar cos ks+ by sin ks),B ~ Y, (a’ cos ks + b’ sin ks), :
k=1 '

k=1

(af cos ks + bf sin ks)
1

Y ~

s

Notind cu #,, v,, w, sumele lui Fejér

n I

U= Y, [1 —i) (ay cosks + by sin ks), v, = 3, (1 ;i] (a;a cosk & + by sin ks),
k=1 (] k=1 n

n
k .
Wy = Y, [1 o —) (a} cos ks + bl sin ks)
=0 n
avem
o = lim #,, p = lim v,, v = lim w,, n — oo,

convergenta fiind uniforma. Prin integrare formam

[/

10
= (* - ;] (ar sin ks — by, cos ks),
1

k= k

nooq 1 ol ,
V= k§1 (; - ;J (agsin ks — by, cos ks),

i 1 1 I 7
W.=Y, (? ~ ;] (ap sin ks — by cos ks)
=]

si avem
%(s) = lim U,, y(s) = lim V,, 2(s) = lim W,, n— oo

unde convergenfa este de asememnea uniforma.

S5a considerdm curba inchisa C, dati de

Xn (S) = U!i; Va (S) — Vn, Zn (5) = Ian .

C, este o curbd algebricd unicursald; vom arita cid pentiu n destuo
de mare, aceastd curbd este un nod izotop cu C.
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F, destul sa formdm o familie (C,,) de curbe inchise fird puncte multiple
san de intoarcere, depinzind continuu de parametrul y, si continind curbele
C si Cn- Este de asemenea necesar ca tangenta intr-un punct al curbei C,
«i varieze continuu in functie de (s, p).

Pentru aceasta luidm

ty = %n + (b — 1) (%np1 — Xn), Yu=Yn + (& — 1) Vnt1 —¥n), 2 = 20 +
+ (2 —7)(2n41 — 2zn)
unde 7 = [p] = partea intreagd a lui w. Punind » =p — [u] avem
0=r, <1, p—n=uz,

Curbele C,- astfel definite interpoleazd intreg sirul curbelor C, cind
u variazd de la 1 la + oo. Interpolarea fiind lineari pe segmente, se vede
cd Xy, Yy, 2 tind uniform cidtre x(s), y(s), z(s) respectiv, cind p— + o in
mod continuu. In plus, x,, v;, 2, (unde accentul reprezinti derivarea in
raport cu s) tind uniform citre «, B, y respectiv.

Pentru a traduce analitic izotopia deformirii (C,) vom forma func-

fiile :

z ’

s) — xu(s’)Jz_F [j;p(s) —-yu(s’)J‘Z_I_ ( zu(S) = ""’u(s'))ﬂ, - o

(s, s', ) = [x“(
Dfs, s, ) = [ ()P + [vu ()P + [20 (s) ]2
Wis, s') . = @fs, 8" + o) = ( X(Si : :,(S’) )2+ { s = 24l ]“ =

a(s) — a(s’) )2 ,
S d

§— 8 S5 P

s — s’
+ ( s—s
b5 s ) —1.

Trebuie observat cd pe curba C,, s nu mai reprezintd lungimea arcului,
ci un simplu parametru. Deoarece C este un nod, ¥(s, s’') este continua
in patratul K :se [0,2n], s'€[0,2r]. Pentru s £ s’ aceasta e evident, iar
pentru s ' = s, rezultd usor aplicind teorema cresterilor finite. Avem apoi

Y(s,s') >a>0, (s,5e K
deoarece V' nu se poate anula in K, curba C fiind un nod.
In fiecare punct (s, s’)e K avem

D(s, ', p) = ¥(s, s'), p>oo

deoarece x,(s)=>x(s), x,(s)—>x'(s) ete.

S4 considerdm prisma indefinitd cu baza K in planul sOs’, a cirei
indltime se intinde pe toatd semiaxa pozitivd O, luati perpendicular pe
sOs’. Funcfia ®(s, s, ) e continuid in orice punct la distanfd finitd apar-
finind acestei prisme, $i e deajuns sd aratam cd D(s, s’, p) e continud si

pentru pe [0, + oo]. Vom avea atunci @(s, s’, p) > g— pentru @ > p,,
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si teorema va fi astfel demonstrata, cdci toate curbele C,, @ > W@, vor fj
fard puncte duble sau de intoarcere, deci C, va fi un nod izotop cu C pentru
n > Wy

Pentru a stabili continuitatea functiei ®(s, s’, u) in fiecare punct al
,,bazei superioare’” @ = oo a prismei considerate, e deajuns si ardtdm cd

| @(u, v, p) — (s, s)| <e dacd (u —s)?+ (0 —s)2 < n2(e), b > py(e)
Avem
u(s) = (I — rp)xuls) 4+ #u¥nqi(s), . . .
_ ” o | #nlte) — () s o | Zs () — %y ()
Dy, = (L | = g | )

i (90)

% — u

— ) Al — Fag )
w— u

+2ru(l — %) b[
unde S indicd o suma de termeni analogi celui scris, si care se deduc din
el fnlocuind x cu ¥, apoi cu z. Sd punem

95(5) = xn(s) T XH(S)» U(s) == %;,(S) ol X;.!(S)""

ﬁj(i) — x,(n) X () — X, (w) . x(u) — x(u’)

u — u’

Le x(u) — x(uw')

— Xa(uy),

U — u' U — u' uw— u

e, u'],. ..
Avem

O, ', p) = (1 — 7 S[TE=20 — Xifuy)[' + 4 5|

%— u

x(u) — x(u’)
w— u

u—u’ un—u!

_X:[_H(%)r 4+ 27,1 —7)S ”x(“)—“x(“ﬂ - X;l(ﬂl)] [M‘ﬂ ) }

= W(u, #') | termeni ce contin in factor X}, sau ¥, Z,, Xpt1, Vg sau Zyqy-

Dar Xj, ..., Z,yq siut mai mici in modul decit un numar pozitiv
arbitrar daci p e destul de mare, iar coeficientii lor in expresia de mai sus
sint uniform mirginifi in K, in timp ce ¥(u, u') — ¥(s, s') e de asemenea
oricit voim de micd dacd |u —s| si |u’ — s'| sint destul de mici, deci conti-
nuitatea functiei ®@(s, s’, u) pentru p = 4 o este stabilitdi. Curba C,
nu are puncte de intoarcere pentru p > w,; deoarece ®@(s, s, ) > 1, p—> + co.

Astfel, fiecare nod poate fi aproximat c¢it voim de bine printr-un nod
algebric din aceeasi clasa de izotopie. Posibilitatea acestei aproximiri a
fost stabilitd de H. Seifert [1] in cazul general al varietdtilor, dar ad-
mitind existenta si continuitatea derivatelor secunde ale coordonatelor,
printr-o metoda diferitd, In cazul curbelor, demonstrajia nostrd stabi-

leste in plus posibilitatea aproximairii izotope prin noduri algebrice unj-
cursale,
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3. Deteyminarea claselor de izotopie cu ajulorul reprezentaniilor alge-
pyici. Orice clasd de izotopie admite deci reprezentanti de forma

n n
%, (1) :k'gi(ak cos ku ++ by sin ku), y,.(u) :k};_"l(a.}: cos Rt - by sin ku),
n

n .
2 (1) = E(a.;i cos ki -+ by sin ki)
k=1
sau, sub forma rafionald

=1 an._l (i)
@ = t = — t
"‘H(t} (1 i tg}na 3’!1{ ) (1 1. tg)n » zl’l( )

Pon—t, Qau—1, Ran— fiind polinoame arbitrare de gradul 2» — 1 in £

Urmeazad sa se determine clasele de izotopie existente pentru fiecare
valoare a lui 7, si in acest mod sintem siguri ca vom obtfine toate clasele
de izotopie.

Pentru # =1, curba C, este o elipsa, deci e izotopa cu un cerc, si
obtinem numai clasa wnuld, orice valori am da coeficientilor arbitrari. Pe
masurd ce # creste, apar insd tot mai multe clase de izotopie. Pentru # = 3
obtinem nodul ,in trefld” (nodul 3; din tabela Iui Alexander —
Briggs, [2, p. T0] dat de

x=-cost -+ 2cost y =sint — 2 sin 2¢, z = sin 3¢;

0 <t om.

Tov. V. Hermannsi M. Moghiotosiau obfinut ecuatii simple
si pentru alte noduri din tabela amintita.

Variatia continud a coeficientilor arbitrari din x,,Y,,2, reprezinta o defot-
mare contintud a nodului, si clasa de izotopie nu se schimba atit timp cit curba
nu se traverseazd ea insdsi. Schimbarea clasei de izotopie este deciasociata
aparifiei unui punct multiplu pe curba C . Aceasta are loc cind sistemul

= R‘zrl-ﬁl(rf)
A+ tz)ﬂ !

Pan1® — Lt oo

55 0 yn(""") . y”(‘i')) - 0, zu(u) o zn(y} i 0

% % — U e U

%p(1) — 2, (v)

U — 17

este compatibil. Este un sistem algebric de 3 ecuafii cu 2 necunoscute
si v, care e compatibil cind coeficientii polinoamelor Pgn_i, Qap—y, Rou—y
anuleazd sistemul eliminant E, corespunzadtor. Se gtie [3] ca sistemul E,
e format din mai multe polinoame omogene in raport cu cei 67 coeficienti
arbitrari, care se anuleazd cind sistemul considerat este compatibil. Este
deci de asteptat ca unele din aceste polinoame si schimbe semnul atunci
cind nodul 1si schimba clasa de izotopie in urma unei autotraversdri. Semnele
polinoamelor in chestiune constituie deci un sistem de invarianti de izo-
topie, pentru fiecare valoare a lui #.

Sd4 mai observim ci clasele de izotopie existente pentru o valoare a
lui # subsitd pentru toate valorile urmitoare. In adevir, varietatea E, e un
con cu virful 0 in spatiul euclidian cu 6# dimensiuni, si determina in acest

spafiu mai multe domenii A; corespunzind claselor de izotopie ce exista
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pentru aceasta valoare a lui #. $S4 notdm cu p, un punct din spatiul cu 6
dimensiuni ; el reprezintd curba C,. Dacd p, e interior unui domeniu A},
Cn este un nod. Obfinem %, (#) dacd adiugim a,yqcos (n + 1) u + byqy

sin (n 4 1)u la x,(u), deci Coqq[¥n41(t), Vur1(t), 2up1(u)] este un nod izotop
cu C, dacd a,yy, but1, @ngt, buvr, ahyy, byyy sint destul de mici. Existd deci

un domeniu Aff“ astfel ca L\;'CA}’” si Af‘“ reprezintd aceeas clasd de

izotopie ca si A7
Catedra de teoria functiilor
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Ob OOHOW CHMCTEME HMHBAPHMAHTOB H30OTOITUH

(KpaTkoe comepykanue)

ApTop HasbiBaeT y3aom MoOYI0 3aMKHYTYIO KPHBYIO, TPOCTYIO, HANPABICHHYIO, HMEIO-
miyl0 B KaXOOH TOYKE KacaTeNbHYK, H3MEHSIOLYIOCS HENpEephIBHO € H3MEHEHHEeM JyrH.
Ilanee npuBOAHTCS ONpelefieHne H30TOmHOH pAedopManmuu [AYrH, a TaKiKe H30TOMHBLX
knaccoB. [lpoBoanTes OcHOBaHHOE Ha NPHMEHEHUH pPsjoB @ypbe N0KA3aTeNbCTBO CEAYIO-
meHd Teopembl anreGpanyeckoro NpHOMUIKEHHs: JA0GOH ysen Momker OBITh NPHOIHIKEH C
MoG0fl TOYHOCTBIO anreGpanyecKiMyi ys/laMH, OPHHALMEKALIUME K OJHOMY H TOMY Ke
Knaccy vaotonuu. CregoBaTenbHo, B KAXKA0M Kjlacce H30TOMHH CyUIECTBYIOT anreGpanueckie
Y3J1bl, 4TO NO3BOJACT AaTh KJacCHMUKALHIO y3/10B NpH MOMOIH anreGpandeckHx Mpeacra-
BHTEJEH KjiaccoB H30TOMHH, ITO CBOAMTCA K 3ajave a/reGpanuecKoro HCK/IIOYeHHs.

SUR UN SYSTEME D'INVARIANTS D'ISOTOPIE
(Résumé)

L'auteur appelle noeud toute courbe fermée, simple, orientée, ayant en chaque point
une tangente qui varie continfiment en fonction de I'arc, et donne ensuite une définition de la
déformation isotope d'un noeud et des classes d’isotopie. Suit une démonstration, basée sur
I'emploi des séries de Fourier, du théoréme d’approximation algébrique suivant : Chaque noend
peut étre approché d'aussi prés que l'on veut par un noeud algébrique unicursal qui appartient
a la méme classe d'isotopie. Dans chaque classe d'isotopie il existe donc des noeuds algébriques,
et il en résulte la possibilité d'une classification des noeuds & ’aide des représentants algébriques
des classes d'isotopie. On est ainsi ramené a un probléme d'élimination algébrigue.

GENERALIZAREA TESUTURILOR SPATIALE
PENTRU STRUCTURI ALGEBRICE

de

FRANCISC RADO

1. Introducere. Un fesut plan este format din trei familii de curbe,
care au proprietafile urmdtoare : 1. prin orice punct al unui domenin D
trece cite o singurd curba din fiecare familie, 2. doui curbe aparfinind la
doud familii diferite au exact un punct comun in D. Un fesut plan se nu-
meste regulat, dacd este imaginea topologica a trei fascicole de drepte para-
lele. Doud din cele trei familii de curbe pot fi totdeauna transformate
topologic in paralele la doua axe de coordonate rectangulare, transforma-
tele curbelor din familia a treia sint liniile de nivel al unei functii z =
= F(%,y), pe care o insemndm mai scurt cu Z = xy, Tesutul plan este
regulat, dacid

(1) f(xy) = g(x) + A(y),
unde f, g si & sint functii continue si strict monotone [3].
Fiecare din urmétoarele condifii de inchidere este necesari si suficients
pentru ca tesutul plan si fie regulat [3], [6]: Conditia exagonulus
(B) (215 = X3)1 & %15 = XpYy = X3Yy) — LyYy = XYy,
Condifia lui Reidemeister
(R) (#1Y5 = #3¥1 & %1Yy = XpYp & X3V = Xyyy) = XaYy = XyYy
Conditia lui Thomsen
(T) (%Y = %g¥y & XyY5 = %3Y1) > %pYy = XYy,

Conditiile (B), (R) si (T) sint de naturd algebricd, ceea ce permite o
extindete la structuri algebrice abstracte. Se numeste cvasigrup un sistem
format dintr-o mulfime Q si o operafie z = xy, care ataseazd fiecirei
perechi de elemente ¥, ¥ ¢ () un element determinat,z din Q, astfel ca ecuatiile
%0 = c¢ 5i ay = d si aibd cite o solutie unici x respectiv y. Dacd exists
eeQ astlel ca xe = e¢x = x pentru orice x e (), cvasigrupul este un loop




