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UN THRORLEME TLEMENTAIRE SUR LES N(EUDS "

(C.R. Acad. Séi., 252 (1961), 2172—2173)),

Nous appelons nocud toute courbe fermée simple, orientée, de l'es
pace euclidien tridimensionnel, ayant en chaque point une tangente qu!
varie continiiment (en direction et sens) en fonction de 1'are. Deux neeuds
¢ et (0, étant représentds par a(1), y(1), 2(1) et @ (1), 1 (1), 7 (1) pour 0 <
<t < T, une déformation continue de €' en € 3'éerit X' = X (1, )), e
— ¥(t, 2, & =Z(t ), 0 < & <1, les fonctions X, Y, 7 ¢tant continues
en (£, 2) et telles que 2(f) = X (,0),..., »(f) = X, 1),... Appelons
déformation tsotope une déformation continue telle que pour chaque » =
— (o 1a courbe (4 (X, ¥, Z) soit un neeud, et que la tangente a € varie
continfment pendant la déformation, ce qui revient & admettre que
aX|ot, aY|ét, éZ| &t sont continues en (¢, 2) dans le rectangle t e [0, T,
Ae D, 1]. Deux necuds seront dits disolopes §'il existe une déformation
isotope de 'un dans Vautre. L'isotopie étant nne relation d’équivalence,
elle divise Pensemble des naeuds en classes d'isotepie. L'hypothése de Pexis-
tence et continuité des dérivées du premier ordre, impliguée par nos défi-
nitions du neud et de la déformation isotope, nous permet d’éviter la
fusion des classes d’isotopie en une seule classe (équivalence de deux
neeudds quelconques) ®).

Le théoréme suivant, dont la démonstration est immédiate, fournit
un eritere néeessaire pour que deux newds appartiennant a des classes
d’isotopie différentes :

1. O, et Oy étant dewsr noeuds de classes différentes el M, = (M) une
homéomorphie dérivable, a dérivée continue, entre €y el Uy, il ewiste wn
couple Mi, M de poinis de O tel que les cordes correspondantes My My el
ML ML soient paralléles [My = W(DI3), M = h(H{')]. Ceci a lieu quelle
gue soit la position relative des neends ¢, et O, et quelle que soit 1"honmiéo-
morphie &, & dérivée continue. Lorsque les neuds € et €y sont de méme
classe, on trouve facilement des exemples pour lesquels 1'énoncé est en
défaut (par exemple deux cercles égaux dont les plans sont paralléles,
les points se correspondant par égalité des ares, avee une différence cous-
tante, non nulle, des angles au centre). Pour la démonstration, joignons
chaque couple M,, M, = h(M,) par le segment rectiligne M, M, Nous
obtenons une bande de suiface réglée s'appuyant sur ¢ et (', Sur chaque
segment M, A, prenons le point p qui partage ce segment dans le rapport
% e (0, 1). Les points p forment une courbe fermée I' (2), et cette courbe
devra présenter des points multiples pour une valeur k = 2y, sans quoi
¢, e\ O, appartiendraient & une méme classe d’isotopie, contrairement &
hypothese, car ['(2) donuerai alors une déformation isotope de € en-

4y présentée par M. Arnaud Denjoy dauns la Séance du 20 mars 1961
iy Voir 4 ce sujet une pemarque de Lo Seifert- W. Threlfall,
Topefagic, note 39, p. 420-
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de Cy et My, My de points
My M, soient paralléles et sous-tendent

On doit remar j ;
ety . S remarquer gue ce second 6 ¢, o 1! £
et ) I A 10 gy enonce, o Phoméomorphie & a
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se dema 81 le critere nécessaire offerd ; i suffi :
S LG L s ; essalre offert par I est aussi suffisant
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CONSIDERATIONS DIRECTES SUR LA GENERATION
| DES NEUDS

(Revue Roum. Math. Pures et Appl., X, 4 (1965), 389 —103)

1. Définitions et notations

Nous entendons par noeud [1] un contour polygonal fermé N, sim-
ple, orienté, & nombre fini de cOtés, situé dans P'espace euclidien tridimen-
sionnel B Appelons, avec M. W. Graeub [2], application semi-linéaire
de B* une homéomorphie de B? sur lui-méme qui, pour une certaine sub-
division de F? en 3-simplexes, se réduit a une application linéaire affine
dans chacun de ces 3-simplexes, orientation de H* étant conservée.
Appelons arc simple toute image semi-linéaire d'un segment (1-simplexe)
de E®, el élément superficiel e* toute image semi-linéaire d'un triangle
(2-simiplexe) de E®. Llintérieur de e sera alors 'image de l’intérieur de
ce 2-simplexe, et 'image de sa trontiere sera appelée le bord de e* Afin
de simplifier le langage, nous employerons de prétérence le terme disque
pour élément superficiel.

N étant un neeud, soit e un disque dont le bord a en comumun avec
N un arc simple unique v, tandis que I'intérieur de ¢ est traversé par ¥
en un nombre fini de points. Une déformation de N sur e est Vopération
qui consiste 4 remplacer I'are y de N par l'are v' complémentaire de v
sur le bord de e, ¥ étant orienté convenablement.

A cette opération nous pouvons associer la déformation continue
de v en v’ sur le disque ¢, et il v a lieu de remarquer que cette déforma-
tion peut toujours étre faite de maniére que la courbe déformée ne passe
jamais deux foiy par un méme point de lespace. Cette opération sera
encore appelée addition du dizque ¢ au neeud N. La déformation est isotope
i lintérienr de ¢ ne contient aucun point de N (le bord de e ayant en
commun avec N l'are simple unique y). La déformation sera appelée
une aulotraversée du neud N lorsque lintérieur de e est iraversé ¢ > 0
fois par N. Deux neuds N et N’ sont isotopes si 'on peut passer de 1'un
A Vautre par un nombre fini de déformations isotopes, et nous écrirons
alors N ~ N’. Cette relation (’équivalence partage 1'ensemble des neuds
en lypes ou classes d'isolopie, et nous désignerons par [N ]la classe dont
N est un représentant. Nous désignerons par [0] la classe du cercle, que
nous appelons classe nulle, et nous appellerons cercle chaque nceud de la
clasge [0]. Le bord d'un disque est done un cercle ; on sait que la réei-
proque est vraie. On sait encore ([2], p- 37) que cette définition de iso-
topie équivaut a la suivante: on a N ~ N, lorsqu'il existe une appli-
eation semi-linéaire de K? sur lui-méme qui transforme N en N', el
alors seulement. Nous employerons encore 'extension suivante de 1a défi-
nition donmée plus haut : nous appellerons addition de deux surface orien-
tables S et 8’ Dopération qui consiste a mettre en contact les bords de
ces surfaces le long de plusicurs ares disjoints, de maniére que S et 8’
induisent sur chacun de ces ares des orientations opposées. Nous désig-
nerons par 8 4 8 la swrface qui en résulte.
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