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O TEOREMA ASUPRA TRAVERSARILOR UNUI NOD

de
G. CALUGAREANU

In cele ce urmeazi, infelegem prin nod un contur poligonal inchis K,
simplu, orientat, cu un uumir finit de laturi. Se defineste echivalenfa
(sau izotopia) a doud noduri cu ajutorul operatiilor A si A'([1], p. 4):
AB fiind o laturi a Iui K, iar ABC un triunghi care nu are in comun
cu K decit punctele laturii 4B, operatia A consti in inlocuirea laturii
AB prin conturul ACB; A’ este operafia inversi. Cele doui operatii pot
 fi confundate fntr-una singur, in modul urmitor: ABC fiind un triunghi
orientat care are in comun cu K una sau dous laturi, si este asezat asa
incit orientidrile laturilor comune si fie opuse pe K si ABC, vom numi
,adunare’’ a triunghiului orientat 4 BC la conturul K operatia care consti
in suprimarea laturii san laturilor comune, lasind si subziste restul lui
K si al frontierei triunghiului, cu orientirile lor. Vom continua si notim
cu A aceasti operatie. Doud noduri K si K’ sint izotope daci aplicind
operafia A un numadr finit de ori unuia din nodur; putem obfine pe celilalt.
Toate nodurile izotope cu K formeazi tipul (sau clasa de izotopie) a lui K.
Condifia pusi triunghiului ABC, de a avea in comun cu K numaj una
sau doud laturi, este desigur esenfiald, gi corespunde unei deformiri izo-
tope a nodului, adici unei deformiri i timpul cireia nodul nu se tra-
verseazd el insusi. Dar, renuntind la aceasti restrictie, se defineste, prin-
tr-o constructie analogd aceleia care defineste operatia A, o deformare
neizotopd a Iui K, deformare care isi are interesul siu.

S& numim traversare deformarea lui K ce rezultd din K prin adunarea
la K a unui triunghi A BC care, in afari de latura comund, sau de laturile
‘comune, are incd un singur punct comun cu K » acest punct fiind interior
triunghiului ABC si unei laturi a lui K. Tie K' nodul astfel obtinut.
O astfel de traversare, nefiind o deformare izotopd, poate fi insotiti de
0 schimbare a clasei de izotopie a nodului initial, §i in acest caz vom spune
€l traversarea este esenfiald. Dar e posibil ca o traversare si fie inesentiald,
clasa de izotopie riminind neschimbati; putem imagina cu ugurinti defor-
mdri de aceasti naturi, pentru un nod oarecare. Teorema pe care o dam
~ 4Cl ne permite si caracterizim, din acest punct de vedere, traversirile

unui nod K. Enuntul teoremei face apel la descompunerea unui nod in
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produs de factori, datd de H. Schubert [2], pe care credem util si
o reamintim: S, fiind o sferd bidimensionald (suprafaf{i poliedrald inchisi,
fard puncte multiple, de gen zero), se numeste ,,coardd’‘ a sferei S, un
contur poligonal simplu care are in comun cu S, numai cele dous extre-
mititi ale sale. O astfel de coardd poate fi plasati in interiorul sau in exte-
riorul sferei S,. K fiind un nod, $i S, o sferd care taie K numai in dou#
puncte, K este astfel descompus in doud corzi ale sferei S,, fie ele wu,; si
uy, situate de cele doud parti ale sferei si avind extremitdtile lor 4 si
B in comun. Si unim A cu B printr-un contur poligonal simplu », situat
pe S,. Atunci # -+ v si # — v, cu o orientare convenabild a lui v, formeazi
doua noduri pe care sfera S, le separd intrucitva, si, dupd terminologia
lui H. Schubert, K se numeste ,produsul”’ acestor doud noduri.
(Termenul de ,,sumid‘‘ a celor doud noduri poate de asemenea si fie acceptat,
cu atit mai mult cu cit operatia in' chestiune este comutativd; adunarea
unui triunghi la un nod e un caz particular al acestei operatii). Enunful
teoremei mnoastre este urmitorul: ‘

Fie T o traversare a nodului K, rezultind din adunarea la X a unui
triunghi ABC = X, pe care latwra EFX a hw K il lraverseazd in punctul

- K’ fiind nodul asifel deformat, vom presupune K NZ; = AB, K' N ¥, =
= AC + CB. Conditia necesard si suficienid pentru ca T sd fie o traversare
imesenfiald a nodului K este ca acest nod sd se descompund in produsul a
doud noduri avind in comun segmentul C'ew, C' fitnd intersectia lui Cow cu AB.

Vom stabili mai intii suficienta condifici. S4 admitem deci cd existd
o sferd o care contine segmentul C’w si separd contururile C'B. . Faw si C'A

.Ew. Aceastd sferd separd A de B, deci taie conturul ACB, dar nu intil-
neste AB decit in punctul C’'. O micd deplasare a virfurilor sferei ¢ ne per-
mite sid facem astfel ca punctele de intersectie ale conturului ACB cu o
sa fie interioare unor fete ale acestei sfere, si atunci numirul acestor puncte
va fi finit si impar. Dacd acest numdr este > 1, putem modificd supra-
fata & In vecindtatea triunghiului (plin) ABC astfel ca aceasta si intil-
neascid conturul ACB fintr-un singur punct «. Astfel, daci urma sferei o
pe planul ABC contine arcul wafydz care taie BC in punctele o, B, vy,
8, ¢ e suficient si scoatem din interiorul (resp. exteriorul) sferei o niste
vecinatati convenabile ale ariilor delimitate in ABC de arcele By, v8§,
Dupé aceastd modificare, o va intilni conturul ACB intr-un singur punct
o. De altfel, se vede cd nodul wal?..Fe rezulti din «C'B..Fw prin ope-
rafii A aplicate in interiorul triunghiului 4 BC, si, tot astfel, waCA..Ew
rezultd din wC’'A . Fo prin astfel de operatii. Astfel, waB..Fo este izo-
top cu wC’'B..Fo, $i weCA..Ee cu oC'. . Ew. Atunci, K si K' fiind
produse de noduri respectiv izotope, sint izotope unul celuilalt, si traver-
sarea e inesentiali.

Pentru a ardta cd conditia din enunt e $i necesard, si presupunem ci,
traversarea fiind inesentiald, K si K'sint izotope. Dar, K si K'avind in comun
conturul K — AB, oteoremd alui H. Schubert ([2], p. 15, Hillseatz
6) ne permite sd afirmidm cd existd o deformare izotopd a lui K in K’ in
timpul careia conturul K — AB riamine fix. Enuntul acestei teoreme e ur-
matorul: ¥ fiind o sferd, iar wy, wu, fiind doud corzi ale acesteia situate
ambele in interior (sau exterior), avind extremitatile in comun gi definind
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noduri izotope (dacd unim aceste extremitdti cu un arc simplu situat pe X)
existi o homeomorfie semiliniard a spafiului pe el insusi care aplica
iy pe uy si care se reduce la identitate pe X gi in exteriorul (sau interiorul)
sdu. S4 construim o sferd ¥ alungité si foarte subtire, in vecindtatea conturului
K — AB = A . .EF. B, astfel Incit acest contur si lie trasat pe X iar ¥ si
nu intilneascd laturile triuughiului ABC decit in punctele A si B. Atunci
AB si ACB sint doud corzi ale lui ¥, situate in exteriorul sdu, avind extremi-
tdti comune, iar nodurile pe care eIe le definesc impreund cu arcul K — AB,
trasat pe 2, sint izotope prin ipoteza. Existd deci o homeomorfie semi-
liniard /4 a exteriorului tui X, fie acesta X, asupra lui insusi, care transformi
AB in ACB lisind fix arcul K — AB. Atunci exista sio deformare continua
alui X, in el insusi care aduce AB pe ALB In adevir, sd aplicim X, pe interi-
orul unui e.lmplex tridimensional t© printr-o homeomorfie semiliniara H.
Imaginile A*C*R* si A¥C'*B* ale lui ACB si AC'B prin H vor fi corzi inter-
rioare ale lui =, si H ~'hH este o homeomorfie a interiorului simplexului pe el
insugi, care aplici A*C*B* pe A*C'*B*. Convexitatea simplexului ne permite
sd definim o deformare care are acelagi efect, punind

ﬂ/[*ﬂ[ =t M*M"™, t=[0,1] =1, M = H_lfﬁﬂ(fV[:i:)

F . [ 3 w
unde M* e un puuct oarecare al simplexului iar M, transformatul sau.

Notind aceastd deformare cu f,, H™ 'f,H este o deformare a lui X, in el insusi,
care aduce AC'B pe ACB. Este o aplicatie ¢: X, X I — X, care e simpliciald
pe o anumiti subdiviziune a lui 3, x /. Imaginea ¢ (4 B) este o suprafatd
poliedrald avind ca bord trmnghml ABC. Aceastd suprafatd, generatid
de un contur poligonal care se deformeazi continuu, extremitdtile sale
raminind fixe, este un element de suprafatd cu singularitati, adicd imaginea
unui triunghi printr-o aplicatie continud. Aceastd suprafatd ® poate prezenta
puncte multiple a cédror agezare pe @ a facut obiectul unor cercetdri care
pornesc dela o lucrare a tui D e hn [3]; cercetdri ulterioare au condus la
demonstrarea lemeiluiD e hn decidtreC.D. Papakyriakopoulos
[4]. Suprafata @ putind sd intilneascd aria triunghiului ABC, dar fird a
atinge sfera X, se poate trasa in planul ABC un cerc y cu centrul o gi de
razd destul de micd, astfel ca @ sd nu aiba nici un punct situat pe acest
cerc sau in interiorul sit. Adaugmd la ® domeniul interior triunghiului
ABC si exterior acestui cerc "y, se obfine un element de suprafatd al cérui
bord este v, si care nu'are singularititi pe bord. Lema lui Dehn aratd
atunci cd acest element de suprafata poate fi modificat aga incit sd obtinem
un element “de suprafafd @’ fdrd nici o singularitate, avind bhordul v, $i
situat in ¥,. Addugind la @' i discul (y), obtinem o sferd ¢ care nu intilueste
K — AB decit in punctul w, si care taie A, deoarece K e un contur inchis.
Prin modificdri deja utilizate mai sus putem face astfel ca o si taie A B intr-un
singur punct, apoi si modificim o astfel ca ea si contind segmentul C'w.
Asadar nodul K este produsul, in sensul Iui Schubert, a doud noduri care
au in comnun segmentul C'w,

Sd numim fraversaie perifericd o traversare inesentiald astfel incit
descompunerea corebpunzatoare a lui K in produs si fie banald, adici unul
din factorii produsului sa fie un cerc. Atunci:
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Dacid K este un nod prim, singurele lraversdri inesenfiale pe care le admite

sint traversiri periferice.

Astfel, deoarece in tabela de noduri Alexander-Briggs [{],
pp. 70—72) figureazd numai noduri prime, iar numarul punctelor duble in
proiectie este redus la minimum, orice inversiune a ramurilor intr-un punct
dublu (inlocuirea unei treceri deasupra .. printr-o trecere dedesubtul lui . .)
corespunde unei traversiri esenfiale a nodului. Nodul care rezultd prin
o astfel de traversare va avea acelagi numéir de puncte duble in proiecfie dar
este susceptibil de a fi simplificat prin deformiri izotope astfel ca acest
numir si scadd. Se pare cid, in general, orice traversare de aceastd naturd
aduce nodul intr-o clasi cuun numdr mai mic de puncte duble in ‘proiectie,
dar aceasta nu este inci demonstrat. Teorema enuntatd in aceastd lucrare
poate fi utild in vederea formdirii invariantilor de izotopie ([5], p. 607) expri-
mabili prin functii de linie atagate nodului K. in adevdr, un astfel de in-
variant trebuie si riminid constant atunci cind K suferd o traversare ine-
sentiald, si trebuie si faci un salt pentru orice traversare esenfiald.
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TEOPEMA O IIEPECEYEHHWHM V¥V3JIA
(Pesome)

B sroii paGote ToXZ y3/J0M TOApasyMeBaeTcs INMPOCTOH 3aMKHYTBIH MHOTOYIOJLHbIH
yanpabJyeHHblii KoHTyp K ¢ KOHEUHLIM HHCIOM CTOPOH, B 3BKJHAOBOM TPEXPa3MEPHOM
npocTpancTBe, PABHO3HAYHOCTH MJM W30TONHS JBYX y3ia0B Gwina onpefenena K. Peiije-
MeitcTepoM ¢ momomblo geficTBuit A W A\ 3lech nepecedexue ysna ONpemensieTcst cnepy-
womuM ofpasom: AB sBasetca croponoit yana K, a ABC — TpeyrosibHHKOM, HMEIOLIHM
eAHHCTBEHHY10 06uLyl0 ¢ yanoM K TOUKy ¢y—, KpoMme cropousl AB, a ¢ ABAAfACh BHYTpEH-
Hefl TOuUKoil TpeyrosbHMKa 1 BHYTPEHHEH TouKoil HeKoTopoil croponbl yana K, samena
croponsl AB kontypom ABC mnasbiBaercs nepecevennem ysna [, Bemepcrsie oxHOro
H3 TAKHX TepeceveHuil Knacc H30TOMHH y3aa f MOXKeT usMeHuTbed M, B 3TOM cChayuae,
nepeceueHue ABJIAETCA ICCCHYUSAbHLIM, a KOIZa Kiaacc H3oTonuM ocraéresst 0e3 Hamede-
HMiI, TlepeceueHue HasblBAETesl UHICCeHyusabHbim. B paGore maétcs neoGxopuMoe H
JlOCTATOUHOE YC/JOBHE JJIf TOro, uToOL mnepeceyenye Obio Ghl HudccennusabHbiM. [
sToro Heo6XOLMMO W JOCTATOuHO, 4TO6H y3en K Obln Obl pa3siolked Ha TpoN3BeleH!e
JByx yamoB, B suauenmn I, IlyGeprta, mmeomnx coBMecTHo orTpesok C’¢, rae
ecth Touka mepeceuenus mnpsmoii Cg co cropouoit AB, Tlpn HoxkasaTenbcTBe HCMOMb-
3yercs Jgemma Jlemna, a TakXKe HeKoTopbie TeopeMbl, BuiBelenneie [peyGom #
MyGeprom, [érca onpeneneHne nepughepuiinslx Tepeceyennii u JioKasbiBaerTcs, 4TO
npocToii y3eq MONycKaeT HHICCEHUHSANBHBIMI MepeceueHisMu TOJbKo nepudepiinee fe-

peceueHud,
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UN THEOREME SUR LES TRAVERSEES D'UN NOEUD
(R ésumé)

Dans ce travail, on entend par noeud un contour polygonal fermé K, simple, orienté, &
un nombre fini de cbtés, situé dans I'espace euclidien tridimensionnel. I’ équivalence ou
isotopie de deux noeuds a été définie par K. Reidemeister a l'aide des opérations
A et A’. On définit ici le terme , traversée’” d'un noeud, de la maniére suivante: AB étant
un c6té du noeud K, et 4 BC un triangle qui a un seul point  en commun avec K, en dehors
du c6té 4B, ol & est un point intérieur du triangle et un point intérieur d'un c6té de K, on
appelle traversée du noeud K 1’ opération qui consiste & remplacer le c6té 4B par le contour
ACB. Par suite d'uge telle traversée, la classe d'isotopie du noeud K peut changer, et dans
ce cas la traversée est appelée essentielle, tandis que si la classe d’isotopie reste inchangée la
traversée est appelée inessentielle. Le théoréme donné dans le travail constitue une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une traversée soit inessentielle: il est nécessaire et suffisant,
pour cela, que le noeud K se décompose en produit de deux noeuds, ansensde H. Schubert,
La démonstration utilise le lemme de D e h n, ainsi que certains théorémes de Greub et
Schubert. On définit les traversées périphérigues, et I'on établit que les noeuds premiers
n’admettent, comme’ traversées inessentielles, que des traversées périphériques.



