SUR UNE PROPRIETE METRIQUE DES ENSEMBLES
CONNEXES DU PLAN

PAR

GEORGES CALUGAREANU (Cluj)

Hommage & M. O. Mayer a I'cccasion de son 70-e anniversaire

Appelons ,,corde d’un ensemble E tout segment rectiligne dont les
extrémités appartiennent 4 E. Soit C un ensemble connexe du plan, ab
une corde de C; il existe des cordes de C de longueur r < ab; en effet,
le cercle de tentre a et de rayon r doit rencontrer C, puisque C est
connexe. Mais que peut-on dire sur lexistence des cordes paralléles a ab
et de longueur r < ab? Ce probléme nous a été posé par une application
dont il sera question 2 la fin de cette Note. Nous démontrerons le
théoréme suivant : .

1. Si ab est une corde de Pensemble borné et connexe C du plan, il
existe des cordes a'b’ de C, paralléles a ab, dont la longueur est la n-éme
partie de ab, n étant un nombre naturel quelconque ; mais, pour chaque n
naturel, on peut construire un continu borné qui ne posséde aucune corde

paralléle a ab et de longueur k.ab, avec ril <ok 1.
7

7
Dans le plan complexe, désignons par T, la translation 7', (2) =
= z + h, et par E" lensemble T, (E), le ,translaté“ de E par h.
Remarquons que l’existence, sur E, d’une corde paralléle et égale au

vecteur k, se raméne a cette autre propriété équivalente: les ensembles
E et Eh possédent au moins un point commun. L’énoncé de notre théoréme

peut alors étre remplacé par le suivant:
IL. C étant un ensemble borné et commexe du plan, si C"=T,(C) a
un point commun avec C, il en est de méme des ensembles Chin, donc
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quel que soit le nombre naturel n.
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Ce second énoncé peut, a4 son tour, étre remplacé par:
1II. Si CnCt= @, on a aussi Cn C*" = @, pour chaque n naturel.
- 11 suffira de démontrer cette derniére proposition, C étant un ensem-
ble borné et connexe. Si C n’est pas borné, la propriété s’étend immédiate-
ment a toute corde de C telle que ses extrémités puissent €tre jointes par
un sous-ensemble borné et connexe de C.

Passons 4 la démonstration de I’énoncé III.

L’ensemble connexe C étant borné, il existe une bande de largeur
minimum, dont les bords sont deux droites paralleles au vecteur 4, cette
bande (fermée) contenant le continu C. Elle contient également tous les
continus C™” n=1,2,... Menons une droite §, (ou ad) orthogonale a
h, telle que P'un des demi-plans qu’elle détermine contienne en entier C,
Ch C?*,,.., et que sa distance & C soit positive, mais inférieure & |%|.
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Fig. 1

Menons les paralleles 6, 2 6, que Pon obtient en appliquant a 4,
les translations %,2%,.., C étant borné, il existe un entier m tel que
Cn a'._?é @ pour i<<m, Cnd,= ¢ pour i>m. Désignons par 4; la bande
comprise entre J,_, et §,, et par 4,,1a bande comprise entre §, et 9 ; C
sera contenu dans 4, , C* dans 4, ,,,,..., C""c 4, . . Désignons par
abcd le rectangle découpé dans la bande initiale, paralléele & %, par &
etd, ., , et par R un rectangle 4BCD contenant a son intérieur abcd.
Iiar construction, C a des points sur les cdtés ab et cd, donc aussi Ch,

C2n,... Soit p un point de C" situé sur ab, et g un point de C" situé sur
cd- Menons les segments pP et ¢Q orthogonaux a &, avec P¢ AB, Q € CD.
Alors pPuChugQ est un ensemble connexe que nous désignerons par
PC*Q. Ce connexe divise le rectangle R en domaines simplement con-
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nexes (théoréme de Janiszewski-Strassewics). Soit £ un point situé dans la
bande 4,, puis H un point situé¢ dans la bande 4,,,, ces deux points
étant extérieurs 3 abcd, mais intérieurs & R. Menons les segments EF et
GH, paralléles a 8), F et G étant extérieurs 3 R, puis le segment FG.
On voit alors que chaque contour polygonal qui joint £ a H par Pinté-
rieur de R doit couper le connexe PC"Q, car un tel contour forme avec
EFGH un polygone qui contient le point Q & son intérieur et laisse le
point P 4 son extérieur. Cela signifie que les points E et H se trouvent
dans deux composantes distinctes de R— (PC"Q); donc 4, nRetd nR
appartiennent respectivement i ces deux composantes distinctes, puisque
PC*Q n’a aucun point dans A,, ni dans 4__ .

Prenons # = 2. Il s’agit de montrer CnC? = ¢. On a CnC" = g,
d’oti, par translation, C"'nC? = @, donc aussi Cn(PC"Q) = g, C? n
n (PCh'Q) = ¢. Cela signifie que C est inclus dans une composante de
R — (PC"Q), et comme C n 4; 5+ @, c’est la composante qui contient Rn /;;
de méme, C? est inclus dans
la composante de R — (PC"Q)
qui contient Rn 4, _,, puisque
C*»nd, ,,+@; ces deux

composantes étant distinctes, -~ == -———-———
on a donc CnC? = .
Par translation, on en dé- 5L o=
duit C*n C¥* = g,donc G*»n [ T TTTTTT
n (PC*Q) = @. On peut donc J
reprendre le raisonnement o I e iy v, :
pour » =3, et ainsi de suite. : |
Q.E.D. § LS O a8 |
On voit que les nombres : : |
de la forme:; jouent ici un plodape ; :
role particulier. On ne peut I | : !
pas remplacer, dans I’énoncé : a’ [ : :
initial du théoréme, }1 par : : I I
k < 1. En effet, il est facile de ! ! : -
former un contre-exemple !), a 1 2 3 4
1 1
pour 7 < <, quel que Fig. 2

soit le nombre naturel ». Il
suffit de tracer le contour polygonal représenté sur la fig. 2 pour n =3.
1) Une suggestion de M. prof. A. Rényi nous a été utile pour la construction

de cet exemple. M. Rényi nous a également signalé ’ouvrage [3] ou notre probléme est
traité dans certains cas particuliers.
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On aé ab <aa’' <é ab, et 'on voit que la translation ez’ améne ce con-

tinu sur un autre (représenté en pointillé) qui ne coupe pas le continu
initial. Une construction analogue est possible pour chaque 7, la courbe
en escalier ayant alors n segments horizontaux et 7 + 1 verticaux.

En somme, ab étant une corde de longueur 1 de C, il existe toujours

au moins une corde de C, paralléle 2 celle-ci, et de Iongueur}z; mais il

n’existe pas nécessairement une corde de longueur intermédiaire, paralléle &
ab. Cette propriétéa ppartient aux ensembles connexes, bornés, du plan, sans
les caractériser, car il existe des ensembles disconnexes qui ont cette propriété,
par exemple, I’ensemble des points rationnels d’un segment rectiligne. Dans
le cas de P’espace tridimensionnel, on trouve facilement des continus (arc
d’hélice) qui ne possédent méme pas des cordes parallélesa une corde donnée.

Voici une application de ce théoréme, qui est & Porigine de son
€laboration. On sait que le groupe fondamental F du tore est abélien, 3
deux générateurs (classes d’homotopie des méridiens et des paralléles).
La recherche des noeuds que Pon peut tracer sur le tore revient a trouver
les classes d’homotopie de F qui contiennent des courbes simples (sans
points multiples). En désignant par [M] la classe des méridiens et par
[P] celle des paralléles, toute classe sera représentée par [M]< [P]®, 4 et B
€tant des entiers, et on sait que les classes simples correspondent aux
couples (a, ) ol a et g sont premiers entre eux [1]. Si 'on veut dé-
montrer cette propriété d’une maniére directe, on est conduit 2 repré-
senter Ja surface universelle de recouvrement ¥ du tore sur le plan divisé
en carrés égaux, chacun de ces carrés étant Pimage du tore pourvu 'de
S€s coupures canoniques. Une courbe fermée simple tracée sur le tore
aura pour image un arc simple [2] sur la surface 2, donc un arc simple
du plan, qui joint deux points homologues, situés dans deux carrés dif-
férents, 4 moins que la courbe sur le tore ne soit homotope 2 zéro.
Mais la réciproque n’est pas vraie. Si un arc simple O4 du plan joint
Porigine & I'un de ses points homologues A4, Pimage de cet arc sur le
tore sera une courbe fermée simple lorsque I’arc OA ne contient aucun
couple (p,¢) de points homologues, et alors seulement. Or, les coordonnées
de 4 sont les entiers (a, f) envisagés plus haut. Lorsque G, sont pre-
miers entre eux, le segment rectiligne OA4 ne peut contenir deux points
homologues, ce que Pon voit facilement, donc la classe contient des
courbes simples. Mais si o = a'd, =490, 6>1, il sagit de montrer
que la classe ne contient pas de courbe simple, donc, sur chaque arc
simple C qui joint O et A4, il existe un couple de points homologues.
Or, ceci résulte de notre théoréme. En effet, le segment OA est une

corde de C. Le point A'(a", ") est homologue a O, et 04’ =§OA. Mais
C posséde une corde paralléle 2 04, de longueur§ 04, donc les extré-

mités de cette corde sont des points homologues, et I'image de C sur le
tore n’est pas une courbe simple,
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ASUPRA UNEI PROPRIETATI METRICE A MULTIMILOR CONEXE DIN PLAN
Rezumat

Se numeste coardi a unei multimi E din plan, orice segment de
dreaptd ale cirei extremitdti apartin lui E. In lucrare se demonstreazi
teorema: daci a b este o coardi a multimii plane mirginite si conexe G,
existd corzi a'b’ ale lui C, paralele la @b, a cdror lungime este a #-a
parte din a b (7 este un numdr natural oarecare); pentru fiecare n natural

se poate construi un continuum mirginit, care si nu aibd nicio coarda

paraleli cu ab si de lungime k.ab <ﬁ< k< l). Se aratd, printr-un
n n

contraexemplu (fig. 2) cd in enuntul teoremei © nu poate fi inlocuit cu un
n

numir oarecare k< 1. In sfirsit se indicd o aplicatie a acestei teoreme la
determinarea claselor de omotopie ale torului, care contin curbe simple.

METPUUYECKOE CBOFCTBO CB$SI3HBIX MHOJKECTB ITJIOCKOCTH
KpaTkoe conepxaHue

[Ton xopnoii MHOXecTBa E INJOCKOCTH, IOHHMaeM BCAKHH OTPE30K
npsMo# ¢ KoHumamu B E. B paGore [pokasbiBaeTcs TeopeMma : ecClH ab
ABJSETCS XOPHOM CBSI3HOTO H OrPAHHYEHHOrO MHOXKECTBAa IJIOCKOCTH C, 10
CyIIeCTBYIOT XOpabl a'b’ MHoxkectBa C, mapajlelbHble K ab ¥ pIHHA

)
KOTOPHIX eCTh—. @b (7 — NPOM3BOJBHOE HATYPAJbHOE YHCIO)j N5 BCAKOTO
n

7 MOXHO MOCTPOHTH OTpaHHYEHHEIH KOHTHHYYM, HE HMEIOLIHi XOpI uapai-
1 1

, <k<-) . TIloka-
n

n+

JTeNbHBIX K ab M AJMHA KOTOpHIX OBlIA k.ab (

1
3bIBAETCA 4YTO B 3TOM TeOpeMe HeJb3s [IOCTaBUTb BMECTO — IMPOU3BOJIb-
n

Hoe k< 1. HakoHen, yKasblBaeTcs NpHMeHeHHe 3TOH TeopeMbl NHPH pac-
CMOTpEHHH TOMOTOMNHYECKHX KJacC TOpa HMEIMHX MPOCThIE KPHBBIE,



