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STUDII §I NOTE

SPICUIRI DIN OPERA MATEMATICA
A LUI GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1.VIL1646—14.X1.1716)
In memoriam, la primul sfert de mileniu de la moartea lui Leibniz*)
D. MANGERON

Adeo ut videas vane asseruisses
Geometriam hac methodo ultra terminos
a Vieta & Carlesio posifos in immensum

promoveri. (Leibniz 1684)

Secolul al 17-lea, acest ,,saeculum mathematicum”, cum l-au numit
cercetdtori luminafi ai timpului, a constituit prin productia sa matematici
vagtd, profundd gi bine inchegatfi, un indreptar pentru intreaga gindire
ghiintificd a epocii. Caracteristicd pentru acest secol apare innoirea epo-
cald a gtiintelor matematice reflectatd in nagterea analizei infinitezimale gi
a geometriilor analitied gi diferentiald, legate istoricegte de progresele rea-
lizate de analizi.

Intre figurile mari care onoreazi umanitatea in acest secol, ce se
incadreazd in Europa in epoca de inflorire inifiald si de dezvoltare
a capitalismului, eind la propégirea stiintelor contribuie din plin Fr. Ba -
con, T. Hobbes, J. Locke, B. Spinosa,. . . — figurile lui
Galileo Galilei[1](18.1I1.1564 — 8.1.1642)gialui Gottfried
Wilhelm Leibniz (1. VIL. 1646 —14.X1,1716) atrag atenfia cerce-
tétorilor din cauza unui paralelism uimitor in desfigurarea viefii fieciruia
dintre ei. Printr-o coincidenté surprinzitoare, Galilei g Leibniz
erau dotafi eu un spirit multilateral, cu aptitudini intr-adevir universale
gi 8-au bucurat in timpul vietii lor de multid atentie reverentioasd si gene-
rald. Amindoi au avut o corespondentd extraordinar de intensd gi foarte
fecundé in rezultate cu lumea gtiinfificsi a epocii. Amindoi an pitimit din
partea cercurilor reactionare ale epocii in timpul perioadelor de critics
intensd gi de neintelegere profundd a laturii originale a operei lor gtiinfi-
fice gi an rdmas pérdsiti aproape cu totul in ultimele clipe ale vietii lor.

In anul 1942 s-au implinit trei sute de ani de la moartea primului [1],
iar in 1964 omenirea intreagi a sdrbétorit sub egida TNESCO [9], [10]
patru zecimi de mileniu de la nagterea lui Galilei. In anul 1946 s-a
comemorat tricentenarul de la nagterea celui de al doilea [7], iar anul
acesta sdrbdtorim primul sfert de mileniu de e¢ind — dupid moartea lui
Leibniz — opera sa matematici, contributia sa valoroasi in domeniul
lingvisticii, a gtiintelor naturii i in dezvoltarea gindirii filozofice inaintate

*) Autorul a avut o susfinutd activitate de istoria matematicii, concretizati prin mai
multe articole [1] — [7] (N. R.).
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11 instruisit les Rois, il éclaira les Sages,

Plus sage qu’eux, il sut douter”
i-ar fi pirut prea palide si lipsite de entuziasmul ce se cuvine a fi prestat
operei grandioase a acestui demn rival al lui Newton.
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ASUPRA POLINOAMELOR LUI S, N. BERNSTEIN,
SPECTRUL OPERATORULUL

GR. CALUGAREANU
§. N. Bernstein a introdus polinoamele de interpolare
v f ’c‘; i 4 no-%
B,[f; o] = /(-] o' L — o)
i=0

care sint mult fologite in teoria aproximirii unei funecfii continue pe
un interval finit gi inchis.
Se pune problema de a gisi acele functii f() pentru care avem
B, [f; 2] =[(2)
Deoarece B, este totdeauna un polinom, se vede ci §i f(«) trebuie

g4 fie un polinom.
Mai precis vom ciuta acele polinoame care sint elemente fixe ale

operatorului B,, dind loc egalititii
B, [P(»); ] = P(x).
Vom demonstra in cele ce urmeaza urmatoarea
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Teoremd. Polinomul Bernstein al unui polinom, coincide cu
acesta, atunci §i numai atunci cind gradul polinomului este unu
(efectiv sau nu).

_ Aceastd teoremd s-ar putea enunta gi altfel : singurele polinoame
fixe ale operatorului liniar §i pozitiv Bernstein sint cele de grad unu
(efectiv sau nu).

Suficienja acestei teoreme este cunoscuta gi rezultd usor astfel

Selir Thsml=3 (‘” i ”) Ciaf (1 — @)~

= n

dar avem formulele ‘
Y Cio* (1 — @)" * =1,
i=0

n

E 10ip*(1 — )" = nx (1)

=0

deci

B,laz + b; x] =% 4 b1l =ax -} b
"
. Pentru a demonstra necesitatea acestei teoreme este destul séd ara-
tdm ea polinomul
A Pla) =ay+ oz + ... + a,z™ (m < m)
coincide cu ;polinomul B,[P(x); «], numai cind a;, =0, ¢ =2, 3, ...
Observa:m cii problema g-ar rezolva ugor dacid am reusi si gisim
formule de tipul (1) pind la
Y, i"Ci (1 — @)™t
i=0
Vom demonstra totugi necesitatea fird a gisi efectiv valorile aces-
tor expresii, in felul urmator : formulele de tipul (1) se gdsesc pornind
de la formula binomului Iuvi Newton:

Y, Cip'd" "t = (p + 9"
i=0 :

Egalitatea (2) se deriveazi in raport cu p si se inmulteste cup, operatfie
care repetatd de m ori di succesiv

L0

Y, iCip'"~ = np (p + )" 1P,

i=0
n

Y, 20p'¢" " =np(p + )" * Py .
Zo (3)

s 8 5 s e ¢+ = = & & = & v &

Z ,im fmiq"—i 22 ’i‘lf) (P ___l_ Q)m—m_Pm
=0

ASe observi, cid expresiile P; (¢ = 1, 2, 3, ...) sint polinoame omo-
gene in raport cu p §1 g de grad ¢ — 1. Avem de exemplu: P, =1, P, =
=np + ¢, Py =n’p® + (3n — 1)pg + ¢~

Lemd. Polinoamele P; sint expresii de forma

Py = (np)t + ¢@;, unde @, sint tot expresii omogene in p gi g,
polinoame de grad 7 — 2.
Pentru a demonstra aceasta e suficient s aratam ci, cautind P;

sub forma ;
P, = Aip'™! + Aiprq + ... + Alg2 (4)
avem coeficientii A} =»'-1, =1, 2, 3, ...
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Studiind mai aminun{it procesul care di formulele (3) gisim rela-
tia de recurenta :
Pi=mn—i+2)ptaP _,+plp+4q P, (4')
~ 1Inlocuind P; §i P, , sub forma (4) si identificind coeficientii lui
p'~1 avem
Al =(n —¢+2) Ai™t + (i — 2) Ai™r = ndj L
Tinind seama ca P; = 1 rezultd imediat c¢i Af = n'~1 gi lema e de-
mongstrati.
Observalie. Facind in (4) p =1, ¢ = — 1 avem
Se =B (L, —1)=di— H
unde H, =Ai —Aj+4+ ...+ (—1) di=a""1—(n—1nH—2). ..
oo —12 4 1) > 0, caci din (4') avem S; = (n — ¢ 4 1) §;_; de unde
8;=m—1)(n —2) ... (m — i+ 1), s — 1 paranteze. Deci B, = n'~"1 —
—(n—-1)nrn—2)...(n —2+1)>0, =2 3,...,m
Inlocuind p cu @ §i ¢ cu 1 — », avem formulele :

Y, iCiz* (1 — 2)"~* = naP;, = nw

i=0
n

Yy, 20ja’ (1 — 2)" ™' = naPy = nao[nw + (1 — ) Q,] (3')

=0

Z imO‘imi (1 . m)”_": :num = 'ji,m[(?’i-&'})m_l -I‘ (l == ﬂ/"’) Qm]
i=0

unde polinoamele @, (i =2, 3, ..., m) sint omogene in # §i 1 — = si
de gradul ¢ — 2.
54 consideram fin sfirgit
_B"[P(.’]‘J') 7 .’L‘] = Bﬂ[a’ﬂ + CE]_.’ﬂ + a‘2m2 + L _!_ ammm; m] =

n - 7: ,L'HL £ 3 .
S E ao + a’l_' + .- v oa '—{__ C'I"?‘ T] C;fw‘,. (1 _— m)‘"‘"'i f et
i=0 7 Fe)

e+ ... +a,- L [(n2)* + no(l — x)Q,]=

?2'1“

a
= @y-1

=

n

=ay+ ;2 + a2 4. ..+ a, 2" + x(l — m)n*l[%@z Sl “3%+- - —I—%J.
"

a.:
—— = K, vedem

n

Punind condifia B, [P(z); #] = P(x) si notind

ci e suficient sa ardtam eci are loc identitatea :
. K2Q2 +K3Q3+ ot A +KmQ-m =0 : (5)
unde @, = Aiw'~2 f Al 3(1 —a) + ... + Ai(1 — @) 2=
= [Af — Af 4 ... + (— 14l o2+ ... =Ez24 ...

(2 =2, 3, «vsym)

Ficind identificarea cu zero a expresiei (5), sé incepem cu coefi-
cientul puterii cea mai mare, adicd 2™ 2 Deoarece acesta este K, B, si
., > 0 urmeazd cd I, = 0 giultimul termen din (5) dispare. Idcind
identificarea dupid 2™~ 3 avem analog If,, ; = 0. Astfel din aproape in
aproape avem K, , =K, 6 .= ... =K, =0 gi deci a =a; = ... =
= a, — 0 teorema e demonstrata.
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Demonstrind aceastd teoremi, am gisit o valoare proprie a ope-
ratorului Bernstein

B, [f; ®] = »f (6)

A =1 g§i respectiv funcfiile proprii corespunzitoare: polinoamele de

oradul intii. _ .
Se pune problema de a determina spectrul operatorului Bern-
stein, adicd de a giisi toate valorile proprii 2, respectiv functiile proprii

f pentru care are loc (6).

Deoarece B,[f; x| este un polinom urmeazd ci functiile f, proprii
pot fi numai polinoame ; deei dacad
Plx) = ay + ayz + ... a,a"
cautam cind are loc egalitatea
B.[P(m); @] = r-P(z).
Revenind la calculele precedecte avem
“2”(1—97)Qz+ P

n

Bt =8 __ g

(1 — ) P(x) +

ni=L

unde @, este un polinom de grad m — 2.
Q. =EBa" 2+ ..., B=o"1—(n—-1)n—-2)...n—¢+1)>0
=2y 8 T
Avem deci o condifie necesarid
B — N B — @B, =0 gau @, (@" (1 — NE) =0
Pentru A >1 avem a, = a6, ;= ... = 6, =0 efici H, > 0
gi deci A > 1 nu vor fi valori proprii.

1 2 —1
Valoarea A:l—-ﬂ-—(l_—ﬁ)(l——) (1m ] estie

nmL n " '

proprie, funetiile proprii corespﬁnzé,toal,re fiind polinoame de grad m,
depinzind omogen de coeficientul a,,.

;L -
Deoarece avem H; = (1 — l) (1 — E) i (1 ek ) Urmeaza ¢

n n n

A I, il g A - ; :

avem in general —— s — cind 4=~ j i deci A =1 — —— vor fi
n' 1 n' 1 i1

tot valori proprii ale operatorului Bernstein, functiile proprii cores-
punzitoare fiind polinoame de grad 4, ¢ =2, 3, ..., m.
Dacd A1 —H,, 21, ¢=2,38, ..., m avem a, — G, _; —
. = @y = a; = ay = 0, caz banal.
Pufem deei enunta urmatorul

Corolar. Valorile proprii ale operatorului Berngtein, B,[f; ] (pe n
noduri) sint in numér de », toate cuprinse in intervalul (0,1] gi de forma

;\mz(l_l}(lgzj__,(1ﬁmﬁ1);_ =1 Boas el

n V1 T

Fiecdrei valori proprii ii corespunde o infinitate de polinoame de grad m
ca funelili proprii corespunzitoare.
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