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18 0. BERECRET 10

Agjouta,nt (22_) Qt (23) nous obtenons la formule de représentation
de Poisson (13). Ainsi, le thé oréme est démontré.

~De ce théoréme, il résulte immédiatement le théoréme suivant
d’nnicité :
g THEORBME 2. L'unicité des solutions du probléme de Cauchy pour
équation bicalorique en bande 0 <y <Y @ licw dans la classe des fonclions
en vérifiant les inégalités :

L (@, y)| < MeS

2 ~ o s
Y| < arew SUR UN CHOIX INTRINSEQUE DES GENERATEURS DU
2 L
- GROUPE D’UN N@®UD
o > — MeE? PAR
ay & % ‘
é i G. CALUGAREANTU
| La démonstration est analogue & celle de [2] p. 476. (Cluj)
|
[ Regu le 7 novembre 1966
Institul de Mathémaliques de U Académie N étant un neeud dans R? et 7, (R® — N) le groupe de N, on se propose
de la Rﬁpub“q“eBSocm”m dé -Rotrmerite; de choisir pour ee groupe un systéme de générateurs non liés a4 une projection
i ¢ plane de N, d'otl le nom de générateurs inltrinséques. On monlre d'abord que
i chaque N peul étre Lracé sur une surface S fermée orientable de maniére que N
éBIBI,IOGRAPHIE ne divise pas celte surface. Par application du théoréme de van Kampen, on

oblient une présentation du groupe de N a l'aide d'un systéme de générateurs lié
aux deux domaines o/(S)et £(S)qui composent R® — S. Les relations du groupe

1. M. Nicorescu, Ecualia ilerald a e¢dldurii, St. cercet. matem., 1954, 5, 3—4, 243 —332. L , : Egaie
2. M. Nicorescu, C. Foias, Représentation de Poisson el le probléme de Cauchy pour Uéquaiion .~ de N s’obliennent & 'aide d'un graphe tracé sur S, et ont une interprétalion
i de la chaleur. Rend. Acead. Naz. dei Lincei, 1965, 38, £, 466 —476. géomélrique remarquable: elles expriment Uexistence de cerlaines courbes
3. M. Nicorescu, Sur Uéquation de la chaleur. Commentarii Math. Helv., 1937, 10, 3—17 d = % 3 5 .
5 ; . : Sk i : % ? ermées ! § s dan , cui peuvent élre amenées dans S) par
4. P. MustaTA, Sur la représentation de Poisson des solutions du probléme de Cauchy pour Uéqua- Idﬁlu:;sat?f:pi]::t,ogit?:;s gassﬁf);eﬁcorztrcr N s
1 ) B 4¥ .

tion de la chaleur. Rev. Roum. Math. Pures el Appl., 1966, 11, 6, 673 —691.
5. A. TrHoxo;'égThzéfgémes d’unicité pour Udquation de la chalenr. Math. Shornik, 1935, 42,
6. C. JI. DUBEILMAH, % ii na AUMECKUL an : - / :

i nenus, Ma'](*). ng?,%]fﬂ? eT;’;;“,’;‘f%”;é‘i?g? (it il N (tant un neceud situé dans R? et [N] étant la classe d’isotopie
dont N est un représentant, un grand nombre de propriétés topologiques
de [N] se fraduisent par des proprié¢tés algébriques du groupe fonda-

T mental m, (B° — N), appelé groupe du nceud N. On représente ce groupe
; le plus fréquemment, en employant une projection orthogonale de N sur
i un plan 1, et ’on choisit IT de maniére que cette projection ne posséde
‘ que des points doubles. Cette représentation a ’avantage de nous offrir
une image claire de la structure du neeud ; mais elle a 'inconvé nient d’étre
liée & un (lément ¢tranger, le plan II, dont le choix est assez arbitraire,
et qui est analogue d’un systéme de référence (axes cartésiens en g¢o-
métrie). De plus, on constate que cette représentation du groupe de N
: _ impose ’emploi d’un grand nombre de gén¢rateurs li(s par un grand
_ nombre de relations, le nombre des générateurs, ainsi que celui des rela-
tions, pouvant généralement étre réduit par la suite, en «r¢solvant » cer-
tames de ces relations. En derniére analyse, le nombre des générateurs

REV. ROUM. MATH. PURES ET APPL., TOME XITI, XO 1, p. 1823, BUCAREST, 1868



20 G. CALUGAREANU 2

¢tant réduit au minimum, ¢’est la structure algébrique des relations restan-
tes qui caractérise (partiellement) une classe d’isotopie [N].

On a parfois essayé, par divers procéd(s, de réduire au possible le
nombre des générateurs et relations en question ([1], [2]). Un exemple
qui est & Vorigine des consid¢rations suivantes ([3], p. 180) est celui du
nceud (3,). Ce noeud peut étre tracé sur un tore en position normale (tore
sans neeud, p. ex. tore de rotation autour d’un axe) et ce nceud ne sé-
pare pas la surface du tore en domaines disjoints. On trouve que le groupe
correspondant est représenté par deux g(nirateurs 4, B li¢s par la relation
A? = B3 En prenant pour point de base O un point sur la surface du
tore, non situé sur N, A est représenté par un chemin fermé passant par
O et faisant une fois le four du canal central du tore, tandis que B est
un contour analogue circulant & Iext(rieur du tore et passant une fois
par son canal central. De cette facon, la représentation du groupe de
(3,) n’est plus lide & une projection plane du neud, et en méme temps le
nombre des générateurs employés se trouve réduit au minimum. De plus,
la relation A* = B® a une belle interprétation géométrique : une courbe
fermée située & Dintérieur du tore et qui tourne 2 fois autour du canal
central peut étre d¢form¢e continfiment, sans qu’elle touche le nceud W,
de maniére & étre amenée toute entitre & I’extérieur du tore, et alors elle
passera 3 fois par le canal central du tore (fait géom<trique v(rifiable
exp(rimentalement),

Dans ce qui suit, nous voulons indiquer de quelle maniére une re-
présentation analogue, que nous appelons « intrinséque », peut étre don-
née pour le groupe d’un neud N quelconque.

1. Remarques préliminaires. On sait que chaque nceud peut étre
tracé sur une surface fermée orientable & en position normale. Cette surfa-
ce est une sphére &4 un nombre fini p d’anses qui ne sont ni nouées ni
enlacces entre elles!). Si p est assez grand, N peut étre tracé sur 8 de ma-
niére qu'il divise S en deux domaines disjoints ([4], p. 584), mais aussi
(en changeant, si ndcessaire, la valeur de P), de maniére que N ne divise
pas 8. Dans ce dernier cas, A =8 — N est un domaine unique sur 8,
et deux quelconques de ses points peuvent étre joints par un arc sur S
qui n’a aucun point commun avec N.

Une construction simple d’une telle surface § a été indiquée par
H. Terasaka ([5], p. 136) & partir d’une projection plane du neceud. On
sait qu'une telle projection divise le plan II en domaines simplement
connexes que l'on peut teindre en blanc et noir de manidre que chaque
domaine blane vienne en contact, le long des segments qui forment sa
frontiére, avec des domaines noirs, et réciproquement ([6], p. 9). L'en-
semble des domaines blancs peut étre consid(ré comme projection dans
le plan IT d’une surface B ayant pour bord le nceud X. L’ensemble des
domaines noirs permet, d'une maniére analogue, la formation d’une se-
conde surface £, ayant aussi ¥ pour bord. Si I'une de ces surfaces est
orientable, le procédé de « doublage » de H. Seifert permet de construire
une surface fermée orientable 8, sur laquelle le neeud NV se trouve tracé :
on construit une seconde surface, voisine de la premiére, ayant aussi N

_ 1) Plus correclement : une surface fermée, orientable, est « en position normale dans S® »
si elle partage S en deux domaines homéomorphes entre eux.
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pour bord, résultant de 1‘a1 plzemiér\e par un p‘etit d¢placement le long des
normales positives (ou ncgatives) a la, premiére s_urfaee. On voit que lles
deux surfaces forment alors une surface fermde orientable, et ,(.1“6,]‘.7 divise
celle-ci en deux domaines. Une dilatation convenable de I'intérieur de
cette surface, suivie d’une projection dans le plan II, permet de retrouver
le procédé de coustructlon_de H. Tera,s&kaj.' S}l lla sur- i
face § (ou ') n'est pas 01’1‘enfta.ble, le proce’de de d.m}-
blage, appliqué des deuw cdtés de B (ou B, cond’m‘t
encore 2 une surface 01'1entable_ S_’, contenant p (ou [3 ) &
gon intérieur, et alors N ne divise pas & en domaines
disjoints. Sa projection dans Il conduit encore au pro-
cédé de consiruction de H. Terasaka.

Ainsi, & peut toujours étre tracé sur une 81111f‘acc
orientable § en position normale, de dBI.IX maniéres
(am moins), et N divise § en deux domaines 101'§q}1e
la surface de départ B (ou p’') est orientable ; N ne divise
pas S si celle-ci n’est pas orientable. , =

Or, on voit facilement que, N ¢tant quelconque, I'une au moins des
surfaces B, p' est non orientable. En effet, si B est orientable, en ChOl_SlS_—
sant un sens positif de parcours sur N, B se trouve omentée.ALes dommqer;
(blanes) gui lui correspondent dans II se trouvent eux-mémes orientes,
de maniére que deux domaines qui ont un sommet en commun (1 et 2 sur
la fig. 1), ont des orientations contraires. Si p’ (tait aussi orientable, on
pourrait répéter ceci pour la surface B’ et les domaines (noirs) correspon-
dants dans II. Mais, la figure 1 montre que les domaines 3, 4 ne peuvent se
trouver orientés en méme temps que 1 et 2, done ' n’est pas orientable.
I en résulte que chague neud N peut élre lracé sur une surface fermée
orientable S, de maniére que N ne divise pas ceite surface. Dans le cas ou N
est donné par sa projection plane, cette surface pourra étre obtenue par le
procédé de H. Terasaka.

Fig. 1

2. Génératewrs intrinséques. Dégignons par J le domaine de R? inté-
rieur & 8, et par & le domaine extérieur & 8;posons ' =3I — N, & =
=& — N.

Onad & =8 — N = A, ol A est le domaine sur § formé par
les points non situés sur &. Pour former le groupe fondamental =, (B3 — N),
prenons un point de base Oe€ A, qui appartient done aussi & 7' et &
Soit I' nn chemin fermé partant de O et situé dans R® — N. Ce chemin
peut étre déformé (sans rencontrer ) de maniére qu’il coupe 8 en un
nombre fini de points p,, p,, ..., p,_; que ’on rencontre dans cet ordre
quand on parcourt T' dans le sens positif. Désignons par v, 1'are Op, de T,
par y, 'are p; p, de T', ..., par v, are p,_,0 de I'. Joignons chagque point
Pi & O par un arc o, CA (i =1,2,..., &k — 1), ce quiest possible puisque
A est un domaine unique. Le chemin T' se présente alors comme pro-
duit des chemins v, arl, oyy,05', ..., o_yv;. Considérons Pun de ces
chemins «;_,y,0;'. Si y,CJ’, le chemin peut étre mamené dans I,
a Pexception du seul point 0. Il pourra donc étre exprimé par un produit
des géncrateurs de =, (J). De méme, si v; C &', par déformation homotope,
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ce chemin pourra étre ramené dans &, 4 V'exception de 0, et sera
exprimable avec les gén(rateurs de =; (£). Le chemin sera done représenté
par un produit des géndrateurs de =, (J) et =, (£). Or, ces groupes ont
une structure simple, la surface § ¢tant en position normale. Le genre

de § étant p, m (J) et m (£) sont des groupes libres & p génlrateurs
chacun. Désignons ces géncrateurs par 4,, 4,,..., A, et B,, Bysiy B
On reconnait plus haut le raisonnement qui conduit au théoréme de
van Kampen [7] sur le groupe fondamental dune réunion d’espaces
linéairement connexes (arcwise connected) dont D’intersection est connexe.

3. Relations et lewr signification géométrique. Les A, et B, engendrent
done m (R® — N) aussi, mais dans ce groupe ils seront liés par certaines
relations. On obtient ces relations en considérant les chemins fermés
partant de O et situés entiérement sur A, car un tel chemin, appartenant
a o/, ainsi qu’a &, admet une double expression, I'une avec les 4;, autre
avee les B;. 1 suffira d’¢crire les ¢galités correspondantes pour tous les
générateurs de m; (A). Or, 7, (A) est aussi un groupe libre. On le voit en
construisant un complexe 1-dimensionnel K — A, K ¢tant un rétracte de
deformation de A ; on aura done w, (A) =~ =, (K), et =, (K) est un groupe
libre, le nombre ¢ de ses générateurs étant donné par le nombre des cycles
de base de K.

On. obtient K par «rétraction » deA, ce qui nous conduit & la cons-
truction suivante. Nous croyons qu’il sera plus efficace de décrire cette
construction sur un exemple (celui du neud 7,) la généralisation ¢tant
immé¢diate. Imaginons la surface S placée syméirviquement par rapport
au plan 1T de la figure. Son intersection avec ce plan se compose alors de
P + 1 courbes simples (ici p = 3), dont l'une €, contient les autres &

Fig. 2

son intérieur, ces derniéres Oy, 0, ..., 0, étant ext{rieures les unes aux
autres. Ces courbes divisent § en deux surfaces symétriques S8y 8,y et N
divise chacune de ces surfaces en domaines simplement connexes (f’ig. 2).
En effet, un tel domaine ne pourrait étre multiplement connexe que si
I'un des canaux de 8, coupant II le long d’une courbe 0 1 Lt < p, n’tait
travers¢ par aucun arc de N ; mais alors ce canal pourrait étre supprimé,
avec diminution du genre p. La frontitre de I'un de ces domaines
situé sur S, ou 8, se compose darves de N et d’ares de cert-aine.r:
courbes O, (0 <4 < p). Dans chacun de ces domaines choisissons un point
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int¢rieur, puis choisissons un point sur chacun de:% arcs deg courbes C_,;
qui appartiennent & sa frontiére; joignons le point u}tt,rleur a chacun gles
oints choisis sur les C;, par des'arcs SIm_ples'qul n olnt.eq commun que
leur extr« mité intérieure au domaine (arcs figurés en pointillé sur les flgpres
2, 8, et 8,). Précisons qyleules points choisis sur les 00111:bes 0, seront le_s
mémes pour les deux moitics 8, et §,. Les ares ainsl tracés sur A forment
alors un complexe I1-dimensionnel K trace
sur & (fig. 3), qui est visiblement un re-
tracte de d¢formation de la S}u'face A. Un
cycle quelconque de I£ peut étre plongé a
Pintévienr de S, par déformation confinue
vers lint¢rieur, on sorti & l'extérieur de B,
sans que, pendant la déformation, ce cycle
rencontre le noeud AN. En Pexprimant une
fois avec les g¢én(rateurs 4;, Pantre fois
avec les B;, on obtiendra des relations de la
forme
Mg (Aqy Agyeiny Ay) = My (By, Byy..oy By)

m, et m, représentant des mots (monomes)
formd s avee les lettres indiquées. Pour obtenir ' _ _
les relations distinctes, caractérisant le groupe de N, il suffira d’¢erive
cette double expression pour les cycles de base du complexe I

Le fait que toutes les relations ont cette forme particuliére (prel}lier
membre formé avec les A, second membre avec les B) correspond a 1a
propri¢té géomdtrique suivante des cycles de I : un tel cycle peut i‘:‘t-re
ramené & Vintérieur de 8, ou & son extérieur, par une d¢formation isotope
dans B® — N (il suffit que la d(formation soit assez petite). Nous pouvons
consid(rer la surface § (ou les surfaces §, s’il en existe plusieurs, non €qui-
valentes par déformation) comme €étant liée d’une manicre mtf:usequ:e an
neend N, raison pour laquelle nous qualifions d’intrinseque cette represen-
tation du groupe de N.

Remarquons que le complexe K partage lui-aussi 8, et S, en cellules
gimplement connexes. On peut done reprendre 'opcration de r¢traction
sur 8 — K, et ’en voit facilement gu’elle reconduit & . Pour cette raison,
nous appelons I : le graphe compl¢ mentaive de IV, sur 8.

Fig. 3

Regu le 13 décembre 1966 Institul de Caleul, Cluj
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