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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Quelques problémes relatifs a
une formule de récurrence ou & une éguation aux
différences finies,

par D.-V. JONESGO (Cluj, Roumanie) (*¥)

Relativement & l'équation aux différences finies ou & la
formule de récurrence

Umon = Oy gy DUy g - CUy gy (1/

ol a, b, ¢ sont des constantes, j’ai résolu deux probléemes.

1. Premier rrosueme. — Trouver [intégrale de [équa-
tion (1), connaissant les valeurs
U, gy Usos ooy Upos

ainst que les valeurs

Uo, Ugg, Uggy «-v5 Ugps
de up, ,, pour les valeurs

0,0, 14,0; 2,0; ..; m,0;

0,1, 0,2; 0,3; @)

.3 0,m;

des indices m et n.

11 est d’abord évident qu’une telle intégrale est unique. En
effet, on démontre facilement que l'intégrale de 'équation (1),
s’annulant pour les valeurs (2) de m et de n, est identique-
ment nulle. '

(*) Présenté par M. Th. De Donder.
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D.-V. Jonesco. — Quelques probléemes

D’autre part, soient u, , et v, , deux intégrales de I'équa-
tion (1). Ces intégrales prennent les valeurs

mo Wo,n m=0,1,9, ..
e
n=1,%23,..

Um,o Uo,n
pour les valeurs (2) des indices m et n. On voit facilement que

T ali
W = Cityy o + G Um.n

ou C et C' sont deux constantes, est une intégrale de I'équa-
tion (1) et qu’elle prend les valeurs

u)mO = CumO + C,vmo ("L = 0, 1, "2, ...)
w,, = Cu,, + C'o,, (n=1,23,..)

pour les valeurs (2) des indices m et n.

2. Soit )z, , I'intégrale de I'équation (1), qui est telle que

. m==20,1,%, ..
Myo=c¢th e MNp,=0 n=1,23,..
| p#0

ou

J’ai démontré que

]L a”n—p » n m-—p—1i
)\gn.n:: (/rn_-p)| abm_” I:b (0—(—(1[)) ] (3)
ou

h=ab-+ec

Pour donner un sens & la formule précédente, pour toutes
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relatifs a une formule de récurrence.

les valeurs de m et de p, nous faisons les conventions sui-

vantes : ‘ '
h
0!

et ‘

—38

ab—*

dO
a5 (b7 (¢ 4 ab)=] = hb"h—r—= b

(0% (¢ + ab)=~1 =0,
pour toute valeur positive de s.

3. De méme soit pg, , U'intégrale de I'équation (1) qui est
telle que
/rm=0,1,9,..

Hm’o:(} et {-Lg,nzeﬂb' kn =14,23 >

J’ai démontré que

4 o h ar-e m hyr—a—1 4
Binn =005 dgn=i (¢ + ab) ] 4)

4. Enfin soit v, , U'intégrale de 'équation (1) qui est telle
que

Vo, 0 = /1; Ym0 == Vo,n = 0;

pour toutes les valeurs de m et de n.
Jai démontré qu'on peut mettre cette intégrale sous la -
forme

Vm, n ==

" n o
30 [b" (¢ + ab)ym—1]

m!

h a7
T e
1 a7

(4" (¢ + ab)*~] ®)

la™ (¢ + ab)].

n! Jan .

Il est facile de voir que le dernier terme est symétrique en
metn, aetb.

[}
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D.-V. Jonesco. — Quelques problémes

5. Cela posé, il résulte des considérations précédentes que
la solution du premier probléme est donnée par la formule
générale

U — )
um,nzbnumn"—h ?7!:1!1,0 Z_-)—b_ "
Um—2.o 0% , .,
4+ h T Eﬁb (¢ + ab)]
4.
U 3" rpa m—{
+hm! eb”‘[b (¢4 aby™ 1]
n o, p—a ° . X
+a Noﬂ-i—h—ﬂ"— gaa ©)
Uy, 2 2% m
+h 2!‘5?[@ (C+(1b)]
4
. EL,O_O o" m{a n—4
—}—hn! aa"[a (¢ +ab)"1]
_ e 30 (o 4 ab)r].
nl aa”
6. Cas particulier. — Prenons comme cas particulier de
I'équation (1) I'équation
uzn,n:um-i,n+um-i,n——i . (7)

qui est celle qui relie trois nombres du triangle arithmétique
de Pascal. '

1 résulte de la formule générale (6) que l'intégrale de cette
équation qui satisfait aux conditions du premier probleme est

— S 2 -1
WU, n = Uop + Cm Uo,m—1 + Cm Uo, n—2 + "|" L‘% Uos
; 2 -
‘Jl“‘ Um—n,o + C%z Uy —n—1,0 + Cn+i WUm—n—2,0 'l‘ ‘l' Cm—f U gpe
el
p!

Qi o @
G qt(p—g)!
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relatifs & une formule de récurrence.

La formule précédente convient a toutes les valeurs de m et
de n, 4 condition de supposer que

u,_k’o = 0

pour des valeurs positives de £.
On obtient le cas particulier des nombres du triangle
arithmétique de Pascal en prenant

Uy o =1, (m=20,1,2,..)
Uy, =10, n=1,23.)
7. Sucowp prosuime. — Trouver intégrale de [équation (1),

connaissant les valeurs

uOOJ u/ii; “22’ ey unn;

uiﬂ} u?ﬂ’ uao: seea um,o»
de u,, , pour les valeurs

0,0; 4,1; 2,2; ..; m,n;
1,0; 2,0; 3,0; ..; m0;

des indices m et n.

8. Soit 'z, 'intégrale de 'équation (1) qui est telle que

m.n

m==1,4%,3, \ '

w, = et wk =10 n=20,1,2 ..
p#0
En posant
/1 ar s 4
—_ . -
o = Sar las (¢ -+ ab)~—14],
jal démontré que
% om hayy hog, han‘p-J, m hanﬂp, m
(— 1y Ogn Moy hag, v hopy p oy happn
: #{n = W 0 ao, n—i had,n~1 hq‘n—p——z,n-i ho‘n—p—i, N4
a 2 . .
0 0 0 e hoy oy hittg, pie
0 0 0 e g ppa haty, pia
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D.-V. Jonesco. — Quelques problémes

9. Soit 2’2, I'intégrale de I'équation (1) qui est telle que

/ m=41,2..
)\;1137,:0 et )\11277,.0=E123’L <7l=179"" .

En posant

LS et aby—
QN——"—!* 51)—7—'[[) <C+ab> ],

jai démontré que

ﬁm—p, n %o, m ho‘i, mo e han—-—p—i, m h Lp—p, m
pn-—p. n %o, n ]7,0!.1, no e ho’-n—p~1, n han—»p, n
A® _________h B 0 a lia ho
mon = T ntpl m—pt1) H—p—1 . 9%—1 0, m~4 S N—-p-2, N1 “N-p—A, -1 (9)
a T T T .. L.
Bi, o 0 0 v o pry oy py
@0’ b . O 0 vee 0 dO, p

10. L’intégrale v'™ de l’équation (1), qui est telle que

, ,
voo = 14, Vo == Vpn =0,

pour toutes les valeurs de m et de n, est

Cﬂ

0
Vnn = & —_— ] .
m m< a>

11. Il résulte que 'intégrale de I'équation (1) qui répond
aux conditions du second probleme est donnée par la formule
Upp = )\#nn Uy + )\gnn Ugpy + + )‘%n U

2 , c\" 10
4 U gy + P Uge - = -+ {-"ann Uy + €0y <—" &) # ( )

ou W\

m.n

et p2, , sont donnés par les formules (8) et (9).

12. Dans le cas ot a =0, les résultats précédents n’ont
pas de sens. Mais pour I'équation

Uy, n = bum, n—i + CUyy 4, n—1

les seules données
Ugo, UWios W05 -5 Umgs

suffisent pour avoir I'intégrale générale pour m = n.
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relatifs & une formule de récurrence.

En effet, on trouve dans ce cas

¥ —1 2 —2 a
W, = b_” Um,o + ("112 b" CUy—1,0 + Cn b" c* Um—2 0

+ + C‘ﬁ c" Upmen, 0+

13. Cas particulier. — Supposons que I'équation (1) est
U, 5 = Won—t, n T+ Uin—t, n—t
Pour avoir l'intégrale de cette équation qui correspond au
second probleme, il suffit dans les formules générales préceé-
dentes de faire
a=1, b=0, ¢=1, h=1

On démontre sans peine que

1 Gy G, .. CRe* C57P

1 ¢, €3 .. Cp—e—t (Qz-® 4

0 1 Ci. Cazp= CRZI™' —(—prven=n_,
0 0 0 .. Ci,, Ci,,

0o 0 0 . 1 Chyy

et ensuite que
P-Ir}to, n = Cﬁz:%o-i et )\;»11) n = Cﬁz:ip~1-
La solution du second probléme est donc

Ui, n = C:;Lf—iz Uy + Cﬁz_:—d&‘ Uy + + Cﬁ:i U —m, 0 ’ {
+ C%-;iz Uy + C’?q;z—:—gs Uy + + C?n—n—i Unn + S?n (_ 1);1 /

La formule précédente a été donnée aussi par M. Anronio
Corucer (*), mais il 'a démontrée pour m = n (dans ce cas le !
terme (— 1) ¢, est nul). Mais la formule que j’ai donnée ci- '
dessus est valable pour toutes les valeurs de m et de n, posi-
tives ou nulles.

(") AntoNi0 CoLucel, Su di un’equazione funzionale e sua relazione con una
proprieta caratteristica dei coefficienti binomiali (Giornale di Matematiche di
Battagling, 1925, p. 132).
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