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1. Considérons un point matériel pesant qui est lancé daus le vide d’un
point O, avec la vitesse v, faisant Pangle @ avec I’horizon; il décrira une
parabole qui dépend de «, et que nous désignons par P,. Lorsque a varie,
les paraboles correspondantes ont une méme directrice et ont comme enve-
loppe une parabole, la parabole de shreté, qui a son foyer au point O.

Dans cette note nous allons montrer que cette propriété n’est pas carac-
téristique pour les paraboles P.. Nous considérons la famille de coniques C,
définie de la facon suivante.

Toutes les conjques de la famille passent par un point fixe O, ont méme
excentricité e et ont pour dirictrice une méme droite A. Nous allons démontrer
que lenveloppe de ces coniques est une conique I' qui a le point O pour
foyer et gui a la méme excentricité e que les conigues C,.

2. Soit F le foyer de la conique C,. Démontrons que le lieu de F
lorsque a« varie est un cercle de centre O.

En effet, soit I la projection de O sur A. En écrivant que le point O
appartient 4 la conique C,., nous avons

OF
Ol

=e,

ce qui prouve que la longueur OF est constante ; le lieu du pointF est donc
le cercle de centre O et de rayon e.Ql,

Considérons maintenant deux coniques de la famille dont les foyers sont
F et F'. Ces coniques ont un point commun, le point O. Démontrons gu’elles
se coupent encore en un point M situé sur la perpendiculaire ¢ FF' menée
par Q.

En effet en exprimant que le point M est sur la conique C, et sur la
conique Cu, nous avons

MF-——-e M—g
MB 7’ MB 7

B étant la projection de M sur A. Il résulte que MF=MF' et par suite
la droite O M est perpendiculaire sur F F.
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Cherchons maintenant Pintersection de la conique C, avec la conique
infiniment voisine. D’aprés la propriété précédente, ce point sera intersection
i de la droite OF avec la conique C.. Le lieu du point @ est Penveloppe

des coniques C.
Soient A la projection de w sur A, et D Pintersection de p A avec la

parallele & F A menée par O. Nous avons
wF  OF
gk = AD

" On déduit que la longueur AD est constante, égale a , et par

suite le lieu de D est une droite A’ parallele a A,
Mais dans le triangle @ O D, nous avons aussi
wD A
@i (7T i =z ke

et par suite le lieu du point u est une conique d’excentricité e qui a un foyer
au point O, et dont la directrice correspondante est la droite A’

3. Proposons nous maintenant de déterminer les coniques C, qui passent par
un point donné M. Nous examinerons seulement le cas oit C,. sont des ellipses
ou des hyperboles, le cas des paraboles étant classique.

A ) - 1 Supposons donc que les coni-
! ques C. sont des ellipses.

Soit N la projection du point
M sur la directrice A, et F le foyer
de la conique C. qui passe par M.
Nous avons

F

MN O
- et par suite le foyer F est a Iinter-
M section du cercle de centre M et de
rayon ¢. M N avec le cercle de centre
O et de rayon e¢.0O A,
Pour que la conique C, existe,
il faut que ces deux cercles se cou-
pent. Pour qu’il en soit ainsi, il faut
et il suffit que

OM>|OF—FM| , OM<OF+FM.
On peut encore écrire ces inégalités de la fagon suivante
OM>e.|OA—MN| , OM<e(OA+ MN)

La premitre de ces inégalités est satisfaite quel que soit le point M.
En effet soit P la projection de M sur O A, Nous avons

Fig. 1.
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|OA—MN|=0P<OM,

et a fortiori
e.0P<<0OM,

e étant plus petit que Punité. _
Sur le prolongement de M N prenons NI= O A. Nous avons vu que
le point I se trouve sur la droite A/, La seconde inégalité devient

OM<e . MI;

elle montre que le point M doit se trouver i Pintérieur de Pellipse I', enve-
loppe des ellipses C,,.

Lorsque le point M est &4 Plextérieur de Vellipse 7, il n’y a pas
d’ellipse C, passant par M. Lorsque le point M se trouve sur I, il y a une
ellipse C. passant par M dont le foyer est sur O M. Enfin lorsque le point
M est a Pintérieur de 7, il y a deux ellipses C, qui passent par M, comme
nous avons vu plus haut.

4. Examinons maintenant le cas des hyperboles. Le cercle de centre O
et de rayon e.O A iencontre la directrice A aux points R et S. Les autres
notations sont les mémes que dans le numéro précédent. L’hyperbole 1V,
enveloppe des hyperboles C,,
passe par les points R et S.

Pour qu’il existe des hyper-
boles C., passant par le point M,
il faut et il suffit que

OM>e¢.0OP

et que
OM<e.MI

Soit ] le point oit PM ren-
contre. OS. Il est évident que
O J=e¢.0P. La premitre inéga-
lité, exige donc que O M>0],
c’est & dire que le point M soit
a Pextérieur de I’angle RO S.

D’autre part, la seconde inégalité OM<e.MI, exige que le point M
soit a Vintérieur de I’hyperbole 17,

Donc, si le point M se trouve dans Ja région hachurée, i Pintérieur
de I’hyperbole 7, mais & Iextérieur de Pangle ROS, il passera par le point
M deux hyperboles C,. Lorsque le point M se trouve sur 1", A Vextérieur
de Vangle RO S, il passera une seule hyperbole C, par M. Enfin lorsque le
point M est a Pintérieur de 1" et de Pangle ROS, il n’y a pas d’hyperbole
passaat par M.

5. Pour finir, remarquons que les droites OR et OS sont paralltles
aux asymptotes de ’hyperbole 7V
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En effet soient E et F les infersections de O S avec A’ et avec ’hyper-
bole IV, Les points E, S, O, F forment une division harmonique, et comme
le point S est le milieu de OE, le point F est & linfini. Les droites O S

et O R rencontrent donc I’hyperbole 1" a Vinfini, elles sont donc paralléles
aux asymptotes.



