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SUR UNE EQUATION DE RECURRENCE A DEUX INDICES
PAR

D. V. IONESCO

Maurice d’Ocagne a étudié dans un Mémoire de 1’American
Journal 1) les nombres K!, définis par la relation de récurrence & deux

indices

() Kh=pK, 4+ KiZ\
ol les indices m et p sont des nombres entiers positifs, et par les condi-
tions

(2) Ky=1,Kn=1

pour m =1, 2,
On a démontré que 'expression de K}, est
1 ¥ ~2 . =1
B g PGP Chip I ot
!
p!
¢l on a fait plusieurs applications de ces nombres & Ianalvse.
Maurice d’Ocagne a considéré aussi I’équation

(4) Kl ix) = (p+ a-— 1) KLy (a) + KO L ()
L]
oll & est un paramétre quelconque, avec les conditions

1 om o
4" Knp(x)=am=1 | Kp(x)=1
Il a remarqué aussi une liaison entre ces nombres A, o) el les nombres
Kb - .
L’équation (4) et les conditions (4') se présenient comme une généra-
lisation de I’équation (1) et des conditions (2), qu'on oblienl pour o« = I,

Y} Sur une classe de nombres remarquables, Tome X, 1387, p. 333.



Dans ce travail, nous allons dans la premiére partie généraliser
I’équation (1), et dans la seconde partie nous allons traiter quelques pro-
pléemes généraux sur cette équation.

I. GENERALISATION DE L'EQUATION (1)
1. Considérons une fonction quelconque Y (2) et posons
£ d n
((,) Y1 ES _..(xl'f'A-h Y)

dx

ou A et p sont deux constantes quelconques,
Posons ensuite

(6) vi— Loy,
xT

pour 1 > 2.
En faisant les premiers calculs, nous aurons

Y, =ab [A+p4+1) Y 4+ 2 Y]
=2+ A+ p+ D A+ e+ )Y+ B+ 20+ H Y + YT
Fn général, nous aurons

(7)Y, =N+ [A) Y+ AL Y + AL 2 Y 4. .+ Ay a1 Y1)

<

ot les A sont des coefficients a déterminer.
En écrivant que

Yo = LAy, ),

x
¢’est-a- dire
. d 9 9 ~
Y= (AL ahrerly 4o g2 grhraszyr g A yinety
2

nous aurons

rheu ] (A4 w4 1) A Y 4+ [(nh+ w4+ 2) A2+ A2y + ..
+ (A4 g4 ) AR AL 2 YD A amy )

kn identifiant cette expression avec

Y, = 2" AL Y AR, Y AN Y™

on trouve la relation de récurrence

Yn:

) AL = (A + u+ p) AL+ AL

a laquelle satisfont les coelficients A%, pour 2 L p < n, et les relations

Anpr = (nh+ u+1) Ay, ART] = A



Tenant comple que

Ab =24 po 1, A

il résulte que

o [Am=Etet D@ te+ )t p )
) An+1:1-

n+1

Cest Péquation (8, qui fera Pobjet de notre travail: elle généralise
I'équation (1.

Nous allons d’abord déterminer les coefficients 1! en fonction de 2.
et de p, satisfaisant & I'équation (8) et aux conditions (9

2. Les cocfficients 1" étant indépendants de la fonction Y, nous
allons choisir la fonction auxiliaire

Y= -ap!
Nous aurons d’apres la formule (7)
Y, =2 Al g ) Al )"
T ) (p -2 i DAL (1
lorsque n < p, et
Yg=a™ D g g L p AR (L— )P

F (=) o) (pe 2 1 AR
lorsque n > p.
Il résulte de ces forinules que

(10) Y,y (10 =0,
si n < p, el -

(10) Y. (l)y=(-1""p- D! A
sl n > p.

D’autre part, nous pouvons déterminer directement les fonctions
T L4
Yfl,).. Nous avons

Y=1-—Cp, a+Ciy 2*... 4+ (=)' oot 2 Y
et en appliquant les formules (5) et (6), nous aurons
Y= (At )~ e+ 20 o+ g+ )G 22—
+ =0 0w+ p) G 2T
Yo o [t ub 1) (A wb ) - b w4 220wt 2) Crat.
+ (1T et p) (A p) OO 2"



En posanl

(1) | puy (k) == A+ w4+ 20+ uwt k.. iin a4+ w+ &)

nous aurons en général

- : 2 —~1i+ . ~1 5T ~2 re o
Yoo (oy=2a""" g, (1 Choyon oy (2) a4 C2 p o 1(3) 22 - ..

i ; asp -1 ‘p- |
=D CL e (p)

el par suite
(12) Yo ) =qu 1 (1)~ Cpy @uy (204 CF 1y (3)-
F (== 17O @u (p

En adentifiant les formules (10) et 12, nous déduisons que

I\.I";' P l‘tl) p-l?‘n—fl') +( p-—lan—l( +' l’,‘ ‘(‘;:—:1(1) I‘P\I:O

lorsque n < p. el

v L s Gt G 2 e )
i " ip- ]) !

lorsque n 2 p.

Nous avons ainsi déterminé les coellicients ). Remarquons que la
formule (14) généralise la formule (3}, donnée par Maurice d’Ocagne.
On obtient en effet 'équation de récurrence (1), les conditions (2 ainsi
que la formule (3), en ferisant A = p = 0, dans I'équation de récurrence
8), dans les conditions () et dans la formule (14,

Nous allons maintenant déduire des formules (13) et (14) certaines
identités, dont nous aurons besoin dans la seconde partie de ce travail.

En faisant dans la formule (14} p = n, ct en échangeant ensuile
n en n+ 1, nom aurons identité

(15) - (Pu (”"_l -1 '?n (TL)+( n QPH ”l l) T + ( ‘l)(‘;ll CPH (1)

qui se rameéne au fond & Pidentité bien connue

a o . . v n
n'l=m+1"--C, n'_‘ 4+ Chin— 1" — .+ (- [ F S



53

w

. A .
Dans la formule (15), remplacons X el w par — et~ el réduisons
a c

ensulte au méme dénominateur; nous aurons
(16) nle"="2A+n+VDoe+pjl2h+{n+ 1,6+ u
.4+ (n+ 16+ ‘u.]--—(‘,ll{)\—}— ne + wj{2x + no + pl
skt e dul D) Co(A ot ) (Ao )
(46 + .

In introduisant la notation abrégée

M7y | P (z, *() = (prt+ro+ ) (p+ D atrotu]. . Jgr+ro+vy]

¢l en remplagant dans la formule (16) w par w + th- — 1) o + kA & élant
un entier, nous aurons l'idenlité

n'lgt= P f{i"‘, 4 n),-- clp ﬁi”. k- n- 1] 4o

\ . n /‘.+,L ,
A G P g "')

(18)

De méme e¢n remplacant dans la formule (16) w par - - x 4 (k—1) o,
Jr ¢lant un entier, nous aurons U'identité '

n

n'et= P (0 , n+ l\') - p (87 ,nt+k ~l) “+ ...
(19 .
+-pee(i A

Dans I'identité (13) augmentons d’une unité les entiers n et p et rem-

pla(_;uns ensuite ces entiers par s et r; nous aurons
A r+ 4+ w4+ r+ L4+ w ok
O N e STy I 0y N e TN B P N e it I S
L (=0 vl )2 s =0,
W

. I3
Remplagons maimmtenant A el w par et -1 nous aurons
G

A+ Dot ul2h+ (r+ et ursh o e ol
() Atre+uw)2A+ro+ @ ... SA4re b w

L (-1 C vt e+ 2t +udooosha+u=0.



Si nous remplacons enlin dans cette formule p. par p + kA (k— 1) o.
k étant un entier, et si nous utilisons la notation (17), nous pouvons écrire

I'identité

k-Ls . k-+s
" R oD 3 b AP ST | R

L) -

valable pour s << r.
Dans la suite nous utiliscrons les identités (18), (19) et (20).

1. QUELQUES PROBLEMES SUR L’EQUATION DI RECURRENCE
A DLEUX INDICES

Py P p—1
T+l — \n7‘ + po + Ll) Au. + 4411
4. En introduisant un nouveau paramétre o, nous généraliserons

encore I'équation {8), en considérant ’équation de récurrence a deux

indices

(1) Ab = (4 po + w) AL + APt

Pour 6 = 1, cette équation se réduit a 'équation (8) de la premicre
partie. Dans Péquation (1), A, o et @ sont des constantes données.

Nous traiterons deux problémes généraux sur cette équation.

a) Déterminer la solution de Uéquation (1), connaissant les valeurs de
Ay, pour les indices (n, 0), (p, p)oup=1,2, ...etn=0, 411, +2, ...

b) Déterminer la solution de Uéquation (1), connaissant les valeurs de
A pour les ind¥ces (n, 0), (o, p)otvp=1,2, ...etn=0, +£1, +2, ...

Pour cela, étant donné le caractére linéaire de I’équation (1), il suffira
de résondre les problémes élémentaires suivants.

Premier probléme. Déterminer la solution de I'équation (1), sachant que

Ty |
AP =0 pour pz£k

el
AP=0  pour n=0,+1, +2, ...
Second probléme. Déterminer la solution de 1'équation (1), sachant que
Al =1
Ap=0 pour pz£k
et

A0 =10 pour n=0,+1 4+2, ...

n
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Troisiéme probléme. Déterminer la solution de I'équation (1), sachanl

que
Ay =1.
Ab=0  pour p=1, 2,
et
Al=0 pour n= 4|, 4+ 2
Quatriéme probléme. Déterminer la solution de I’éqquation {1), sachant
que
A3 =1
A =0 pour p:=1, 2
et

Al=0 pour n= 41, 4+ 2,

Cinquéme probleme. Déterminer la solution de Péquation (1), sachant

que
A)=1 pour k20

Al=0 pour n=k,
k étant un nombre entier positif ou négatif, et
AP =0 pour p=0,1,2 ...
Sixiéme probléme. Déterminer la solution de 'équation (1), sachant que
A=1 pour k=0
Al=0 pour nz£kh,
k étant un nombre entier positif ou négatif, et

A =0 pour p=0,12 ...

Premier probléme

5. Nous allons déterminer la solution de I’équation

1) AL = (nh+potp) Ab+ AL
satisfaisant aux conditions suivantes
AfF =1

Ab =0 pour p Lk
ct
A2=10 pour n=0,+1,+2, ...

Pour simplifier I'écriture, nous désignerons cette solution par u, ,.
Il est évident que si p < k, nous avons

(2) Un,p = 0,

quelque soit n.
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Dans I'équation
1) Unir, p = (6 + po + w) un, , + w5y
faisons p = k nous aurons
Unpr, k= (NN 4 ko + u) u, w
cl tenant compte que w, = 1, il résulte que

B) vpprz=UA+ ke +w[k+ UO)N+he+p)...[nA+ kot !

on bien. en utilisant la notation abrégée (17) de la premicére partie

(3) wiv k= Pk, k)

En faisant dans I'équation (1) p = k + 1, nous aurons
kst = A+ (k1) 6+ tin psr it k-
En remplacant n par k 4+ 1, nous déduisons que
Upra kit = Uk k
¢est-a-dire
(4) Wi byt = kh+ ko 4 u
En utihsant l'identité
B
nous pouvons écrire la formule (4) sons la lorme
Pt k) r i A

l\,ll) Upsz, el = (k)\ + ko + y‘ 1 '

el nous allons prouver que

(9) Unt1, i1 = (KN + ko + p) If(kj_i:’f_k 11)' ' (k+1 : ) '

En elfet, cette formule est vraie pour n = k 4+ 1, parcequ’elle coincide
avec la formule (4); nous allons supposer qu’elle est vraie pour 'indice
‘n -+ 1, et nous la demontierons pour l'indice n + 2.

Nous aurons d’aprés équation (1)

— T ] Al A
U2 pr = {0+ 1Ak 1) o+ u] wnsr, ka1 + Unar, s

el utilisant les formules 43) et (5), nous pouvons écrire

W, .2 k1 = (KN4 ke 4w

IMHM‘r Pkt ot (AJFI o 11]' - (H'" ) + P (I% k)




¢’est-a-dire

Uy 2 iyl = (l\)\ + ko + |J.)

[(n+1) A (k+1) U+“]P(A+1’A+l)~ (n+1) A+ ko + u] P(k+[’ )
1's
Mais

1) 24 ko w] Py k) = P (T4 H
et
n+ a4+ k+ 1o+ uw(,‘H, i )u P(;’i{ k+1)

de sorte que

n—+ 1 n+1
T k)P A
Wnow ooy = 4+ ke + p) - 17 .

Celle formule élant identique & la formule {5), ou Pon remplace n par
n —+ 1, prouve que la formule (3), est générale.
La formule (5) nous servira mdmrcnant pour démonter qu’en général,

nous avons pour n > k + r

Upig, kir ==
. [2 NI (2 .
O)] (kr+ko+p) P (/ | ,]l+’) C, P (I\,+1,k+‘r=l)+ e Vi P( al ,k’

rlaer

6. Lin faisant n = p dans I’équation (1'), nous avons
Upt+1,p = lp)\ + pPc + .U-) Up. p + Up po1
el comme u, , =0, (p > k), nous aurons
Upt,p = Up p—1 == oo = UWip2 41
¢est & dire, d’apreés la formule (4)
tyan., = kh 4 ko 4 u,
el remplacant p par k -+ r, nous pouvons écrire

) Ukt r41, kdr = x4 ke + W

Utilisons maintenant Uidentité (18) de la premiére parlie, & savoir
k
o= P T k) O R k)

Kt
e 1,;1»(':?1)(?? ok



Nous pouvons alors écrire la formule (7), sous la [orme

(7') u,+,+1 kepr=
"‘“"““‘)P(ﬁf "*’) cr P(ﬁﬂ Feir- 1) SRR

¢t nous démonlrerons qu’en général, nous avons
(6," Ungr, i4r =

(kr+ko: ) P(/J] ,A+r)+( P(k )y ketr- 1) e ¥ (7—1)’C:P(Z+1 , lf)

rler

La formule (7') est vraie quelque soit r, et la formule (6) a été démontrée
pour r =1 et quelque soit n. Pour montrer que que la formule (6) est
générale, nous supposcrons qu’elle est vraie pour l'indice r— s et quel
que soit n, et nous démontrerons qu’elle est aussi vraie pour 'indice r et
quel que soit n.

Puisque la lormule (6) coincide avec la formule (7') pour n =k + r,
nous supposerons la formule (6) vraie pour I'indice n + 1, et nous démon-
trerons que la lormule donnant u,.s ;,,est de la méme forme que la
formule (6)

En effet nous avons

Unizier = (R + 1) A+ (k1) 0+ @] tngr, kgr + Yngr, kgr1

et par suite
Upyappr = (KN 4 ko 4 p) !L(n +1ArA+(k+r)o+ pl

P ittt P (g kbt ot v (g, o)

rle"

P(Z‘_‘_!‘_,k—!—rﬁ-l)—()",_l{?'(Z ' 1,k—|—r—2]+ T+ )l IC: }P‘k+1, k)

(r—1)!to—
c’est a dire
k k
Unt2, lepr= ‘G‘JE’.{:,.JF ELl[( +1r+(k+r)o+u]P (k+1 k + r)
—Cilin+)A+ (k+r—1)o+ y.)P(Z+ ,k+r__1)
S



29

Mais

Pl e+

e DAt kot ] P (g, kb r—1) = Hiik+r"ﬂ

) et ryot ] Py, kit r) =

de sorte que

Unye kpr= (KA + ke 4+ u)
1 1
p Zil,k—}- )_( P(Z+|,k+r—1\]-} (- 1)'(,,P(Zi1,k)

rlo
ce qui prouve que la formule (6) est générale.
7. La formule (6) donne la solution u,; x;, de notre probleéme pour

> k 4+ r. Nous allons examiner maintenant le cas ou n << k -+ r.
Il est d’abord evident & cause des conditions

[

Wiir i r=10 pour r = 1,
que

(8) Ukt s41, kidr — 0

pour s=0, 1,2, ... r—1.

On peut considérer que la formule (6) est valable & partir de n =k,
parceque pour n = k 4 s ot s < r, le second membre de la formule (G) est
nul, d’aprés les identités (20) de la premiére partie, ce qui est en accord
avec les formules (8).

Nous donnerons maintenant une formule pour u, .., pour n <k

Faisons n. = k dans I’équation (1), ce qui nous donnera

U1, p = ('IO\ + P)\ + [J.) Uk, p + Ui p-1

et donnons ensuite & p les valeurs K+ 1, k+ 2, ..., k 4+ r. Lie premier
membre étant nul, nous aurons les équations

A4 (k+1) o4 wugryr +1=0

A+ (k4 2) o + p] wie k2 + k41 =0

[k)‘—i— (k+ )G+ l"‘]u/r,l.+r+ulr,l -r— 1_0
qui nous donnerons

(=1 _ N

r+(k+ Do+ pllA+ k+2) o+ ) ... (ka+ (k+r) o4 u]

Uk, hyr =

on bien
(—1)
(kA ko) [kA(k+Do+u) . .. (kA4 (k+71) o+ 1]

Wi, k+r = (FAko4-p)
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Utilisanl une identité connue, nous pouvons écrire

k /‘I (r
() we pore A+ko+p 1 o Cl . 17)'_"__"(4,“
' rle” {ha+(ktr)o+rp kAt (k+r-Da+p A+ ko+ [J.J
et nous allons démontrer qu’en général, nous avons
ka+ko+p 1 Cl o
(10) [Uk—s ktr === X T ek (-
’ P( . kH') I’( e | P( k ,I\')
ks ks ks

8. Déterminons d’abord w4 4. Pour cela, faisons p==k dans 'équation
(1), ce qui nous donnera
Unyr, = (Nh+ ho + @) w, 4.
En remplacant npar k- -4, k--2, .. .. k-~ s nous aurons les équa-

tions .
we, r =1k~ 1 A+ho+ p, uy .

w1, h =1k A4 ke + p]ui_s

Wiogyt, 1= {k-—3) A4 ko - uj u

et en les multipliant, on obtient

|
Wy s 1 = n -
1)(]f" 1’ k
\I\""-S
on hien
\ . 1
“ 1) Uf—s, k = U\“)\ T ko + W) —*71'
Pk
k-5
Démontrons maintenant la lormule (10) pour r = 1.
Dans I'équation {1') faisons p = k 4 |; nous aurons
(1'2) Upy, kvl = ‘;'”)\ + Tk + I) c + IJ-], Uy, his + Up, &
Pour n =k et r =1, lu formule (9} donne
, k) + ko [ N
13) wg gy — 2ROl L
1!s A+ ih+Noedu A4 ko4 p
Il reste 2 démontrer que
N+ ke + | 1 |

\J/l> ul.'—s, k41— ] —— e
1'e l)(l‘ k , k _+_ l) 1)( k , A_)
- ' s

Jo—- s
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Cette [ormule esl vraie pour s = 0, car elle coincide avec la formule
+13). Il suffit de supposer la [ormule (14) vraie pour I'indice k —- s et de la
démontrer pour I'indice k-—-s - 1. En faisant dans I'équation {12)
n==k--s--1, nous aurons

Hy_g L4l =7 Z”\' s~ DA 4 (ke + 1) ¢+ !J-Vl Up_s—1, k41 + Up—s—1, k-

el par suite

kn+ ke 4+ p 1
L R e
o ik s =D A+ (k4 Do+ g P(A ko k41
—3
| !
ks DA4 (k4 Do+ p( ko g
k- -
— e e — G —_ 1
ks D4 (k+ Do+ yj P( k ; A-)
- -s—1 )]
ket o
1o ithes Dt th+ U)o + ul P(/\ kgt 1)
l s
] Y e e
(ks nb (kb Lot ]l (h—s— )M T kot ],( i ,\_)
_ k4 kot - 1 ,
P Hitke s 0tk ot P ot
. "4_‘3
—_— 'J [
ks 1) n+ ko + ) p( ko k)
i} k—s
-ou bien
h+ b+ o 1 |
Wy o 1, ket — — e S e e o R —
11e P( 1 ’ l.'+1) 1)( I k
e [

«ce qui montre que la formule (14) est générale.

). Nous pouvons démontrer maintenant la formule (10} en général.
Nous savons que celle formule esl vraie pour s = 1, car elle coincide avec
la formule (14). Elle est aussi vraie lorsque s = 0, pour un indice r quel-
conque, car elle coincide dans ce cas avec la formule (9).

Pour démontrer la formule (10) en général, nous supposcrons cette
formule vraie pour I'indice r -— 1 et quelque soit s, nous supposerons encore
la formule (10) vraie pour le couple (k — s, k 4 r) et nous la démontrerons

pour le couple (k-—s—1, k4 r).
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Nous partons de I’équation
Uk 1 k- r = [(k — 8- 1) A + (k + r) g + P-] uk—s—l, kR+r + Up_5-1, ktr—1
qui nous donnera

k)x—}—lxc—l—p. 1

U—s—1, kpr = T )

rle”  \[k—s—1)A+k+r )c—}—p.)P(kk ktr

(8]

r

[(k—s-—— )N+ (k+r)o+ HP(A k+r—1)

o
oty
[(k—s»-—1>x+(k+r‘m+m]P(A’f ,A-)
krt kot u| S . -
I ([T S P ul”(A . 'f+r’)
et
_ - G
[th— s DA+ (k + 7)o + ] Pt k2
.
4. ..
q )t ¢ EE—
(ks — )2+ (k+ ryo + 1) ( k ,k)l
f—-s--1
on bien
KA+ ke+ p 1
Uk a1 k4r= . )T V*A N
rio (k—s— 1) A+ tk-+r)o+ ul (k ,k+.-)-
—-5

C! c 1
e 14 . _
(ks (ko )G+u[ " (k.s»—1>x+(k+r4>c+u] oF ke 1)
k—s

e [1+ % __] 1
(ks A+ (k+rotp|  (k—s—L)A+(k+r—2)0+p p( ko ,,.+,“2}
k—s F
C" re 1
Ay [1+--— - ]———— -
(k—s—1)A+(k+r)o+u (k—s —1) Ako+p l

(1\ k k) [
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c’est a dire

N+ ko + 1
ks 1, ke = o S
rle P( N A r)
kF—s-——1
Ct Cr
- ' (=1

p( ko k4t 1)( k A)

k-—s—1 koos 1)

ce qui prouve que la formule (10) est générale.
10. En résumé, la solution de ’équation de récurrence & deux indices
hH Uni1,p = (Ph+ po 4 @) w,, + uy, 0.
qui satisfait aux conditions
up, =1

up., =0 pour pFh
et

‘

tpo=0 pour n=20, £+ 1, £2, + ...

est donnée par 'une des formules suivantes

(2) Up, fi—r k= 0

pour r=1, 2, ..., k—1 ¢t quel que soit n

Up i1, k+,=w P( n s kir]-Cl P( okelorl- ...-'~(-1[)’('§IP( ok
rler k+1 k+1

pour r > 0 et n >k,

katko+p 1 ) A 8
Up_s, kg r= - - - - RS l" 1 JLAS—— -

o - rlor P( K ke 1)( ki kir 1 P( Kk
\lf-*S 0 ks .

ks

pour r >0 et s > 0.
Rappelons que dans ces formules le Symbole P(4. r) représente le
produit

P, y=(arh+ro4+pu [([e+ 1) a+re+w ... [bh+ro+ 0.
Second probléme

I1. Nous allons maintenant déterminer la solution de I'équation de
récurrence a deux indices

Al = (mh - po o+ A7+ AL
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satisfaisaisant aux conditions
—
Al =1
Al=0 " pour p£ih

el
A0 =10 pour n==0, + 1, 4
Cette solulion sera désignée par V', .
H est évident que
Vn, k—r — 0
pour r==1,2, ..., k- | el quel que soit .

Déterminons mamtenant V, et UV, 0.
Dans Iéquation

N Visr,p=1tnh+pa+u) V, .4 V.o
farsons p == k: nous aurons 'équation
"’,,,}_1_ == nh + ]\'G + [’y |"',,_ Iy

qui nous donnera

‘)
~

Ry Vo= (he -+ @y (n 4+ ke 4w ... (nh 5 ke 4 p),

cest A dive
"2,/1 I'H—‘»I./-' — [)(’l, l\' .
0

Dans Iéquation (1), Taisons p =k 4- 1; nous aurons
"u+|./.-+| = !i’ﬂ\ + (/t' + IJ G+ P«) l"u./.+1 + "u. Iz
el en fasant 1= 0, on (rouve
"'l,l.+1 - "'n, e= 1

Utilisant identité

116= PO k1) pY k),
0 0
nous ])()ll\'()lls é('l‘il‘(‘/

() 0
P,k - -P, k
(3 : (0‘ * ) (0 )




B

Cette formule est vraie pour I'indice n = 0, car elle coincide avec la
formule (3). En supposant la formule (4 vraie pour I'indice n 4 1, nous
allons démontrer qu’elle est valable aussi pour I'indice n + 2. D’aprés
Péquation (1), nous avons

Vn—{-2_.l.-+1 = [(n + '1) A+ (k + 1) o+ P-] V11,+l.l.’+l + Vn,+1,k
et par suite

p(g, K+ 1)—13('3, k)
Vaie ket = [(n+1)A+(k+1)0+p] 1'e ‘ +P(8, k)

[(n4+1)A4(k+1)o+p] p(g, k+1.)—[(n+1))\+kc+ u]P(’S, k)

1!'c

Mais

[(n+ 1) A+ (k+ 1) 6 + g] p(g, k+1_):p(n‘(+)‘1’ ’f+1J

[(n+1) A4 ko + p) P(’O‘,'/\») _ P("?)L ! k\)

de sorte que
p n+1 T (n—{—l )
( 0 k+ 1) p 0 k

Vigo, kg1 =
nhd ket 1o

ce qui prouve que la formule (4) est générale en supposant bien entendu

que n > 0. .
12. Nous pouvons maintenant donner la solution générale de I'équa-
tion (1), pour les valeurs positives de 'indice n. Remarquons d’abord que

VO, k+2 = V1,I\‘+2 =0

ct
V2, k42 — 1
De méme
Vorgs = Viigs = Vo, 143 =10
et
V:} b3 = 1
En général, nous avons
VO, k+r — Vi, fedr = T Vr—l, L4r — 0
et
) Vi ker = 1




ln utilisant 'identité (19) de la premiére partie
" ar:p(rfo“, /\-+,-) e P(”dl, htr 1)+...+(—1)rc; P(’"O‘l, k)

nous pouvons écrire la formule (5) sons la forme.

1)(’*", A-+,~)-(f; 1)(’“ L /.-+r_1)+... -1y Cr P(""O, k)
0 0 1

7 /
Vit LA A R
r.

(5,

¢t nous allons démontrer que V.1 ;4. sera donné par la formule

P(”, ker] 1 P(", kr- 1 +...+(—1)'C;P(" k)
o) o _ 0

(6) :
vn-i—l.l. T T'Ao:_ !

Celle formule a éLé démontrée pour r = 1 et quel que soit n. Pour
I'indice » quelconque, elle est également vraie lorsque n = r-- 1, car elle
coinctde avece la formule (7).

Pour prouver que la formule {6) est générale, il suffit de supposer
qu’clle est vraie pour Pindice n + 1, et de démonlrer que Vi, io 14, sera
donné par la méme formule.

Nous aurons

Vn+2, Ltr = @('l +hx+k+r o+ (-L] Vn+1, fetr + Vn+1, k+r -1
el par suite
0’

Vs e =['n+1)0+ (k+r)o+p]— Tor -
rlc

P ;’, A-+r)_c,l P( 8 k+r 1)+... :-(—1)"6‘;P(” k}

0
+ < -

r—1)Tgr1

ou

16" Vg = 1n+ ) Ak F 1) o+ ] P(g, k + r)

—C [(n+ 1) A+ (h+r—1) o+ p) P(g k + :-—1)
+ .
+ (=) Cr(n+ 1) A+ ke + g P(g, k)



Mais
(n+1) A+ (k+r—s)oc+ ¢l P(g,k-}-r'w) = P(" 3—1, k-l—r—!c)
pour S=0, 1, ..., r; de sorte que

P(ntilk’“r")—c,‘- P(";H, k+r- -——1)+...+(—1)'(‘;p(’“5 b ,‘.)

Vs, g = :
n+2, k4 r ! a"

ve qui prouve que la formule (G) est générale.

13. La formule (G) est valable pour n = (. Nous allons donner main-
tenant une formule pour Va, k 4 r lorsque n est négatif.

Reprenons I'équation

Vn, ltr — [(n - 1) A + (l\ ‘.‘_ r,c _‘_ l-")] V,L_,|, L+r + ‘vu A b r—1
¢t laisons n = 0; nous aurons

Vosgor=[—A+(h4+ri o+ w] V. wtr+ Vo krra

Pour r =0, nous avons V4 o, =1 et V_; ,_; =0, de sorte que
l
Vo— o
~—~A+ ko + p
Pour r=:1, 2, ..., r nous avons

e At kDo + ) Vo i + Vo, =0
—A+ ik + 2o+ Vo g2+ Vo b =0

ortH ket wl Vo s F Vo g =0

d’ot résulte que

a1
! —1\, k4r = ( )

AT koL w A F(ht+ Dot ul At (ktr) oty

Utilisant une identité connue, nous pouvons encore écrire

- ! | ! Cr
(DN -1, kgr-——— _— ! d (- 1) ——H
rle’ | -A+(k+r)o+pn  —A+(k+r- Jo+p —A+ko+p

¢l nous allons prouver qu’en général, nous avons
2

- ~1 r
' | N M

L7-—1—3, htr——""" - | 4
®) rlo’ 1)( - ,k+r) P( Il ,k+r—J) P( 1)
—]—8 —_ "

~l-s
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14. Démontrons d’abord la formule (8) pour r=0 et r=1. Dans
I’équation (1) faisons p == k et n = —1-—s; nous aurons

Vii=[(—"1 -strLke+pul V_,_, .
Iin faisant s = 0, 1, 2, ..., s nous aurons les équations

T=(—2+ho+p V.,

Vo= =24 ko 4w V_u .

Vow= =1 s) A ko + 0} Voo

d’oui résulte par multiplication que

1
" I s h =
[(=--1-—=8) A+ ke + p] ... [ — A+ ko + p)]
cest a dire
1
o) Voican = 1»(——1A
)
Faisons maintenant dans I'équation (1), p=hk+ 1 et n=--2—3s;

nous aurons
M) Vo =[(—2--sir+th+VDo+plV_o o spr + Voo
Nous savons d’aprés la formule (7, que
1 [ 1 L 1
MVel—r+th+1l)o+p —rt+kotp

V 1. he1 =

<t nous voulons démontrer que nous aurons

, 1 1 1
12 Vo=

) L

—1—s —1

Cette formule étant vraie pour s = 0, supposons la vraie pour un
mdice s quelque con et démontrons la aussi pour l'indice s + 1.
Nous aurons d’aprés la formule (10)

V—l—s, k41 V—i—s. k

(—2—s)A+(k+1lot+p (—2—s)A+(k+No+pu

V. 25, k41 =
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Utilisant les formules (9 et (12) nous pouvons écrive

1 !
V—‘.’.—s, k1= _Y_ _ . l, o
e 2t (1ot Te 4 ) 1’( N .A-+1)
= s
- l e .
2 rt ke Dot k)
- & .
- G . i o
[(=2—=s)ht (k1o p ”( L
] 15
ou
1 1
V—2—s. L1 == ' y -
1.61)(—._‘171\‘_*’_1)
S it}

1 L4 G o | )
(=2-—s)A+(k+ l}c—{—p.( (—2 ~.s-))\—}—k6+p.)P( -1 ‘/‘,)
-1 s

B I B .‘ ’ | .
Pl St k) e ket B
—2—s R R i
c’est A dire
: 1 | 1
| A ‘ e
1le P( — s 1,) p[ ", /.-)
S B —2

ce qui prouve que la formule (12} est générale.

15. Nous pouvons démontrer maintenant la formule (8). Nous savons
que cette formule est vraie lorsque r = 1 et quel que soit 3, et nous savons
(que pour un r quelconque elle est encore vraie lorsque s == ), puisqu’elle
coincide avee la formule (7)

Nous supposerons la formule (8) vraie pour les couples + -1- -,
k4+r—1), (——1-—s, k4 r) et nous démontrerons que V' » (4, sera
donné par la méme formule.

En faisant dans Péquation (1), n="- -2--s el p==k +r, nous
aurons

]/—l—“'; htr = L(_ 2-- S) A + k + ’) ¢+ P'jl ‘/'—2— s h4r - "—:.’. sl 1
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et par suile

rle’ fi(—2-—~8Y A+ k4 r) e+ p)] P(» -T——r’ k + "))

C!
+...

2 ot bt netul P k-1

N . (,"7» L3
\ -2—-8\.7\+(k+r)o'+v-)]P(_T_\., kJ
r—-1 !0"—1|[(—2- -SY A+ (k4 r) o+ ] P(»~~T1—s’ k—}—r———1)
('vr—1|

[(-2-=8) A4 (k4 r) o+ P(,_j1_s k+r—2)

+ ¢ bt - - Cr : o
-2 —s)A+ (k+r) o+ gl P( S k)_
c’est a dire

[ [
Ve g hyr=- - -
rle’ {|(—-2-;s‘)x+(/\-+r)x+ 0] P(_Tig, k+r)
C1
A - [ ' [ T A ’%“1 ]
(.("2-—8\7\1‘(’('+r)0'+l-‘-]P( ; sI.lfr»r-r-il) 2 h (eer—t) o
+ ... "

C; re
boy , e, ]
[(—2—8)A+(k+ria - y.)P(("“ k) (—2—s) A+ke+p }

~1-
ou
]' ?'*S,/n’il'z"_l— 1 Tt "i T -
16 |[(—2) M (k)b p(ﬁ? , k+r))
ct

[(—2—s) A (k+r—1) 64 u] P( 113 k—l—rk«i) +...
gy Cr
T -

[(_2_3))\-{—1«7-{:}1)] P(___—is’ kJI



(—2—s)r+ (k+ Do+ p P( i“_s, k+l)=P(_;is,k+l

de

Mais

sorte (ue

rio’| P ) l.~=rJ Py ko 1)

cc qui prouve que la formule (8) est générale.

«l

16. En résumé, la solution de I'équation.

. 1 | ! '
Vo 2—s, k4+r=— " -

Vn +1,p = (n)‘ + po + lJ') Vu, P + ‘/n. p--1 -

Salisfaisant aux conditions

, 4
! 0, k= 1

Vo.p =0 pour

Vi.o=0  pour

st donnée par 'une des [ormules suivantes

pFk
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n=20, +1, +2,...

Vn,k—r =0
pourr = 1,2 ... k- -1 el quel quesoil n,
n PR L U C el
) P (O,k—i—r) 2y (0, e+ 1]+ ) C,.P(O,l.)
At kdr= T - - " il - — -
pour n > 0, et
. 1 ) . Cr
Vil b= —|— - ! ()

o’ p( E ,k‘,r) 1)( ,ktr—»'l)
8 LS

lorsque le premier indice est négatil.

1) Ap 1= (mx + ps ) AL+ AL
Satisfaisant aux condilions
A0 =1
(2) Ay =0 pour p ==

Troisiéme probléme

17. 11 s’agit de déterminer la solution de I'équation

40 __ .
AL 0 pour  n ==
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Il est [acile de voir que pour des valeurs négatils de n, nous avons

Al = 0. (n < 0)

Pour déterminer Af lorsque n est positif, nous remarquerons qu'é
cause des conditions (2), nous avons
11} = l
et
A=0 powr p=2 3, ...
En posant donc
p p
An ::Iﬁzl

nous aurons
Bl = 1|

B =0 pour pz£i
et
BY==0 pouwr n=0,1,2
D’autre part, puisque -1}, salisfait & ’équation {1), B satisfaira a équa-
tion
Bl = [nA+ po+ (u+ Nj Bh+ Bi'
il résulte que B, sera donné par la formule (6) du probléme précédent,
ou I'on remplacera w par u -+ A et ot 'on faira k = 1.
Nous avons donc
-1 — _ —
Pl(n ’p) o P'(n 0 Ly ")*‘ A I & P’(n 0 1»1)

B 0

(p-—1)lop=1

N l, LR s , [ . n_i
ou Paccent signilie qu’on a remplacé p dans Pexpression P ,r | par

0
w A

Nous avons done

I .n-——1 . L n N o , n---1
P( 0 p) ("I"'p( 0 =P"'])+"-+'«"’1)“"“CL—:P( 0 ")

Ar

n41T T

(p--1)lar=!

et en observant que

il résultera que

P( ’]' p)--(,',', . JJ(T, ])«--1.)-}—. (e P(’l’,1)

@

P -
n+1 —
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Quatriéme probléme

18. 1l s’agit de déterminer la solution de I’équation

(1) AD = (nh+ po + p) AL 4 AL
Sachant que p
Ag=1
(2) Ab=0 pour p=A1, 2,

Ap=0 pour n= 41, +2,

Il est évident & cause des données (2), que pour n positil, nous avons

Al =0 (n >0

quel que soit p.
Nous détermincrons maintenant, la solution de I'équation {1}, pour
n 0.
Pour n = 0, I’équation {1) montre que
(po 4+ w) A5+ AF' =0,

d’ou résulte que

Ab= __1
s
T S
(6+ w26+ u)
ct en général
A = - (“'~1)

6+ w) 264+ ) ... (ps+ p)

En utilisant une identité connue, nous pouvons écrire

(3) AP = —1 [ ' ,C'l‘ _',,,,,,_}__"%_(;_]')p—1{,;_'[,;,*;
(p—1)ler—I|po+p (p+1)o+u o+l
ct nous allons démontrer qu’en général
%) EL :( 1—1 - --v L 4_(’_'1’_—' (-1 1 i",l,,i
P ) ) A
C\-n —n 0




19. Calculons d’abord directement A_'_,, et A%, .
En faisant p = 1 dans I’équation (1), nous aurons

Ariy= (nh+ 6 + p) AL

<t en donnant & n les valeurs -1, -— 2, ... nous déduirons

-1

K L— e

) P( 0 ,1)
—n

Faisons mamtenant p =<2, dans 'équation {1}, nous aurons

6 A2 = inh + 26 + w) A2+ AL
<t nous voulons démontrer que
) L f;.l_ L S
(7) 116 1)( 0 '2J /)( 0 '1)
I N —-n

Cette Jormule est vraie pour n = 0, car clle coincide avec la formule

(3} qui correspond a p = 2.

Supposons la formule (7' vraie pour I'indice — n et démontrons que
A7 w—1 sera donné par Ja méme formule.
En remplacant dans la formule (6), n par - -n--1, nous aurons
= A2 p) AR, AL
ot résulte que
2 - |
.'1:,,,,.] = T'— —— e 1 O _—
i 1) A+ 20 + )] p( , 2)
N i --n
1 a a 7
it DA+ 2o+ H]P( o 1) ;-(n+1>x+2c+u]P( o . 1)
S -—-n—1

I I | 1 ('l'__v( c \ 1 ]

1o ,)( 0 -))4{—[:n+1))\r269-[.1. nr]))ﬁowp.’P(O 1)
n )]

¢ qui prouve que la formule (7) est générale.
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20. Nous pouvons démontrer maintenant la formule (4] pour toutes
les valeurs de n et de p. Cette formule est vraie pour p = 2 et quel que
soit n; elle est aussi vraie pour n = 0 et quel que soit p.

Supposons donc que la formule (4) a été démontrée pour I'indice p -— 1
et quel que soit n. Supposons qu’elle a été aussi démontrée pour le couple
{~— n, p) et démontrons la pour le couple (—n —1, p)

La formule

A, =[-(n+ DA+ po+ plAP,y + AN,

nous donnera

Ap_"_1= -1 1 — I7 1
(Pf1)lo'!’" [~(ni1)A+pai p.]P(__On, p) [~(n+1)A+po+u]P| On )
B Crli l

it atpet A0
1 1
+ | _ |
—_ 9) lgp—2 :
(p—2)lor [— 4+ D)X+ po+ p] P(_n(i_ , p—A_J
Ci
Tt
ot (—1) P
(n + )7\+PG+H]P( . ,1)
ou,
AZ,,__" = —1 1
(p — 1) lor™! 0
(p—1)!le __m+”l+pm+MPme)
N e[ et
—ntrtporwp 0, pt)t UMb
e
+(—1)r1 it p—Nos )

0 P+ (n+ 1A+ 6+
—n
(— (n+ 1) A+ pr + g p(_‘n, 1) J a
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C’est & dire

A, = ! Ch Cpd l

(p—1) lor 0 0
Plinaop) P, - P

ce qui prouve que la formule (4) est générale.

Cinquiéme probléme

21. Il s’agit de déterminer la solution de I’équation

(1) Al = (nx+ po + ) AL+ AF
Sachant que
AP =1 (k£ 0)
Af=0 pour p=1,2 ...

el
A9 = 0,

pour toutes les valeurs entiéres de n, positives on négatives différentes.
de K.

On va distinguer deux cas suivanl que le nombre K est positif on
négatif.

Supposons d’abord & > 0. Il est évident que

Af: = 0,

lorsque n <k et quel que soit p.
En pasant

Al = B!

on peut écrire les conditions du probléme sous le forme
B} =1
BO=0 pour r=1,2, ...
BE=0 pour p=1,2, ...

ID’autre part, BY satisfait a4 'équation
Bloy=[+ po+ (p+ kB 4 B!
qui est analogue & I'équation (1).

La détermination de B a été faite dans le troisiéme probléme. Nous
aurons d’aprés la formule (3)

P'({? ,,]— i (] ”“1)+ e P( 'l)
B i 1

p—1) lgr!



-1
~1

o0 Paccent signilie que 'on remplace dans le produit
1’((;, _r\) =(ar+re+uw ... (A4 ro 4 w.

le paramétre p par @+ kA

T - r
P (1 ,p) = P(A_+1,p),

P(/ 1’P) Ch }{A na 1)+'~+("1)" e P (kri 1)
T nret

Nous avons

de sorte que

2)

22. Supposons maintenant k << 0. En mettant en évidence le signe de
k., nous pouvons écrire les conditions du probléme sous la forme

Ay=1
AP, =0 (p=1.2 ...
Ay =0 (ns-k

Il est lacile de voir que
‘12 - O)

pour n > — k et quel que soit p.
[En particulier nous avons

$ s :O’

—h s

pour s =1, 2, ...
Il résulte quc si nous posons

s S
A—I-+r == Cr ’
nous aurons
0
Co = 1.
Ci=0 pour s=1,2, ...

et
C'=0 pour r= 41, +2, ...

D’autre part C; satisfait a I’équation
Crvi=1[rn+ s6 + (u— M cCy + ct

analogue 4 l'équation (1).



La détermination de C; a fail I'objet du quatriéme probléme. Nous
aurons d’aprés la formule (4),
_ —1 1 C, Ci
L 1 v R e L e i e
' P'( ,s) P’( ,s-—-»1) P’( 0 ,1)
e

—r

—r
oit accent signific que dans le produil
P(b, rJ =(ah+re+p ... (a4 ro+ y)
a

on remplace p par p--- kA,
En remarquant que

PI( O , S): P( - ‘/(' ) .“)’
o Cr—k

. — 1 1 Co

@ AT T e | ok 1 A~k
) 3] e /
P(v,-rk’*) 1(_,_%,3 1) /)Lr_k,lj

nous aurons

Stziéme probléme
24. 1l s’agit de déterminer la solution de I'équation
(1) Al = (nh 4+ po + w AL+ AT

Sachant que

Il

AN =1 k=0
AP =0 pour p=1_2, ...

et
Al=0 pour n=£kh

Nous distinguons comme dans le probléme précédent deux cas suivanl
que nous avons k >0, on & < 0.
Supposons d’abord k > ().
Dans ce cas nous avons
AL =0,
pour n << I et quel que soil p.
D’autre parl nous remarquons que les condilions du probléme mon-

trent quce

A) = 1.

Al=0 pour p=1,2, ..
el

Apy, =0 pour r= -1, 42,

de sorle que Al,,, | sera donné parla formule {2) du cinquiéme problémc.



Supposons maintenant k << 0,
Dans ce cas
Ah =0,

pour n >k et quel que soil p.
En remarquant que

A%, =1

0 -
A =0, pour s = 1.2,
el

.'l:,‘,; y=0 pour r=+1, +2 ..

.

’ . N ’ " L) M MY
nous déduisons que 17, , sera donné par la formule (3) du cinquiéme:
probléme.

L CAS PART CULIER: I’EQUATION
Oy = ipa + w) O+ O

25. Les résullals précédents se simplifient dans le cas ot & == 0. ¢ est
a dire dans le cas de I'équation de récurrence & deux indices

(1) her == (po + ) On + QL

Cela est da au [ail que le produil I’((/, r) qut entre conslamment dans.

Loutes les résultats se réduit lorsque A == 0 & la puissance {ro + w)t » 1,
a ,ot +r - : ) ’
Lin désignant par Q;1, ., la solution du premier probléme pour I'équa-
tion (1), nous avons la formule unique

ko +

& [(kirswu]" CMksr o cw) e 0 Cr (ke "

r !

2] Qs =
rle

ou n peul prendre toutes les valeurs entiéres positives on négatives ct
ou r > (),
A ,ot lier r . N
De méme en désignant par ', la solution du second probleme pour

I'équation (1), nous avons la formule unigue

@[ = Lleno wl Oy Norul e ) Cltho

rle”

ou n prend des valeurs positives ou négatives et s ou r > 0.
On peut donner des formules analogues pour les autres problémes
(I11 & VI) relatives 4 'équation (1) mais nous n’insistons pas.
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26. Dans le cas particulier de I’équation de Maurice d’Ocagne.

(4) Rl =p R+ R

on peut donner les solutions des six problémes traités plus haut, en faisant
dans les formules générales A=0, p =0 et 6 = 1.

a4

o o+ k4
Par exemple, en désignant par R, n.; et R,
tnier ct du second probléme, nous avons

" les solutions du pre-

G) | B = kA = C k1 1Y R
r.
el
\ NS 1 n n r r yn
() | R Lk Ch kb r— 1) o (1) G K
r.

ou n prend des valeurs entiéres positives on négatives.



