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SUR UNE ÉQUATION  DE RÉCU RREN CE À D E U X  IND ICES

PA R

1). V. IONESCO

M aur ice  d ’O cagne  a étudié dans un Mémoire de VAmerican 

Jo u rna l1) les nombres A’£, définis par la relation de récurrence à deux 

indices

n ) K i ^ p K ' ; „  , + a;;,:1

où les indices m et p sont des nombres entiers positifs, et par les condi- 

t ions

(2) K l  =  i , a-;;; =  i

pour m =  1, 2, . . .

On a démontré que l ’expression de À’„ est

(3) K P =  P"l— CP (p — 1 +  c r (p— 2)"' - - ••/  +  (•• - 1 )" 1 c n~' I
p  !

ol on a fait plusieurs applications de ces nombres à l ’analyse.

M a u r i c e  d ’Oeagne a considéré aussi l’cquation

(4) A',', (a) =  (p +  a - 1) K 1’, , (a; 4  A,',', J (a) 

où a est un paramètre quelconque, avec les conditions

l'O  * « ( * )  =  , A‘“ (x )=  I

Il a remarqué aussi une liaison entre ces nombres A(', (ai el les nombres

AS, ■

L ’équation (4) et les conditions (4') se présenhut comme une o-érera- 

lisation de l’équation (1) et des conditions (2), qu’on oblienl pour a =  I.

') Sur une classe de nombres remarquables, Tome IX , 1887, p. 35.'!.
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Dans ce travail, nous allons dans la première partie généraliser 

l’pquation (1), et dans la seconde partie nous allons traiter quelques pro- 

plèmes généraux sur cette équation.

I. G É N É R A L I S A T I O N  l ) l î  L ’É Q U A T I O N  (1)

1. Considérons une fonction quelconque Y  (x) et posons

(5) y , =  ._.(*»+*+!* Y)
dx

où X et [jl sont deux constantes quelconques.

Posons ensuite

(t>) y ( =  —  ( * > + *  y , _ , )

dx

pour i ^  2.

En faisant les premiers calculs, nous aurons

Y l =  al+v- [(X +  |X +  1) y  + X y ' ]

y 2 =  x^+y- [(X +  |i +  I  l (2X +  (X +  1 ) y  +  (3X +  2|X +  3) X  Y' +  x' y " j  

En général, nous aurons

(7) y (l_ , =  .ri»-')A+l*[yli Y + A 'ix Y '+ A an x2Y "+ . .^-A ^xn~l y ^ - 1»]

où les An sont des coefficients à déterminer.

En écrivant que

y« =  ~ [ x ^ r n_ o,
ax

c’csl-à- dire

y „  =  —  [,1,',. y  +  A l xnU >l+2 Y '+  . . . +  An xnX+fi+n y (n - , ) ]

dx

nous aurons

y  _ I (rcX + (x +  1) A-l y +  [(nk +  n +  2) À l +  .A"] xY 1 + . . . (

I + [(«X +  p +  n) A l  +  A T 1] >7(re‘"1) +  X  xnY w  I 

En identifiant cette expression avec

y „  =  .r ,lA+ ti [A \ + l Y  +  .4 *  + l x  Y ’ +  . . .  +  .1-" y (,l)]

on trouve la relation de récurrence

18 A'n ,\ — (nX +  (X +  p) A'h +  A^

à laquelle satisfonl les coefficients A^, pour 2 p ^  n .  et les relations. 

A n + 1 =  (/fX -j- io. + 1) A 1,, , Al%\ =  A'n



'Jenant compte que

.1', =  X -f (A -f l ? A 'i =-- I,

il résulte que

A „ +) — IX —(- [j. —(- 1 ) (2X +  (i +  I ). . . i tik +  (x -(- 1 )

C'est l’écjuî»lion (8 1 , qui fera l’objet de noire travail: elle généralise 

l’équation ( 1 ).

Nous allons d’abord déterminer les coefficients .1J' en fonction de À 

et de n, satisfaisant à l’équation (8 ) et aux conditions (9:.

2. Les coefficients A'^ étant indépendants île la fonction Y’, nous 

allons choisir la fonction auxiliaire

Y =  (1 - x)>‘ 1

Nous aurons d ’après la formule (7)

v „ . ,  =  .r)"-1 — (p. .. 1) À i *  |i - * ) " '2 + . . .

+ (--- l ) p_1 (p —  1) (/>• -2) . . .  [p ■ n + 1 ) A„ xn 1 (I - - x f '  *j 

lorsque n <  p, et

y,.-.i =  xin~')X+tl\A'„ il - a-)" ' - [P -  1) A l x (1 -  x)p~2 +  . . .

+  ( - 1  .)""' ■/' I) 2) . . .  1. An x!‘ 'j

lorsque n p.

Il résulte de ces formules que

(io) y H_, (i ’ ■--= o,

si n <  p, et

(10) Y„_, (1) =  (-- 1)" 1 (p- 1)! A 1’

si n p.

D ’autre part, nous pouvons déterminer directement les fondions 

Y (nxl , .  Nous avons

Y  =  i - C j , _ ,  x + c ; _ ,  * * . . . +  ( - i r 1 c;-:\

et en appliquant les formules (5) et (6 ), nous aurons

Y\= xX+ţl [(X +  n +  1) —  (X + (x +  2) x + (X +  y. +  3) 6 ^ .- 1 * 2 — . • -

+ ( - 1 ) " " 1 (x +  p) c;,~\ a?-1]

Y 2=  [(X+ ( i+ l)  (2X + (i-|-l)--(X+[i +  2)-(2X+ jx+ 2) C),_\x-{-...

+  ( W  ' (^ + ^ +  p) (-^ +!-'• +  /’) ^ - 1  d ' J]



En posanl 

(11) 9 ,,-. i (A'i ----- ■ X -pu.-}-- /ii i 2 X y. k) ' i a( I ' X pL Â‘]

nous aurons en général

Y,,.., (.T! = L<P« —i O  .i " "  (  n - i  9 "  i (2] -i' “r  (  p i  'pu i ( ^ )  -i'" - - ■ •

, » \f> - I /•*!> 1 / ;
-- i 1) i <p„ i (pi .t

cL par suite

(12) 1 „ | (1) =  <p„ i ( l ) ---6r _ i  <p„_i (2; -(- Cj; i 9„_ i (3) 

+ ( - i ) p- 1 (pl 

En idenlilianl les formules (10) cl ;I2 '. nous déduisons ([lie

(13: 9» i i l '  ^-/i-i 9» —i -1 9'i— i ('̂ .)_ ••• + ( L>" 'Cp\ 9" ' , » = 0

lie il <  p. e!

,.i« 9n i iP) -i(P ' 1
* * n---- -----

-  ̂ 1 9« - l ' P “ ...-(■-1'" ' r 1' ! icp,, ,(1)

IP- 1)1

lorsque n  p.

Nous avons ainsi déterminé les coefficients .II'. Itcmarquons que la 

l’ormule (14) généralise la formule (3‘, donnée par M aurice  d ’O caone. 

On obtient en effet l ’équation de récurrence (1), les conditions (2) ainsi 

que la formule (3), en ferisant X =  [i. =  0. dans l ’équation de récurrence

(8), dans les conditions (9) et dans la formule (14).

Nous allons maintenant déduire des formules (13) et (14) cerlaines 

identités, dont nous aurons besoin dans la seconde partie de ce travail.

3. En faisant dans la formule (14) p =  n, et en échangeant ensuite 

n en n 1. nom aurons l’identité

qui se ramène au fond à l'identité bien connue

1 / i ■ /'"’l i / » I \11 t 1 H ’ H
n \ =  [n - f i :  - -  t „ ti -j- ( „ \n —  I ) —  . . . -j- [--■ 1 ! l .
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Dans la formule (15), remplaçons X et (i. par —  el, — et léfluisons
<7 <7

■■■suite au même dénominateur; nous aurons

(•!(») : X +  (h  +  1) g  +  [i.] [2X +  {ri +  I j g  +  |x]

. . . TlX “f- (71 1 ) G -J- pi] - (  n i X 11G -|- [XJ [2X -)- flG [x]

. . . i/iX  +  n e  +  |x! +  (- -1 )" r "  (X -f- c t+  (x) (2X-|-(t+  (J-j

. . . («X  +  g  +  |Xj.

Ivn introduisant la notation abrégée

el en remplaçant dans la formule (l(ij ;x par ix -j- (A- ■ — I ) a + AX, A étant, 

mi entier, nous aurons l ’identité

(18)

+ « I +

a]

De même en remplaçant dans la formule (1 6 )  (X par [X ■ - X -f- (k —  1) o, 

A étant un entier, nous aurons l ’identité

m

i ' ( S  , « + * ) - ■ ,n  + k- I +

+ ( - 1)» c :  p  , k

Dans l’identité (13) augmentons d ’une unité les entiers n et p et rem­

plaçons ensuite ces entiers par s et nous aurons

;X -(-/■-)- .1 [x) (2X +»■-)- 1 + [x) . . .  uvX — >' + I -(- (x)

- ■ C’}. (X +  r  + [x) (2X -r r +  ix) . . .  i«X + r +  (x) + ■ • •

-f (—  I V  Crr (X +  i  + [a) (2X + I + ix) • • • (*>■ +  I + W =  0.

X ix
Remplaçons maintenant X el [x par el nous aurons

G G

X \v 1) g  -j- |x] [2X —|— (/’ —1— 'I ) cr —[— jxj . . .  :_.s'X -p- r 1 i g  -}- jxjj

(  (X VG -j- [X) ~T~ l'G  ■"}“ [X) . . . (ăX -[" l'G  [X.1 . . .

-j- (- - l ) r Cr (X + g  +  (x) (2X + g  -\- a' . . .  s a  — g  -j- [xi =  0.



Si nous remplaçons enfin dans cette formule fi par jx —)— A-X —(- (k —  I) a. 

k étant un entier, et si nous utilisons la notation (17), nous pouvons écrire 

l’identité

(20)
*+1 p (k-\-s

À-+1 ,k +  r - 1 ] + ...

valable pour s <  r.

Dans la suite nous utiliserons les identités (18), (19) et (20).

II. QUELQi;KS PROBLÈMES SUR L ’ÉQUATION I>K RÉCURRIÎNCIÎ 

À DIU X  INDICIiS

A%+1 — (nX po -f- ji.) A1’, + vtjî

En introduisant un nouveau paramètre es, nous généraliserons 

encore l'équation (8), en considérant l’équation de récurrence à deux 

indices

(1)

Pour a =  I, cette équation se réduit à l’équaLion (8) de la première 

partie. Dans l’équation (1), X, cr et fi. sont des constantes données.

Nous traiterons deux problèmes généraux sur cette équation.

a) Déterminer la solution de Véquation (1), connaissant les valeurs de 

A',', pour les indices (n, o), (p, p) où p =  1, 2, . . .  et n =  0. ± 1 , ± 2 , . . .

b) Déterminer la solution de Véquation (1), connaissant les valeurs de 

A',', pour les inâices [n, o), (o, p) où p =  1, 2, . . .  et n =  0, i l ,  ± 2 , . . .

Pour cela, étant donné le caractère linéaire de l’équation (1), il suffira 

de résondre les problèmes élémentaires suivants.

Premier problème. Déterminer la solution de l’équation (1), sachant que

A k =  1

et

A? =  Q

A?. =  0 pour n =  0, ±  1, i  2. . . .  

Second, problème. Déterminer la solution de l ’équation (1), sachant que

et

^  =  1 

A po =  0

=  0

pour p k.

pour n =  0, ± 1, ± 2 , . . .
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Troisième probleme. Déterminer la solution do l'équation (l), sachanl

que

10 =  1* *0 l -

=  0 pour p =  1 ,2 . . . .

et

=  0 pour n =•■ ± I? i  2, . . .

Quatrième problème. Déterminer la solution de l’équation ’(1), sachant 

que

xg =  i

AÇ, — 0 pour p - 1 ,2 . . . .

et

An =  0 pour n =  i  1, ± 2 , . . .

Cinquème problème. Déterminer la solution de l’équation (1), sachant

que

A% =  1 pour k ^  0

A% =  0 pour n şz£ k, 

k étant un nombre entier positif ou négatif, et

A q =  0 pour p — 0, 1 ,2 , . . .  

Sixième problème. Déterminer la solution de l’équation (1), sachant que

.4JÎJ =  1 pour k =f= 0

An =  0 pour n ^ £ k ,  

k étant un nombre entier positif ou négatif, et

A'p =  0 pour p =  0, 1, 2, . . .

Premier problème 

5. Nous allons déterminer la solution de l’équation

(1) A Pn + \ =  («X +  pa +  [l) An +  A n 

satisfaisant aux conditions suivantes

A i =  i

A pp =  0 pour p p  k
et

A° =  0 pour n =  0, ± 1, ± 2, . . .

Pour simplifier l’écriture, nous désignerons cette solution par un, p-

Il est évident que si p <  k, nous avons

(2) uni p =  0, 

quelque soit n.



Dans l ’équation

(!') “n+i. i, =  {na + pa + (i) wn, P + ;>-i

faisons p =  k nous aurons

u n +1. h — ( n X  +  A<7 +  (i) U„ k 

cl tenant compte que it* k =  1, il résulte que

( 3 )  w „ + t .  k =  ( fr X  +  A-er +  (i)  [(/c +  1 )  X  +  À-«j +  (i)  . . . [ « X  +  ka +  (x] 

on bien, en utilisant la notation abrépée (17) de la première partie

r>ii

(3') n L
A ’ k

En faisant dans l’équalion (1') p =  A -|- 1, nous aurons 

un-t i.* f i =  + {k + 1) a + (i (t„, *+i "n, k ■

En remplaçant, n par A-)- I, nous déduisons que

»*+■.!. ft-H =  M*+i. k
c’est-à-dire

(4) W/,-; 2. a + i =  kX + ka + a

En utilisant, l’idenlité

nous pouvons écrire la formule (Vi sons la forme

l 1 ) /, + ! — [kA + Aff + \L) - -----  ■ - — - -
1 ! a

el. nous allons prouver que

^  ^  ffr+l ’ *+1) -
(o) w»+i. /. +1 — (AX +  ka +  ( i l----------  -r------------  ■

i ; a

En effet, celte formule est vraie pour n =  A + 1, parcequ’elle coïncide 

avec la formule (V) ; nous allons supposer qu’elle est vraie pour l’indice 

ii -f- 1, et nous la demontierons pour l’indice n 2.

.Nous aurons d ’après l’équation (1/)

U/1+2, /. +1 =  \[n +  1) X +  +  1) +  fi] M/1 + 1, A-+1 +  un +1,/.

cl utilisant les formules ^3) et (ô), nous pouvons écrire

; 2, /,-+i =  (AX + ka -\- [Lj

l'H-1 : ?.+ .*•+ I o + r i  +  I ' ( t + 1 ' *)



c’est-à-dire

un i-a,/. n  =  “I- + (a) 

l i^  +  l )  (^~ H ) CT+!J-] P  (/i_ [-l > ^ + l )  —  [(” +  1) ^ +  +  |x] P  (a-|_1 >

1 ! <7

Mais

[(« +  1) X +  Acr +  [j.] , A-) =  P  , /«■]

CL

! (n +  I ) X +  A- +  1 ) a +  a] P   ̂ , A-f- : j  — /J | ,j , k -\-1 j 

de sorte que

nn -■■ /, m — lA'X —(— A'er —(— {x ) - ^ I -

(lelLe formule étant identique à la formule (fj), ou l’on remplace n par 

n -r 1, prouve que la formule (5), est générale.

La formule (5) nous servira maintenant pour démonter qu’en général, 

nous avons pour n A -)- r

■>/

(t n H-]. U 1 -r

M (AX+Act+[x) P  (/t j. I ; A '+ rj-CP  |̂ .+1 j k+r- l|+ . . + i- i / r ; : p ( " +.( ,A)

r ! ar

H. En faisanI n =  p dans l'équation (J/), nous avons

Up + l,p =  ( +  Pa +  W U!'- I’ ~t“ up• r i 

cl comme k(, „ =  0. (P >  A), nous aurons

M'iJ-rl'P ~ " 1 — * * * — Â + 2,,/. +1 •

c’esl à dire, d ’nijros la formule (/h

.// =  + Act + [x,

cl remplaçant p par A -)- r, nous pouvons écrire

(7) uh+r+i ! h+r= +  ka + ţj.

I tilisons maintenant l’idenlité (ISj de la première partie, à savon 

/ < ( * + % *  +  ! . . . r ' r p [ l  +  [ , k + r-- l ) + . . .

+ I- -1 )'< ■;: p  g + r , * ) .



Nous pouvons alors écrire la formule (7), sous la forme

(7 ; wA + r+l,/r+r~

(/fX+/rff+(i.) P  , /c+rj - C\ P  ( j £ r , k+r-l ) + . . . + (- 1 ) 'Crr P  ( J "  , *)

r ! ar

cl nous démontrerons qu’on général, nous avons

(6,' "n+i ,/,+r =

( f r X + f a r .  IA) P  ( ; ; + J  ,  * + r )  +  Cl P  ( 2 + 1  ,  f t + r - l )  4 . .  .  +  [ - \ ) 'C T P  ( £ + 1  ,  * )

r ! a'

La formule (7'j est vraie quelque soit r, et la formule (6) a été démontrée 

pour r =  1 et quelque soit n. Pour montrer que que la formule (6) est 

générale, nous supposerons qu’elle est vraie pour l ’indice r —  s et quel 

que soit n, et nous démontrerons qu’elle est aussi vraie pour l ’indice r et 

quel que soit n.

Puisque la formule. (6) coincide avec la formule (7') pour n =  k r, 

nous supposerons la formule (6) vraie pour l ’indice n + 1, et nous démon­

trerons que la formule donnant un+2: ;,+r est de la même forme que la 

formule (6).

En effet nous avons

u n + 2,l< + r =  [(« +  1) X +  +  r) CT +  fl] tl„+i , i +r + Un + i ,  fc + r- i  

et par suite

"n.+2,/,+.- =  (A'X -f- ka (j.) |[(re -|- 1) X + (A: -)- r)a + [il

r>8

(r —  1) ! Gr~‘

<-est. à dire

un+2 , i '+ r= ---- -------- ![(« + 1) X + (k +  r) a +  [x] P  [” , k + r
r ! or | 1

-  C\ {(n + 1) X +  (k + r -  1) a +  fi) P  ( j +  , k +  r -  l)

+ .........................................................................................

+ ( -  1)' C'r [{n + 1) X + ka +  ^  P  ("+1 , /r}
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Mais

[ ( n  +  1 )  X  +  (A- -j- r) a  +  jx] P  |/f  _ j _ j  , A’ +  r) =  P  ^  ,  A- +  r j  

j ( «  +  1 )  X  +  (A  +  r  —  1 ) <r +  [x] P  * + r - l ) = P ^ + J ,  A + r  -  l )

do sorte que

m »i + 2. k + r =  (A"X +  Act +  jjl)

oo qui prouve que la formule (6) est générale.

7. La formule (6) donne la solution m„+i. k+r de notre problème pour 

n ^  k +  r. Nous allons examiner maintenant le cas ou n <  A + r.

Il est d’abord evident à cause dos conditions

u k + r, A r =  0  p o u r  )• 1 .  2 .  . . .

q ue

( 8 )

pour s =  0, 1, 2, . . ., r —  \.

On peut considérer que la formule (6) est valable à partir de n =  k. 

pareeque pour n —■ k + s où s <  r, le second membre de la formule (6) est 

nul, d’après les identités (20) de la première partie, ce qui est en accord 

avec les formules (8).

Nous donnerons maintenant une formule pour u„t ;,.+I. pour n k. 

Faisons n. =  k dans l’équation (!'), ce qui nous donnera

u k+ 1, p =  +  P^- +  (A) u k, p +  p - 1  

et donnons ensuite à p les valeurs /c —|— 1, A: —(— 2, . . ., k -f- r. Le premier 

membre étant nul, nous aurons les équations

[AX + (k +  1.) <r +  [J-] u/t, (t+i +  l  =  0 

[AX + [k + 2) a +  fi] ui,ji + 2 +  it/f;ft+i =  0

[AX +  (k +  r) a +  |x] u/,t /,.+r +  U/,t /,_r_ i =  0, 

qui nous donnerons

= __________________________ ( - l ) r__________________________
k’ h+r [AX + (A- +  1) a +  jx] [AX +  (A- +  2) a+  (x) . . .  [AX +  (A +  r) o+  jx] 

on bien

(—  1)'
u k, k+r — (A'X+ A(T+ (x ) --------------------------------------------; 

(AX+Acr+fx) [AX+(A+ l.)(T +  |x) . . . [A:X + (A+r) ff +  [x]

w /» + s + l ,  k + r ~ 0
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Utilisant une identité connue, nous pouvons écrire

(9) —
AX+Aa+[x 1 Cl

AX+(A AX+(A+r- 1 )er+ (x
1 /-- C' f

A'X + ka+ [i |

et nous allons démontrer qu’en général, nous avons

(10)
Uti v, l. +i

AX+A<r+[x

r . a'
P\ n . À-ff

k .s

8. Déterminons d’abord K/, s> Pour cela, faisons p=-Adans l’cqinilion 

( 1”), ce qui nous donnera

U« + 1 ./, =  (»k + ka + |x) u„ /,.

En remplaçant n par A* • • - 1, k - - 2, . . . .  A - ,v. nous aurons les équa­

tions
uk, /. =  [(/»'■“ I.) À -)- ka -f- [i.j

u li~ 1, A =  ! (/»- - > À +  Aff -f- [i] W/,-2. /,

W/r-ï+l, /. — MA-«) X -|- A(J + (ij U/,...S( /,.

et en les multipliant, on obtient

"•/.*. /. ==

VJI /f 1, A
k- - s

bien

i i i )

Démontrons main tenant la formule (1.0) pour /• =  1.

Dans l’équation (1') faisons p =  k I ; nous aurons

i. l - j  u " + l ,  A-+1 =  \n ~k —j— ! A' —j— I ) G  - )— [i.1 - J -  (< „ . /(

Pour il =  A el r =  1, la formule (!)) donne

1 !<t

Il reste à démontrer que

AX + ka -f y.

1 I

A’X i k -(- 1 j a -|- jj. A'X -(- ka [x

I ! a
P\ , k + I 

A- s Z A
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Celte formule esl vraie pour *• =  0, car elle coincide avec la formule 

; 13). Il suffit de supposer la formule (1 A) vraie pour l’indice k —- s et, de la 

démontrer pour l’indice k — s I. En faisant dans l'équation (12) 

n =  k - .* - - I , nous aurons

"•A— *. A + l == {[!' * -X + ( k  + 1) CS + (X| + M A - s- 1 , A-

■cl par suite

■ ce qui montre que la formule (14) est générale.

!). Nous pouvons démontrer maintenant la formule (Ut) en général. 

Nous savons que cette formule esl vraie pour s =  1, car elle coincide avec 

la formule (Ki). Elle est aussi vraie lorsque s =  0, pour un indice r quel­

conque, car elle coincide dans ce cas avec la formule (9|.

Pour démontrer la formule (10) en général, nous supposerons cette 

formule vraie pour l’indice /• —  I et quelque soit x, nous supposerons encore 

la formule (10) vraie pour le couple (k —  s, k -)- /■) et nous la démontrerons 

pour le couple (k —  s —  1, A’ -)— r).

11 !. s - l .  A i l

r (k -s -- 1 ï X + (k + 1) a + [il p ( k . k + l )

\(k .S 1 ) X + (A- +  I ) -7 + [Il p{ k , k\
\k- s )

G

! ( A1 —  s 1 ) X -(- ( A’ -|- 1) g -)- [i j p f  k , k

AX * kn [i, 

I ! a
| <k~s I ) X +  (A-+ 1) o + k , A- + 1

\k - s

\{k- ~ s —  i j x -j~ (/

A X k'G -)- [X 1

' (A- • .v 1)X + (k +  l ) a +  [i) Pl

((k x ■ — 1.) X + ka + jii P

•ou bien

111. .i - I, AU —
A X ~f~ A/j —(— ll
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Nous partons de l’équation

« A - l .  A /■ =  [(k - S --- 1.) X +  (A +  r) cr + M-] « A - s - l ,  A+r +  u Ar-s-l, A + r- »

qui nous donnera

k+ r—

AX + ka +  (i

i

1

[(A- —  s —  1) X + (A + r )o +  (i) /»[^ , k+ r)
Ci

[(A —  s — 1) X 4- (A +  r) a + [i.] .P|^ ^ ; A+r— 1 j;

l ) r
C''

[(A —  s - - 1) X + (A + r) a +  (J.)] k  , A-j

AX +  Aa + (jl 

(r — 1) ! a '-1
[(A —  s —  1) X + (A + r) a + |x] P\ K k+ r— l

k— s 1 )

[(A -  s -  1) X + (A + r) c + H] * > ! _ *  , k+ r— 2 J

+ ■ • •

+ (-- l)r-‘

fc-1 
°r-1

[(A —  s —  1) X +  (A + r) c + |jl] PI

on bien

AX -)- Au +  (i
U h-t— 1 k+r =

r  I n''

Cl

{ k ’ k) \k— s A  J

i

(k—.V- 1 ) X~-(— (A*+ r)a+ ţi, 

Cl

[(A — s —  1) X + (A +  r) a + |xj p[ k , A+»
\k— s

1 + -  ” ‘ 1
(A A—1)X+(A+I- -J)cr-|-(xjp| A £ _ r i j

(A-- A l)X-r(A+r)ff+[x
1 + 2 CT

(A—s-l)X+(A+/-—2)d+ [xJ A  ̂A.+ r_ ^ j

+ 1 - 1 )'— ......--S-__________| i+ __________ ™ .........._ | _ _ i _____
(A— s-- 1)X+(A+r)(i+(x[ (A — s - I)  X + A<t+[xJ p| A
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c’est, à dire

Uli—s— 1, fc + /----
/ iX  - | -  A’ CT -j"

1 rrr ï ” *[k —  s —  1
, /> + r

C l

P ,A + r ^ l
\ A" s  —  1

( -  ly

u .:? )
ce qui prouve que la formule (10) est générale.

10. En résumé, la solution de l’équation de récurrence à deux indices

(1) “n + l,J. =  («* “t" P& “t~ (i) Un.,, +  I-

qui satisfait aux conditions

W/„ a =  1

u p . i i  =  0 pour p k .

et

i«„.o — 0 pour n =  0, ± I, -_t: 2, i  

est donnée par l’une des formules suivantes

(2)

pour r =  1, 2, . . ., k — 1 et quel que soit n

k"k+ka+[L
p ( 11 , k+r\-C

U+i

pour r~^> 0 et k,

(10)
U/._s> A + r—

kX+ka+y.

î rrrr ! g P\ h , k + r  1  
\A' s

]>our r ^  0 et s >  0.

Rappelons que dans ces formules le Symbole PC/,. r) représente le 

produit

P (b >  ~  (a ^  “I- rCS +  t1) [ ia  “I- 1; ^  “T l'O  +  JJ-) • • • +  l'G  -I- U...

Second, problème

11. Nous allons maintenant déterminer la solution de l’équation île 

récurrence à deux indices

A^l+1 — [nk -)- pa -|- [x'i A'n -(- A%
p--i



6/i

satisfaisaisant aux conditions

=  1

- K  =  « p o u r P  4 -- A-.

, 1 0  n p o u r Il ---= I I .  +  I . Tir ‘i .

C e t t e  s o l u l i o n  s e r a  d é s i g n é e  p a r  ]  ,7 . /> •

Il est évident que

Vn, r =  0

pour »■ — 1, 2, . . . , / v  I cl quel que soil n. 

Déterminons maintenant l „ i . * e l  

Dtins réquation

fl ' l i/iX + pv + (i) r,,.,, -f- i r,

faisons p ■— /r : nous aurons l’équation

I n i-i./. =  1 ~r A® ~t“ [A' 1 >i,

<|tu nous donnera

' - i  v „  M,/.- =  I.A-o +  |XJ |À +  /l’CT +  [Xj . . .  i n i  -j- A o  +  jz ) ,  

•e'est à dire

i'2' i r , . . , . /  / > " ,  a-

Dans l’é(|iialion ( 1J, faisons p =  I, I ; nous aurons

l H + l./.'-fl =  “I- (A' + I 1 <1 + (a) 1/I./.4.1 +  l /,. /,

cl en faisant n =  0, on trouve

I i, /. +1 =  l n, /.• =  I •

l ti lisa ni l’idenlilé

/O

nous pouvons ecrire

i.Hi

cl nous allons ilénionlrer <ţiic V’„ +1; y,-i sera donné par la formule
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Cette formule est vraie pour l’indice n =  0, car elle coincide avec la 

formule (3). En supposant la formule (4) vraie pour l’indice n +  1, nous 

allons démontrer qu’elle est valable aussi pour l’indice n +  2. D ’après 

l’équation (1), nous avons

Vn + 2, /.-+1 =  [(f* + 1) X + (k + 1) <7 + [x] Vn+\ /1 + l + Vn+I,A- 

et, par suite

p r ,  A '+ ij- p K /c j  

V n + 2 , ,  + 1 =  [ ( n + l j x + t f c + l ^ + n ]  - A 2 -----

[(r»+l)X+(/c+l)(T+(x] A + !j- [(«+ l)X + /fa+ (x ]P ^ , frj

=  ÎTS

Mais

[(n +  1) X +  (k +  1) <7 + fx] p ( “ k +  l j  =  />(" +  \ k +

[(n +  1) X  + ka + (x) p ( "  h ]  =  P ( n  +  \ k )

de sorte que

p ( » + 1, t + 1 ) _ p ( " + 1, t )

Vn + 2, fc + 1 -  ------------ j-

ce qui prouve que la formule (4) est générale en supposant bien entendu 

que n ^-  0.

12. Nous pouvons maintenant donner la solution générale de l’équa­

tion (1), pour les valeurs positives de l’indice n. Remarquons d’abord que

V o ,k  + 2 =  V \ ,k+ 2  —  0

et

V2, k + 2 = l

De même

^ 0. k+3 =  ï/ l./,+3 =  ^2,/, + 3 == 0

et

V3 ,,, + 3 =  1

En général, nous avons

Vo, k + r =  Vi, k + r =  . . . =  Vr-l, k+r =  0

et

(5) Vr, k + r =  1
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Kii utilisant l’identité (19) de la première partie 

i- ! A + ,j- ('i P ^ 1, k+ r l j+  . . . + (- l) 'C ;  P ^ ’1, fcj

nous pouvons écrire la formule (5) sons la forme.

(5'-

cl nous allons démontrer que l',’n+il /;+r sera donné par la formule

(«)

Celle formule a éLé démontrée pour r =  J el quel que soit n. Pour 

l’indice r quelconque, elle est également vraie lorsque n =  r - 1, car elle 

coincide avec la formule (.Y).

Pour prouver que la formule ((>) est générale, il suffit de supposer 

qu’elle est vraie pour l’indice /i — I, el de démonlrer que l 'n+2, /.+i sera 

donné par la môme formule.

Nous aurons

+ k+r =  ! +  I l  ^ + \k + r i  a + [i] V n  + t, k + r + V n +1 , /.+ i 1 

et par suite

V u - y . k + r  =-[^t+l)X+(/f+r)ff+[i]-
! rr'

+

7f o ’ k+ r ]\ -C ‘ *P (o ’ k+ r -2)+--- + ( - i r , C1r=i p ( “  A-j

(r -- I ! a'

i ! a1 \/i+2, k-i-i— U't + X + |A- + r) a + (J-] P  k -)- rj 

—  ('!■ [(n + 1) ^ +  (A +  r —  1) a + (J-) P^q, A + / i j

+ .........................................

+ l—  l ) r Crr [(n +  r) X +  ka + [i] p|q>
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Mais

[(w +  1) X +  (/r +  r —  s) g  + (il k + r - s j  =  P ^ ‘ k + r — fcjr —  s

pour S =  0, 1, . . /■ ; de sorte que

^ :1,A-+,-)-C,>p("+\ A + ,- - l)+ ... + ( - l ) ' t > Jp (, l+ l , a)

y»+i,k+r= ...  7 j-^r

ce qui prouve que la formule (li) est générale.

13. La formule (G) est. valable pour ri (I. .Nous allons donner main­

tenant une formule pour Vn, k -J- r lorsque n est négatif.

Reprenons l’équation

Vu, li + r — [(«-1) X +  (k -I- rj G + |X)] V n_ | ;,+I. + I „ -1. /,■ + ,— !

cl faisons rc =  0; nous aurons

Vo,k + r — !- X + (/f +  ri a + JX)] l 1 . /1 + )- +  V-i. k + r- 1

P jur r =  0, nous avons V"0, /, =  I et V’_i. /,_i - 0, de sorte que

V-x.k = ------ ;-----
—  X + ka + [x

Pour r == I, 2, . . . ,  /• nous avons

L— ^ + (k + I) o + jx] V_,, i,.i,i + V - i, /. =  0 

[- ^ + tk + 2) G + [X] V _ |, /1+2 +  V—t. /. + i =  **

^ X + [k —f- /■) <t -(— (*] V _[ ,. + l. -{- K_i. /l+).... i — o 

d ’où résulte que

(- - X + k'G + (x) [ — X +  (A- +  I ) g + jx]. . .  [ — X +  (k + r) ] g-\- jx 

Utilisant une identité connue, nous pouvons encore écrire

(7) V
r !( /  -X+(A' + r)cr+[z -X+(A+r- )cr+[x — X-i-/r(T+[x

cl nous allons prouver qu’en général, nous avons



14. Démontrons d ’abord la formule (8) pour r =  0 et r =  1. Dans 

l’équation (1) faisons p ----- k et n =  —  1 —s; nous aurons

1 /, =  [(-I ~ S; X + ka |il V /,

Kn faisant s =  (I, I. 2, . . . .  x nous aurons les équations

1 =  (—  X ka + (-0 V-1. /,

l . /t=  (—  2X -f- ka -}- j j l ■ V

(i8

I _.v. /. — [ I ■ «) X + ka +  [-*■] ï -1 -s. /,-! 

d"où résulte |)ai' multiplication que

1
V I -s. I, --

[[--- I —- s) X +  ka -f- [i] . . .  |_—  X +  ka -j- ^)]

est à dire

Faisons maintenant dans l’équation (1), p =  k +  1 et n 

nous aurons

(10) V /, + i — [(—  2 - --s) X + [k + 1) a -f- [i] V _2_„ /1+i +  V 

Nous savons d’après la formule (7) que

I ' i . /. j-
1 ! a ■ X + ( f r + l ) C T + ( J l  -X+/f(T+[J.

■t nous voulons démontrer que nous aurons

112) l i /,+1
I ! a

1

' U l , .  * + ‘ ) H - w  *J.

Cette formule étant vraie pour s =  0, supposons la vraie pour un 

indice s quelque con et démontrons la aussi pour l’indice s +  1.

Nous aurons d’après la formule (10)

V _ ,_ , ,
■-2-S,  fc + 1

a, A +1

(—  2 — - s) X +  [k +  1) a + ji  (—  2 —  s) X +  (k +  1) a +
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Utilisanl les formules (9l et (12) nous pouvons écrire

1
F_2_„ fc+| -  ——

1 ! o [(--- 2— s) X+ [k -\- IJ 5+ 1 g -(- jx] P | ^  . A+ l j

[(—  2 —  s) X + {k + 1) o + | i j  / j  "  1 , A-J

-2-s. A + l
1 ! a A i,-H

i +
(— 2 —  .v) X —(— (Ar —|— 1} g [i.\ (—  2 —-s) X kn -(- jjl ) - — i. ^

1

1 ! G

1

~-1 , A + 1 j  r(._ 2 - *) X + ka + |jl] p j -1

c’est à dire

V - 2 - ,2-s. A + l —
1 ! a

ce qui prouve que la formule (12) est générale.

15. Nous pouvons démontrer maintenant la formule (8). Nous savons 

que cette formule est vraie lorsque r =  1 et quel que soit et nous savons- 

que pour un r quelconque elle est encore vraie lorsque s =- 0, puisqu’elle 

coincide avec la formule (7)

Nous supposerons la formule; (8) vraie pour les couples i- I - - a-. 

A + r —  1), (—  1 —  s, k -f- r) et. nous démontrerons que I ■> . *. sera 

donné par la même formule.

En faisant dans l’équation (1), n =  - • 2 - - .v et p -- k -j- r, nous 

aurons

F _ i _»,*•+(• =  j.(—  2 - - *) X-|-A -f- rj cr + jj.] V _2- A+r -f- 1 —2 «. a+«- • 1 .
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et par smle

V -  '• -2-.V. /. +r — ---

1

[(—  2 - - s) X + [k -t- r) a + |jl)] P  |  ̂ r . * + r) j  

Cl

' (—  2 -si X +  (k + ri a + (i)] P   ̂ ^  ̂, k +  r —  1 j

C
(• - J1r -

I 2 — ŝ  X + (A: +  r) a +  fi)] P I

I

2 - - si X + [k + r) a + jx]  ̂ k+ r--1 j'(r- -1 ! <7r

[(- - 2 s) X + (k + /•) a +  (x[ P

r ,...,

-  2  —  s 

./• 1

. k+ r— 2

+  t  - 1 1 ' - '

r(- - 2 -  s;

c’est à dire

J -2— s, /,■-! r =  -

x  +  (A- + r) a + fi.] P  9 ţ , A-j

(— 2— s‘)X+ (/<'-)-r)X+ [i.] />! A'+r

Cl

f( - 2 -sIX ; (/c + r)<T+[i]p| ^  . fr-'-r-lj

1 +
•> ss) X+ (/c+r—1)

+  •

+  f--Hr
a

1 +
(—2—s) X+/ca + fi11

O U

1 2--s, /, i i-— ----

[(— 2— s) X + (*+ r)a+ n] A-f r)j

CJ.

! (— 2— s) X + (*+ r- l)  a+|x] P  ( “  ^  , f t+ r - l j  + . . .

c :

[(—  2 —  s) X +  A-ct + (i)] P
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Mais

[(—  2 — - s) X +  (/r +  /) a +  [i.1 P  ^ j _ ^ , k + / j  =  P ^ _ ^  __^ , /c - f - i j ,

<lo sorte que

V
1

2—.1, k+r~
1 n c :

p(.-2' ') ' *( ;V
qui prouve que la formule (8) esl générale.

1(). En résumé, la solution de l’équation.

Vn + i, p =  (rcX prs (i) F„iP +  V„. p~-\ ■

Satisfaisant aux conditions

IV  /. =  1

<■1

V,,. o =  0 pour n =  0, ± I, ± 2,. . 

■st donnée par l’une des formules suivantes

V „ ,k - r  =  0

pour r =  1, 2, . . . , k - 1 el quel que soit, n.

H ; , h {  r 1 p  ", k+r- i

'j-M, /»■+»■ —
')' r ' P (o ,* )

pour n 0, et

lorsque le premier indice est négatif.

Troisième problème

17. Il s’agit de déterminer la solution de l’équation

i,1) A\, -j i =  (nX -j- pn -j- ij.) Apn -)- A 1,,

Satisfaisant aux conditions

Ai) —
'*(i - ■

(2) .1'; =  0 pour ji - 1. 2,  . . .

-1® — 0 pour a ± 1 . ± 2, . . .
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Il esl. facile de voir que pour des valeurs négatifs de n, nous avons

(n <  0). t : ;  =  o .

Pour déterminer A j'  lorsque n  est. positif, nous remarquerons qu’ù 

cause des conditions (2), nous avons

A \ =
et

En posant donc

,1'/ =  0 pour p =  2, 3, . . .

a ';, =  k  ,
nous aurons

B  J =  1

et
Bg =  0 pour p 1

Bft == 0 pour n =  0, 1, 2, . . .  

D ’autre part, puisque .If,’ satisfait à l’équation (1), B  satisfaira à l’équa­

tion

H1’t>n+ i [nX pa -)- (a + X)j B'n -f- B^

11 résulte que Bft sera donné par la formule (6) du problème précédent, 

où l’on remplacera (i par ji. + X et où l’on faira k =  1.

Nous avons donc

B\
,  p '(" o - - < U ' f  » 1 ■" ••')+ •••+»• • ' ' " ■ ‘ • - i K " 0 1 ' ‘ )

(p —  1 ) ! af,~l

où l’accent signifie qu’on a remplacé [x dans l’expression P

H +  X.

Nous avons donc

n - 1  )

o ’rJpar

A>}n+ 1-

M n .. './ / )  (■;, 1 )^  i)
0

et en observant que 

il résultera que

Ip ---- I) ! a'1-1

p

( p  ■ -  1 ) !
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Quatrième problème 

18. Il s’agit de déterminer la solution de l’équation

(1) =  (rcX + pa [x) AW +  A'n 

Sachant que ,

A l =  1

(2) A pp =  0 pour p =  1, 2, . . .

A ” =  0 pour n =  ± 1) i  2, . . .

Il est évident à cause des données (2), que pour n positif, nous avons

A l =  0 (n >  0;

quel que soit p.

Nous déterminerons maintenant, la solution de l’équation ( lj, pour 

n ^  0.
Pour ai =  0, l’équation (1) montre que

(pcs -\- (i) A q -f- Ao ' =  0,

d ’où résulte que

1
A l =

A q —

a +  (i. 

1

(<t +  (i) {2a +  f*)

et en général

( -  1)"

{a + fi) {2a +  jx) . . . (pa +  (i) 

En utilisant une identité connue, nous pouvons écrire

(3) A ţ  =
1

( p —  1 ) ! a1’ 1 r 1 ĉ \
et nous allons démontrer qu’en général

(4)

•1" =n --

(p-1) ! ap~1

C l-,

.V.-) IV 1)

r p~ i

+...+(--i )** 1 " 1
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1!>. Calculons d’abord directement A..,, et A l„  .

En faisant p — 1 dans l’équation (1), nous aurons

A „ . 1 1  =  (nX + a + |x) Ah 

et en donnant h n les valeurs — 1, — 2, . . . nous déduirons

lr>)

Faisons maintenant p =- '2. dans l’équation ! I !, nous aurons

.(ii A lu i =  u a + 2g -f (j.) A i -f -1»

et nous voulons démontrer que

A- =
Ü>

t

1 ! a

1 1

H0,.-2) 'i-V')
Celte formule est vraie, pour n =  0, car elle coincide avec la formule 

(31 qui correspond à p =  2.

Supposons la formule (7) vraie, pour l’indice —■ n et. démontrons que 

.1“ ,,._i sera donné par la même formule.

En remplaç ant dans la formule ((i), n par n i , nous aurons

-1 „ =  |-- - (/f -r I ) X -(- 2a -(- fl] A....,,-. ! + A__„—!

•d’où résulte que

A
-  I

1 ! G

1

■ in + X +  2a + (i)] ^ ,2

■ou

• n- i =

I !<7 

l 'est à dire

1 )X -)- 2a |i.J| p| ^ , l j  ! —  (m “H 1 )X -\-2a + |x] p j ^ l j

— f 1 -----------)--- -----
-(n-h l)X-fa + [j.//>  ̂ 0 ţ l j

H J - c  2) ' U .  • 1
■ce qui prouve que la formule (7) est générale.
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20. Nous pouvons démontrer maintenant la formule ^4) pour toutes 

les valeurs de n et de p. Cette formule est vraie pour p =  2 et quel que 

soit n ; elle est aussi vraie pour n =  0 et quel que soit p.

Supposons donc que la formule (4) a été démontrée pour l’indice p —  1 

et quel que soit n. Supposons qu’elle a été aussi démontrée pour le couple 

ţ—■ n, p) et démontrons la pour le couple (— n — i,  p)

La formule

AL„ =  [-■ - (n +  l) X +  P<3 +  M-l -A—n—1 +  ■A—n—l 

nous donnera

-1 \

(p—1) lu''-'
[-(«fl)X  + pCT I (x]p| ^  p^

c jL ,

+ . . . +  (—  i )p-i
fP - 1
W - 1

-  (n +  1) X +  pa +  fi] p|_°n , l j

1

(.P —  2) !ffP~ [n +  1) X +  pa +  jx] , P— 1 j

[—  (n -f 1) X + pa + (x] P ^ __ , p— 2)
p—2 .

rp-2
l 'P-2

A P _
H —1 -

1

(p —■ 1) !a/,_1

f 1°/>-i

[—  (n +  1) X +  pa + [x] P

[—  in + 1) X + P<T + (X] P[_^n » P

+ l)X +  (p —  l)ff +  (X

rp-1 
1

(—  {n + 1) k +  pX + fx] P
’  •* )-n J

+
(p —  l 1) a 

(n -)- 1)X +
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C’esl à dire

--I 1 r '
iy>A> '■n 1--

(p-l)

pp î
'-p i ./ i i ,  , ’-p-t

1 ■ p) '•! ' )  ' ï  " r 1 !
ce qui prouve que la formule (4) est générale.

Cinquième problème 

21. Il s’agit de déterminer la solution de l’équation

(1) Ah m  =  (nX -f- pa + |i.) Ah A„

Sachant que

, i ; ;  =  i  ( A - 5̂ 0)

-1(J =  0 pour p =  1, 2,

et

-4Ü -  0,

pour toutes les valeurs entières de n, positives 011 négatives différentes, 

de K.

On va distinguer deux cas suivant que le nombre h est positif oïl 

négatif.

Supposons d ’abord k > 0 .  Il est évident que

K  =  0,

lorsque n <C k et quel que soit p.

En pasant

■U\, -  B\‘

on peut écrire les conditions du problème sous le forme

B ° =  1

fi,° =  0 pour r 1, 2, . . .

B p0 =  0 pour p =  1 , 2,  . . .

D ’autre part, B£ satisfait à l’équation

Br-r t =  [ ^  + PG +  +  A'/, ; B'r -p fi'r 

qui'est analogue à l’équation (1).

La détermination de B p a été faite dans le troisième problème. Nous 

aurons d ’après la formule (3)

p '( [ ,  py  e u  p '( j ',  p - i j + . . . + ( - i r 1 c’irij p '([ , 1 ]

B U  ,=
[p —  1) !o"-'



où l’accenl signifie que l’on remplace dans le produit

7JL  , r| =  (aX +  ra + [xi . . . (h\ ra -f- ixi.

le paramètre jj. par ji -|- k\. 

Nous avons

de sorte que

-4/, - r ■ 1

"(;•!-)="U,. 4

(p ■— 1) ! a1’ 1

,p - 1  p (  r  , 

p~l [k+V

22. Supposons maintenant k <  0. En mettant en évidence le signe de 

k, nous pouvons écrire les conditions du problème sous la forme

Il esl facile de voir que

-k — 1 

•V A 0

A l ----- 0

A'!, =  0,

( p =  1. 2, . . . )

(n jz£ —  k).

]>our n >  — k et quel que soit p.

En particulier nous avons

A U +. =  0,

pour s =  1, 2, . . .

Il résulte que si nous posons

nous aurons

et

A U + r = C ‘r ,

c j =  i

Css=  0 pour 3 = 1 , 2 ,  . . .

C°r =  0 pour r =  ± 1, ± 2 , . . .

D ’autre part Cs, satisfait à l’équation

C, + 1 =  [rX -(- sa -)- (ji. —  /.■)] Cr H- Cr 

analogue à l’équation (1).
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La détermination de Csr a fait l’objet du quatrième problème. Nous, 

aurons d’après la formule (4),

CL,. =
1

(s- I ) ! o"v— 1
1

où l ’accent signifie que dans le produit

C - i 

P ’[ 0 ,1

Pj , r =  (aX + ra + (jl) . . . (h\ + ra -j- (J.)

on remplace (x par [i. kX. 

En remarquant que

nous aurons

Sixième problème 

24. Il s’agil de déterminer la solution de l’équation

(1) A','. i_i =  («X -J- prs ji.) A1,1, +

Sachant que

,i;; =  i : a- =£ o)

Al, =  0 pour p — I, 2, . . .

et
A !1, =  0 pour n =f= k.

Nous distinguons comme dans le problème précédent deux cas suivant 

que nous avons k >  0, on k <  0.

Supposons d’abord k >  0.

Dans ce cas nous avons

A?, =  0,

pour n <  k et quel que soit p.

D ’autre part nous remarquons que les conditions du problème mon­

trent que

A ï  =  1-

A 1/. =  0 pour /> =  .I, 2, . .

ât

A®+r=  0 pour r =  i- 1, ± 2, . 

de sorte que j4p+r , \ sera donné par la formule (2) du cinquième problème.
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Supposons maintenant A' <  0. 

Dans ce cas

aï, =  o,
pour n >  A et quel que soit p.

En remarquant que

-4°_,

el
=  0,  p o u r  ,v 1 . 2 ,  . . .

-■il,.-,,. =  0 pour

nous déduisons que .1-/, + , sera donné par la formule (3) du cinquième 

problème.

t : i .  C A S  P A R T  «. I • I . I K K  : l . ’É Q l  A T t O N

Q„ l \ =  i p a  + |i : (>;; -ï- (>;; 1.

2.). Les rèsultals précédents se simplifient dans le eas où X -- (I. c'est 

a dire dans le cas de 1 équation de récurrence; à deux indices

( ! ) Q'n ■ 1 =:- (pO +  fi) Ç'n +  Çï,

(.ela est dû au lait que le produit , / j qui enLre constamment dans

toutes les résultats se réduit lorsque X =  0 à la puissance i>t -)- a)'1 ''

En désignant par QhXn-̂ \ la solution du premier problème pour l’équa- 

lion (1), nous avons la formule unique

(2) c i k ,-
• v ;/
1 ) a - u) i ^  : y  ]

r 1er | 1

où n peut prendre toutes les valeurs entières positives on négatives et 

où r >  0.

De même en désignant par Q '» '1, la solution du second problème pour 

l'équation (1), nous avons la formule unique

(3) Q'n‘ ‘ = [(fcj r)a ) [(/.’ -/ J )cr r (j.]" U r C 'r{ka- (i)'

où n prend des valeurs positives ou négatives et s où r ^  0.

On peut donner des formules analogues pour les autres problèmes 

( f i l  à VI) relatives à l’équation (1) mais nous n’insistons pas.
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26. Dans le cas particulier de l’équation de M au r ice  d ’Ocagne .

(4) R U  t =  p K  +  m
p—1

un peut donner les solutions des six problèmes traités plus haut, en faisant 

dans les formules générales X =  0, (i =  0 et a =  1.

Par exemple, en désignant par /ît+n ţ-i et R '1̂  r les solutions du pre­

mier et du second problème, nous avons

, ,  =  — u k  +  r)" - c lr ( k  +  r - i ) n +  . . . +  ( - i y  c rX ]
r !

(«) R'n- r =- —, [(* +  r)n -  C\ (k + r -  l)'1 + . . . +  ( -  1)'- Crr kn] 
r !

ou n prend des valeurs entières positives on négatives.


