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O GENERALIZARE A ECUATIEI INTEGRALE
CU LIMITE VARIABILE DE SPETA A DOUA

DE
PROF. D. V. IONESCU

Comunicare prezentatd in sedinfa din 5 Iunie 1950.

I. Se stie ca ecuatia integrala lineard de speta a doua a lui Volterrtsa
poate fi generalizatd, pleednd dela ecuatia diferentiald nelinears

(1) —=1(%9)

si integrand-o. Se obtine astfel o ecuatie integrald, care este un caz parti-
cular al ecuatiei integrale nelineare

) =\ Fews =1
o

in care F (%, s, y) si / (») sunt functiuni date, iar v (x) este functiunea pecu-
noscutd.

Acest procedeu de generalizare si integrare a ecuatiei integrale (2) au fost
date de T. Lalescu

2. Se stie, insd, cd se poate obtine ecuatia integrald a lui Volters a
de speta a doua si ca o generalizare a ecuatiei diferentiale lineare de ordinul 3
lulnd ca functiune necunoscutd, derivata de ordinul cel mai inalt,

Aplicand aceastd idee la o ecuatie diferential de ordinul P, nelineard, vom
fi condusi in mod natural la o generalizare a ecuatiei integrale lineare de
speta a doua.

Astfel, fie
(3) YO =F (x,y, vy ..., yo=b

o ecuatie diferentiald nelineard de ordinul 4. Ea are o integrala, $i numai
una, care verificd conditiile Ini Cauchy: y (0)= 0, y’ 0)=0,..

Y@= (0) = 0.
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Punand
Yo (1) = 5 (),
averns
Y () = S %—“—*“;ﬁ% o()ds (=01, p—1).
0 — D .

Scriind cd y (x) verificd ecuatia diferentialy (3), avem ecuatia integralad

3) %@ F%SO@MU!?Md*owwaIQMﬁw”&¢@ﬁ}

X o oY1 v \p—2
IntroduciAnd in locul sdmburilor (x—9) , (x—s) oo, I, P sAmburi
—ut  (p—2)!
arbitrari Ny (x,s), Ny (%,5), ..., N, (%, s) si notind
T
{4) i (x)zg Ny (x,8) @ (s) ds (k=12 ...,9)
Jo
suntem condusi la ecuatia integrald nelinear:
(5) ? (%) = F[x, 0, (%), B (%), ..., 0, (x)]
care face obiectul acestel lucriri
3. Vom presupune cd functiunea F (%, y,, ¥,,...,y,) este continui
cand »
(6) 0<rLa i |yl K0 (k=1,2, ...p)
jar functiunile Ny (x,s), (A=1,2,...,p) sunt continue cind
(7) I<rCe i 0Cs<x

In plus, vom presupune cd functiunea F (%, y; , ¥s,. .., yp) verifica conditia
lwi Lipschitz, adicd %, v1, ..., ypsi ¥, ..., y5 fiind numere din do-
meniul (6), avem:

14
@) |F(x, vy, ooov)—F(xmy1, .., 9) | < T Qx| ¥k — v | unde
k=1

s sunt constante.

Se va nota, mai departe, cu F o margine superioardalui | F («, v, ,.. SYo)ls
cand x si yg sunt in domeniul (6), si cu M o margine superioard a samburilor
[ Ni(x,s)], cand # si s sunt in domeniul (7).

In aceste conditiuni, integrarea ecuatiei integrale nelineare (5) se face
cu metoda aproximatiilor succesive, punind

(9) 9 (%) =F (x,0,0,...,0):
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(9)  @a (%) = F[%, 01,01 (%), Op,n1 (%), ... Opyuy (] n=12...)

unde

{10} Oin (%) = Ssz (%, 8) @ (5) ds.
o

Functiunile ¢, (x) astfel definite sunt continue si daca se noteazi cu 4
L . 1 . b
cel mai mic vumir dintre a §1m, vom avea pentru 0 < x <k

[6rn(x) | < ?

Se demonstreazd cd seria
09 (%) + 2 [@n(%) — @uei (#)]
#n=1
este absolut si uniform convergentd, ardtdnd cé
7 AR xi
| @n (%) — @n—y (%) | <FM"Q .
wnde
Q=0+0+ ... +0
Rezultd cd dacd » tinde catre infinit, ¢, (%) are o limita ¢ (x) functiune con-

tinud si se aratd cd ¢ (x) este solutie a ecuatiei integrale nelineare (5) si ci
este unica solutie care sd fie continuj.

4. Procedeul indicat la ##7. 2, se extinde la functiuni de » variabile.
De exemplu, pentru # = 2, pornind dela ecuatia cu derivate partiale

9%
dxdy

. o
(11) (xy z‘9 )

51 dela integrala ei nuld dealungul axelor Ox si Oy, suntem condusi la
ecuatia integrald nelineard:

(12) o (%) =F[x, y;u (%, 9), ..., up (%, 9); v (xy), ...,
vg (%9); wy (x9). .., w, (vy)]
pe care o vom scrie mai scurt:
. 1 ==
(12"} o (% 9) =F[x y;u (% 9); ve (%, 9); w (%, 9)] (ée

ol
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in care:
E
u; (%, V) :S g Ai(x,y; 8, 8) o (s, t)dsdt
0 o0
v 5
(13) e (x, y>=S Bi(x, yi ) (%, 1) di
o
! .
wy (%, y) = S Cr(x, v;8)@(s,vy)ds.
0
Vom presupune ca functiunea F (x, v; u; ; vg; w;) este continui, cand
v _ t =1,z .. .¢)
) 0<r<a 0<y<b  fulfoel ol <€ |b=12 .. gf
Lo==12,...7

si vom nota cu F o margine superioard a modulului ei in acest domentu.
De asemenea, vom presupune cd sdmburii A; (x, v; s, £), By (%, v; ),
Cy{x, y;s) sunt functiuni continue cind
(15)  O<rCae Oy st 0y OKey

si vom nota cu A, B, C margini superioare ale modulelor lor in acest do-
meniu.

In fine, vom presupune ca functiunea F(x, y; u;; v,; w;) satisface la con-
ditia lui Lipschitz, adicd x, v, w;, v, w;, ui, vy, w/, fiind numere din
domeniul (13) avem

(16) | F (%, 9); uf, vilw") —F (x, y; ui; vy w')]
i q " ’ . ’
< X Pilw—ui| -+ B Q| vk —ui|+ X R e —wi |

i=1 k=1 I==1
unde Py, O, R;, sunt constante.

Integrarea ecuatiel integrale mnelineare (12') se face cu metoda aproxi-
matiilor succesive pundnd

o0 (59) = F, 3; 0; 0: 0]

~
e

On (%, Y) = F[%, ¥ nes (£, 9) 5 Vpney (%, V)5 @y (%, )]
(n=1,2...)
unde

u,-,,l:S Q Ap (e, y; 5, 6) gn (s, 8) ds dt
. 0

[/

¥
U, n:& Br(x.,y; 1) o (x, 1) dt

0

wl;n:S Cr(x, ¥; 8) @nls, ¥ )ds

0
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™ N ~ - - * A 2 C 5 ir
Dacd se noteazid cu 4’ un pumdr mai mic decdt a si — i cu 4" un no-
CF
. . . . € . .. .. e 7 ¢
mir mai mic decdt a si —, A’ i &'’ fiind supusi si conditiei b’ &' < 7 se
BF ;

aratd cd pentru 0 v W, 0 Ly <A, vom avea -
lul')l'I(xJ y) I < C) lvkyll(xx y) I<C, I‘iwl:fl(xl y) l < ¢, (%: I’ EI )
se aratd apoi cd seria '

o
CPO (X, y) + Z [‘Pn (x, y) - (Pn-—i (x: y)]
=1
este absolut si uniform convergentd, pentra 0 < x <& si 0 <y < A7, astfel
cd @ (%, y) va avea o limitd ¢ (», y) functiune continud de x i y.
Aceastd limitd ¢ (x, ¥), este solutia unicid a ecuatiei integrale nelineare (11)

Institutul de Maiemaiici, Cluj

KPATKOE COJEPYAHUE

MOXXHO IONYYHTE JUHeHOe UHTerpajbHOe YpaBHEHHE BTOPOrc poia
BonrTeppa BBuie 00001eHNS NUHEAHOTC fupdepeHuuanbLHOrG ypas-
HeHus p-TOPAAKA, B3AB KaK HEM3BeCTHYIO ()YHKUMIO NPOUIBOAHYIC
p-TIOpANKa.

[Ipumenas aToT cnocol K HeNuHEHHOMY AuQQepeHUunaNbHOMY YDA~
HEBUID p-TIOPALKA MBI NPHXOLWM K HHTErpajJeHOMY ypaeHenuw {3},
KOTOpOe MOKHO OOOOLIHMTE, 3aMeHssT Agpa

(z—s5)P71 (g——s)p—2
(p—1t T (p—2)!

mobeimu gapamu Ny (z, s), Ny(x,8), ..., Ny(z, s).

Taxk MB nOny4aeM HeNHHEHHOe MHTerpaipHoe ypasHeHme (5), rae
pysxumu 6, (z), ..., Op (x) gans Qopmynamn (4).

Byaem npeinonarate Qymxumio  F (x,y, ..., Yp HenpepriBHOH
obnactu (6) m oGosHayum dYepes F cepxmiow rpamb | (F(x,y, ..., ¥p) |
sTo#t ofnactu. [lpepmonoskum tark: sagpa Ne(z,8)(k=1,2 ... p)
HenpepLIBHEIMKY B o6nacTu (7) u o0o3Ha4ymM ueped M BepxHiOW rpaHh
dX MOAYJNed B 9TOfl ke ob6jacTH. HaxoHel, MPeONONRUM, YTO (PYHK-
gusg F(z,y ..., yp) ymosaetBopser ycqopmio Jummmuua (8), rae
Qr — NOCTOAHHBIE.

B oTHX yCnOBHAX aBTOD ROK&SBIBAeT, YTO MHTErpasbHOE YpapBHEHHE
(5) umeer OJHO UTOJBKO OJHO pellleHHe, JAHHOE METOJOM IMTOCJAel0Ba-
TeJbHBIX npubmmkenuii B npomexxytke [0, k], rne £ Haumenbinee

3 e g

]

M3 qucen a ¥ —-—.
M
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Mosxno pacnpocTpaHuTh ypasHeHue (D) K PYHKIUSAM HECKONBKUX Iie-
pemennbix. Hanpumep, 19 # =2, HCXOiA OT YpaBHEHHS C YACTHBHIME
npoussopupiMu (11), TprxOIMM K HENMHEHHOMY HHTErpaJbHOMY YPABHEHHIO
(12) unu (12'), B xoropom $yuxkumm u; (%, y), vk (z, y), w: (%, y) KaHH
tdhopmynamu (13).

RESUME

On peut obtenir 1'équation intégrale linéaire de Volterra de seconde
espéce, comme une généralisation de I'équation différentielle linéaire d’or-
dre p, en prenant comme fonction inconnue la dérivée d’ordre p.

En appliquant ce procédé a l'équation différentielle non linéaire (3)
d’ordre #, on est conduit a 1'équation (3') qu'on peut généraliser en rem-

(x — syp—1 (x— s)p—2
p—on! -2

congues Ny (%, 35), Ny {(x,8), ..., Np (%, s).

On a ainsi I'équation intégrale (5) non linéaire oi1 les fonctions 0, (x),.. .,
8, (x) sont données par les formules (4).

On suppose la fonction F (%, ¥, ..., ¥p) continue dans le domaine (6)
et on désigne par F une borne supérieure du |F (¥, ¥y, ..., ¥p) | dans ce
domaine, On suppose aussi que les noyaux Ng (%, 5), (k=1,2, ... p) sont
continus dans le domaine (7) et on désigne par M une borne supérieure de leurs
modules dans ce domaine. On suppose enfin que la fonction F (¥, y1, ..., ¥p)
satisfait 4 la condition de Lipschitz (8) olt les Oy sont des constantes.

Dans ces conditions on démontre que ’équation intégrale (5) a une solu-
tion et une seule qui est donnée par la méthode des approximations succes-

plagant les noyaux 1, par des noyaux quel

H

sives, dans Uintervalle (0, %), olt  est le plus petit des nombres a etﬁ.

On peut étendre 'équation intégrale (5) a des fonctions de plusieurs
variables. Par exemple, pour # = 2, en partant de ’équation aux dérivées
partielles (11), on est conduit a1'équation intégrale non linéaire (12) on (12'),
dans laquelle les fonctions u; (%,%), vk (%, %), @y (%, y) sont données par
les formules (13).
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