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DESPRE O FORMULA DE QUADRATURA MECANICA

DE
PrOF. D. V. IONESCU

Comunicave presewtatd in sedinfa din 5 Tunie 1950.

1. 5S4 consideriin integrala:
(® 1o\ s as

in care p(x) este o functiune data, finitd si integrabild in intervalul inchis

si finit {a, b). Mai presupunem ci functiunea p(x) este nenegativa in inter-
) b

valul (a, b) si astfel incAt integrala S P (%) dx si aibd o valoare pozitiva.
/2

Functiunea | (#) este presupusd continud in intervalul (a, b) si cut derni-

vate succesive pani la ordinul es-t+i-+4A
Urmand o metodi al cirei principiu este datorit lui J. Radon{z] in

mtervalul (a,b) ludim punctele xy, %, ... %, arbitrare, astfel ca:
(2) A< ¥y <Xy < ... < &, <,
si la intervalele (a;, %), (%, #%)... (%,b) atasim functiunile ¢ (%), o (%)

. @p+q (%) integrale ale ecuatiilor diferentiale.

(@it B itk
{3) or (%) = (—1) p(x) (r=1,2 ..., nt1)
si care satisfac la urmitoarele condifii:
(@n+i+l—2)

(4) 2, (%) = Qv (%), O %)= @'s 4 1 (%), 0r (%) ==
(20 it h—2)
ey () (r=12...n)
) (n+k—1)
(5) o (@=ga)= . ..=¢ (@ =0
(6) Purr B)=0wsy B)= Gl gy =0

= Pud g
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Integrala (1) se inlocuieste cu

* F
itk (2 -+ i 4 k) i+ k 20 ik
I=(—1) 9, (%) [ (%) dx+ (—1) Py (%) F(x) da -+ ...
b
itk @n+i+k)
(1) o J(rx_)]‘(x)dx
%y

st aplicand formula de integrare prin pirti, generalizatd, se obtine :
I=0Cfwm) 4+ Gfln) + ..o+ Caf(x)
(ati—1)
(7) +dofl@) + A f @)+ o+ dui (@)
+ Byf(O) + Bif @) + .+ Bioy [P + R

unde
i+k (2u+4i+k—1) (2n+i+ik—1) | )
(8) Cr=(—1) Pr (%) — ¢ . (%) F=12, .. ..%)
| 7 1
. itkts—-1 (Run+itk~s—1) )
(9) Ads = (—1) @ (a) (s=04,.. . n4d— 1},
itk+i (2ntidtk—t~1) ,
(10) By=(—1) © (0) {t=0,1,... k1)
n+1
1ar
K itk
(x1) R:\@u>fw)m,

o/

p(#) fiind o funcfiune care coincide cu (%), ©, (%), ..., @44, (#) in inter-
valele (a, ), (%, %,),..., (%, b).

2. Notand
I o 20+ 4 k=1
12 X} == — Jo—
62 4= e 0"
k—1 7 : T
I Z C 7\r (b__x)Zn—}—i-Hw—f-—l .
r—o  Zntidk—1 1
unde XO, Ayye-Ak—y sunt constante arbitrare, avem
(13) Pnry (%) = P(x)
si
244 k—1
{13") (%) = Y(x) — 2 & —M—— (r=1, 2, .. a7

jr 7(21¢+1I-|» k—1)!
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Functiunile @ (), @a(#),...@n+1(%), astfel definite, satisfac la ecuatiile di-
ferentiale (3) si la conditiile (4) si (6). Constantele Xy, Ay, hi—y , Ay, ky,i, B
se determind astfel ca si conditiile (5) si fie satisficute.

Punénd:

4

{14) ki(wji—a )t (b—x)k =k  (j=1,2,... n)
$i |
(x5) b (%) (x—a)"* (b—2x)k = p, (%),

constantele &, k,,..., k, sunt date de ecuatiile:
: b
(x6) Xk x = p(x) & dx (s=0,1., n—1)

iar Mo, Au o Mg

k-, nd F sy b w4 +s
@) SC a—a =\ 4 )"

=0 ot A a

k ot +s

—Z & (% —a)
=1 =01,k — 1)

luterpretarea coeficientilor #; este simpld; ei sunt tocmai coeficientii C P
din formula (7).

3. S4 privim acum in ecuatiile de mai sus pe %, #,,...,%, ca necunoscute
31 s8 ne intrebim dacd nu este posibil ca functiunea ¢,(x) si mai satisfaca
in punctul a si la conditiile:

(o + 1) (n+E+1) (9 + k — 1)

(x8) o (@) = ¢ (@ = ..... = P (a)=10
In acest caz, notand:
(1) Ci(x—a) (b—m)t =C ((=12,...n)
si
(20) b (x)(x—a) (b— x)" = p, (%)
vedem c necunoscutele C'; si x;(j = 1,2..1) sunt date de sistemul de ecuatii:
[ b
{21) 2C %= S P, (x) x5 dx {s=01,..,28—-1).
=1 a

Aceasta inseamnd cd %, %,,...%, sunt rdddcinile reale, distincte si cuprinse
intre a si b ale polinomului

xn =1 1

Conet Canes .. Cney
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. ‘ ‘ -
{23) C, = S Po{%) x% dx (=01, .., 2n—1).

Dupi cum se stie, sirul Qp (%), (7 =1, 2...) este un sir de polinoame orto-
gonale fatd de functiunea Da(%). :
Suntem astfel condusi la formula de quadraturd mecanicd

b
Sa:b(%)f(x)d%: Cof (m) 4 Caf (m) + -+ Cof (%)

(z4) A @ AF @)+ A A [0 (@)
+ Byf () + B, f (). Beof ™V (0)+ K

care face obiectul acestei comunicdri. .

In aceastd formuld, coeficientii C,, 4;, By, si restul K sunt dati de formulele
(8), (9), (x0), si (11) in care insd x,, %,...%, Sunt ridicinile polinomului (22)-

Hste important de observat cd in formula (24) toti coeficientii C,, A4,.
B, sunt exprimati cu ajutorul functiunii ¢(x), egald cu functiunile ¢, (%),
©p(%)...@n+1(%) In intervalele (a, %), (%1, %y)...(%y, 0) care satisfac la ecuatiile
diferentiale (3) si la conditiile (4), (5), (6). si (18). Functiunea ¢(x) este con-
tinud si cu derivate succesive continue pénd la ordinul 2% -+ 4 -+ k— 2. Ea
pastreazi un semn constant in intervalul (a, b), curba y=¢(x) neavand decat
un singur maximum sau un singtr minimum in intervalul (a, b). Demonstra-
tia foloseste conditiile (4), (5), (0) i (18). Functiunea ¢(x) are derivate de or-
dinul 2n-t+i+k—1 discontinue in punctele %y, Xg,... % Salturile corespunzi-
toare in valoare absolutd sunt tocmai coeficientii C,, C,,... C, care sunt
pozitivi. In mod precis, avem

P4+l [Qutith—1) (Zntitk-1) .
{25) C,=(—1) [(9 (2, +0) — o (% — O)] (r=1,2,.-.1
Avem
ithts—1  (2ntith—s—1) ~
{26) Ag = {—1) © () (s=0,1,...,7— 1}
bl (@nidk—t—1)
{27) B; = (—1) © (b) {t=0,1,..., k—1)

Daci notam:

M:S o (%) dx,

putem s scriem:

(2ntitk)
R = Mf (8)

unde ¥ este un numir cuprins intre @ si b.
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Formula aceasta se deduce si dintr’o generalizare a metodel Iui AL A
Marcov din care deduce formula lui Gauss?). :

4. In general, rddacinile polinomului Qn(x) dat de formula (22) suut .
irationale. Atunci, pentru caleule numerice, se pot lua in locul lui %, Xg,.- ¥
valori apropiate rationale %, %, .., ¥u $i calculul integralei I se va face cu
ajutorul formulei (7). -

5. Se poate trata pe aceeasi cale, cazul cAnd =0 san k=(. Suntem con-
dusi la formule analoage cu formulele {(7) si (24).

In fine, in azul j==k=0, suntem condusi la formula de quadraturd clasich
alei Gauss, ¢ la restul ei, exprimat in modul de nial sus.

Fustituinl Matematic, Clug.

KPATKOE COJMEPXXAHUE

Paccmarpusaercs uurerpan (1), rae p (¥) — AanHas (yHKIUS, KO-
HegyHas ¥ MHTErpipyemas B 3aMKHYTOM U XOHEHYHOM MHTEpPBAJE {a, ]
He OTPUIATENbHAS B BHIUECYNOMSHYTOM WHTEpBAne ¥ Tawas, HTC

v b
IﬁHTEl‘pa.ﬂg p(®)dz NOJ0KUTE NTbHBIH.
Ja

Bepem oTpesox mrTepBaia (¢, D) TOUKAME &y, Xy, .. - U YACTHBIMEH
AATEPBANAME (@, T), (% Za),. - - (Tn b), TPOMSBOJMM COOTBETCTBHE HHTE-
rpanbHbLIX QYHKUMA @ (%), @4 (2). . 9(2) puddepeHuuatsHEX YPasHeHnii

n+1
(3) ¢ ycaopusmu (4), (5) n (6). X
Taxum 00pasoM Mbl NPUXORMM K opmyJie NPHOIMDKEHHOIO wHTer-
puposanus (7), rie KOSQQuIUeHTbI C,, As, B, nambi Qopmynamu (8),
(9) u (10) u ocrarox R pan dopmynofi (11), rre ¢ (n) QyHKUMS, COB-
nazaolag ¢ o9, ¢, - onti(z) B WHTEPBANAX (ap @), (2%, . .(Tn, B)-
DYRKIUA @ (7),- - -, ¢ *T}() AAHBI QOPMYIANK (12), (13) u (13'), no-
crosiabie K; u A, gausl gopmynamu (14), (15), (15), (17).
PaccMaTpuBas #, &y, . . ., #n KaK HEUBBECTHBIE MX MOYKHO GUDENE-
sute yenopuwamu (18). Tpuxomum K dopmyne NpuOIMKEHHOTC HHTEr-
puposanust (24), xoropas sBAAETCA MNPEAMETOM 3TOl CTaThN M Ije
%y, By - -y Bn KOPHH MHOTOWJIEHA Qn™ (22) m (23).
®ysrunsa ¢ (z), HAXOAAUIAACA B BRIPAKEHUM OCTATKA R, coxpansier
NMOCTOSIHHBIA 3HAK B MHTEpBaNe (a, b)) M BCe KOBQQUUUMEHTH Coy Asy B

1y Formula generald a fost indicatd de Prof. T, Popovicin in cursul sdn
de « Metode de aproximatie », la Universitatea ¢ V. Babeg» din Cluj, in annl 10401950




6 D. V. IONESCT

dopmynnr (24) BHPAKAIOTCA NPU NOMOIGH ¢ (%) GOPMYTAMU (25), (26)
u (27). : : ‘
_ Cayuam ¢ =0 nnu k=10 MOXHO paccMaTpuBaTh TAKUM K& obpa-
som. Cnyuaii i = &k =0 npuBoguT K uW3BecTHOH opmyne I'aycca ¢
SHIPAKEHHEM OCTATKA, NAHHBIM NP NOMOMWM (YHKUMH, aHaNOTUYHOR
byrruua 9 (%)

RESUME

On considére lintégrale (1) dans laquelle p(x) est une fonction donnée,
tinie et intégrable dans l'intervalle fermé et fini (4, b), non négative dans
cet intervalle et telle que lintégrale p(x)dx soit positive. On prend une
division de Uintervalle (a, b) par les points x;, %,,..., %, et aux intervalles par-
dels (2, #), (¥, %g).... (#s, b), on fait correspondre les fonctions ¢q(%),
2a{%)... @i () intégrales des équations différentielles (3) avec les conditions
t4), (5) et (6). ' '

On est ainsi conduit 2 la formule de quadrature (7) olt les coefficients C,
4, B, sont donnés par les formules (8), (9), et le reste R est donné par la for-
mule (11) olt ¢(%) est la fonction qui coincide avec 01(%), Pol%)-. @iy () danps
tes intervalles (a, x;), (% %5) ,...n (%, 0).

Les fonctions @,(%), . .., @uiq () sont données par les formules (12}, (13).
et (13), les constantes k; et 2, étant données par les formules (14), (15), (36}
et (17).

BEn considérant les x;, %,,..., &, comme des inconnues, on peut les déterminer
eq imposant encore les conditions (18). On est conduit & Ia formule de qua-
drature (24) qui fait l'objet de cette Note et ol &, ¥,,...%,, sont les racines
du polyndme @, (%) (formules (22), (23).

La fonction o(x) qui figure dans l'expression du reste R garde un signe
constant dans lintervalle (a, b) et tous les coefficients C, 4, Bidela
formule (24) s'expriment a laide de ¢(x) par les formules (25); - (26)
=t {27).

Ie cas i=0 ot k=0 peut se traiter de la méme maniere. De méme le cas
j=F = 0 conduit 3 la formule classique de Gauss, avec U'expression du
reste donnée 3 l'aide d'une fonction analogue 2 la fonction o(x).
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