94 Dasi Etn8 10

DIE EIGENSCHAFTEN DES ARITHMETISCHEN
INVARTANTKOMPONENTES =
= (Zus ammenfagsung) z

"'?—E-T—‘F - iR

Diese Mitteilung bringt eine Verallgemeinerung der Begriffe der G.G.T.
und K. G. V. durch die Einfithrung des Begriffes des Invariantkomponentes. -
Man betrachtet eine Menge M, die beziiglich der Operation \/ eine Halb- -
gruppe [ bildet. Es wird vorausgesetzt die eindeutige Faktorisierung der
Elemente von M beziiglich der Operation \/. Mit der Hilfe der Halbgruppen-
operation kann man in M zwei Operationen |J und () einfiithren, und dadurch
kann man M auch als einen distributiven Verband D betrachten.

. Die Invariantkomponenten der Elemente x,¢ M (i =1, ..., n) sind
die Koelfizienten

o

[

" : ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE CU NODURI
Ss=UN% (k=1 ...m 4 CONFUNDATE, PENTRU ECUATII DIFERENTIALE
LINEARE CU COEFICIENTI CONSTANTI

=== =g

in der formalen Entwicklung des Polynoms

p(® =0 (xUx) ] o
_ Es gelten die Formeln (6), (7) und (8). Aus diesen Formeln kann man : G B S0, RIREAND
die tiblichen Formeln beziiglich der G.G.T. und K.G.V. leicht herleiten. 1

[ ¥ § 1. In aceasti notd, se studiazi urmitoarea problemd. Fiind datd
o ecuatie diferenfiald lineard cu coeficienfi constan{i, de ordinul patru
E(y) = 0, se cere si se determine in funcfie de coeficientii ecuafiei diferen-
tiale, marginea superioard L a numerelor pozitive 3, care se bucurd de
proprictatea ci oricare ar fi nodurile distincte x; < #, satisficind condifia
%y — %, < A si oricare ar fi valorile reale, y;, ¥, ¥, ¥, ecuafia diferentiala
respectivi si admitd o integrald si una singurd, care si satisfacd conditiile :

y (%) = 3’}

(1.1) Y (%) =y 1
Y (%) = ¥, {
Y (%) = 2

Lucrarea de fati se incadreazi in cercetdrile pe care autorii le fac

_ in cadrul Sectiei I-a de cercetdri teoretice a Institutului de Calcul al Filialei
k3 din Cluj a Academiei R.P.R.

¥  Taptul cd mulfimea numerelor A nu este vidé, rezultd de exemplu din
3 lucrarea lui O. Nicoletti [1].

Se disting mai multe cazuri dupd natura rddédcinilor polinomului
caracteristic asociat ecuafiei diferentiale. In aceasti notd se studiazd pro-
blema enunfatd, pentru cazul cind polinomul caracteristic admite doud
riddcini reale gi distincte si doud rdddcini complexe.*)

*) In cazul cine toate rddacinile polinomului caracteristic, sunt reale gi distincte, se
obtine ei L, = o, ceiace rezultd din mnota [2].
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Vom presupune cd ridicinile reale sunt @, b, iar rddécinile complexe
sunt o -+ 2B, o — ¢B. Folosind o transformare reali de forma :

x=npnt
y=e"z()
Ecuatia E(y) = 0 se poate transforma intr-o ecuatie diferentiald de acelasi
tip E*(z) = 0, al cdrei polinom caracteristic s aibe ca rddécini complexe,
numerele ¢ 5i — ¢. In acest scop este suficient sd ludm p = [3"1 siA=oa.p
Daci se noteazd cu L*, numérul L corespunzdtor ecuatiei E*(z) = 0 atunci
are lor relajia
I

(1.3) =il l—ﬁl

In cele ce urmeazd, fird a restringe gemeralitatea problemei, se va
presupune deci ci cele doud rddécini complexe ale polinomului caracteristic
asociat ecuafiei E (y) =0, sunt ¢ si — 4. Notind cu a si b radécinile reale
ale acestui polinom, integrala g-rald se va scrie :

y = Ae™ + Be"™ + Ccos 4 + D sin x

Scriind conditiile (1.1), se obfine unsistem de patru ecuafii cu patru necu-
noscute 4, B, C, D. Pentru ca acest sistem si admitd cite o solufie unici,

oricare ar fi vectorul {y;, ¥1, ¥s, yz}, este mnecesar .gi §ufipient o determi-
nantul format din coeficienfii necunoscutelor, sa fie diferit de zero. Acest

determinant se secrie :

(1.2)

& ™M cosxy singg
ae®™  be"™ —sinx, cos#,
G2 g = ™ M cosw, sing

ae™ be"™ —sinx, cos#,

Dezvoltindu-l dupid minorii ultimelor doud coloane, se obfine indatd:

A (%, %) = M1 4 gb) sin s (6 — &) + (a — b) (€™ + €*) cos s — |
= =B I o] |
unde s-a notat s = x, — #;.
Presupunind ci ¥, > x, (ceiace intotdeauna se poate realiza printr-o
notatie adecuats), problema aflirii numérului L revine deci la aflarea celei
mai mici ridicini pozitive a urmitoarei ecuafii transcendente, in
#(s) = (1 + ab) (% — &*) sin s + (@ — b) [(e* + ¢*) cos s —
(L.5) S P (“1*2 B (1 4 @) (L + B3)st 4 g8 .. =0
Aceasti ridicini va reprezenta numirul cdutat L.
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In paragrafele ce urmeazd, prezentdm un studiu al ecuatiei (1.5), in
scopul de a preciza in ce condifii (pentru parametrii @ si b), ecuatia (1.5)
admite (respectiv nu admite) cel putin o ridicini reald pozitivd, adicd in
ce conditii numarul L ce se cautd, este finit (resp. infinit). De asemeni in
cazul cind ecuatia (1.5) admite rddécini reale pozitive, se incearci a preciza
pozifia celei mai mici dintre aceste rddécini, care dupid cum s-a specificat
mai sus, reprezintd numérul L.

Se va insemna intotdeauna cu @, cei mai mare dintre ridicinile reale
ale polinomului caracteristic, astfel ci o< a. Utilizind la nevoie schimbarea
de variabild x = — {, (care lasd meschimbat numirul I, ceiace rezulti
din formula (1.3), in care p = — 1), se poate intodeauna presupune ci
a > 0. Vom distinge trei cazuri dupd cum 6> 0 sau b < 0, sau b=0.
In §2, §3siin § 4, se studiazd ecuatia (1.5) in cazul b >0; in § 5,
se studiazd aceiagi ecuatie in cazul b < 0, si in cazul b=0.

Studiul ecuatier (1.5) in cazul b > 0.
§ 2. In acest paragraf se demonstreazi :

Lema 1. Dacd 0 < b < a gi ab =1, atunci pentru orice s > 0, are loc -

inegalitatea strictd f(s) < 0, iar dacd 0 < b < a si ab < 1, atunci inega-
litatea f(s) << 0 nu se mai menfine in general decit numai in intervalul
(0,2n], funcfia f(s) putind sd aibe rdddcini mai mari ca numirul 2= si
oricit de aproape de 2, pentru valori convenabil alese ale parametrilor
a gi b

Demonstratie. Considerdm intii cazul particular 0 < b < a si ab=1.
Pentru a ardta cd are loc inegalitatea f (s) < 0, oricare ar fi s > 0, va fi sufi-
cient s# observidm cd /(0) =0 ¢i apoi sd ardtdm ci are loc f'(s) < 0, in inter-
valul (0, ec), adicd cd in acest interval funcfia f(s) este descrescitoare.

Un caleul elementar ne arati ci

(2.1) sgn /(s) = sgn f4(s)
unde s-a notat

2.2) fls) = g latb)s f’(S) o’ [b(]_ o= az)e—bs gl 52) e—as] sin § +
. + I+ a)e™ — 1L+ 8) ] cos s — (@ — 1)

In baza egalititii (2.1) va fi suficient si ardtdm ci in intervalul (0, co)
are loc inegalitatea f; (s) < 0.

Demonstrarea inegalitdfii f,(s) < 0 in intervalul (0, ) o vom face,
ardtind cd toate valorile extreme ale functiei continue f, (s), corespunza-
toare intervalului (0,c0), sunt negative. Aceste valori extreme sunt ridi-
cinile ecuatiei

(2.3) fils) = (14 @) (1 +8) (e — ) sins = 0

adicd numere de forma s = kn unde % este un numir intreg pozitiv. Se
constatd cu uguringd cd in intervalul (0 o), maximele funcfiei f,(s) cores-
pund rddécinilor de forma s = 2px, unde p = 1,2, . . . . Pentru a ariti
cd functia f(s) este negativi in intervalul (0, o), va fi suficient si aritim
ci valorile ei maxime f; (2pm), p =1,2, . . ., sunt negative,
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Sa notdm cu fy,(b) functia de variabild b, ce se obfine inlocuind in
expresia ui f; (s), pe s cu 2pw si privind parametrul a constant :
= f(2pm) = (L4 e — (14 ) — @ b2 =

2

)
—iR (g— bpr 1) s b2 (1 s 6-—2(1;”:) e g-—zt:p:r ny e-—2np:: ~ 0

De aici se obfine indata ca

2
&

d 2 PR e Rt
(2.5) — ) =g [— #7 (L + @) + (L — 7% 0"] = f2,(0)

unde s-a notat cu f,,(b) functia :
(2.6) fopd) = — p (1 4+ a2) + (1 — g—2op=r)be2hpn

Egalitatea (2.5) ne aratd ca
d
(2.7) sgh — f1,p(0) = sgnt /2.(b)

Aceastd egalitate ne conduce a studia semnul functiei /5, (b) in intervalul
(0, ). Observam din (2.6) ca functia f,,(b) este crescitoare in raport cu
variabila & in intervalul (0, a), (intrucit prin ipotezd a > 0).

Vom arata acum cd funcfia f5,(b) are o riddidcind si una singurd in
intervalul 0 << b << a. Sa considerdm in acest scop functia f3,(a), definit
precum urmeaza :

(2.8) fap(@) = f2p() lpma = — P (L £ @) 4 a ("= 1)

. o] s
Se constatd cu ugurintd ca [;—/3_1,(:1) =0 pentru a > 0 g1 cd f3,(0) <0,
a :

iar f3,(1) > 0 (pentru p =1). De aici rezultd cd functia f3,(a) se anu-
leaza o datd si o singura data in intervalul 0 < a < co. Fie a,radicina ei
din intervalul (0, co). Evident cd 0 < a, < 1. Se observd ci

(2.9) sgn fa,(a) = sgn (@ — ay)

Intrucit prin ipotezd avem 0 < b << a si ab = 1, rezulti neapérat ci a > 1.
In acest caz, din formula (2.9) se deduce ci f3,(a) > 0, si apoi din formula
(2.8) cd f2,p(0) | b=o > 0. Tinind

b 0 Pr seama de aceastd inegalitate
: si apoi de faptul cid f,,(0) =

, —pr(14a?) — 0 5 :
[2,p(0) pr (1 +a?) S = —pa(l + @) <0, precum si
f1,p (0) 1— 72" N fipBp) A 0 de observatia ci fa,(b) este cres-
: abelal 1 citoare, rezultd ca in interva-

lul 0 < b < a, functia f;, (b)
se anuleazd o singura dati, pentru o valoare pe care o notdm cu 8,. Tinind
seama de aceasta $i de (2.7), se obtine tabelul nr. 1.
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w vy ., il - : w A :
Sd ardtdm ci fy,, (;_ =0 S;a _considerdm 1in acest scop funcfia

fa.pla), definitd precum urmeazi :

e e T e S e T e e
2. W= l,p;)—- —e =@l )
Se poate ardta ci
{2.11) sgn f4,p(a) = sgn (1 — a)
Intr-adevir se observd ci

14,p(0) = f1,p(1) = 0, fap(e0) = — oo

Apoi :
1. —2pxa =2 .05
g hpl@) =pre P+ e @) —a(l —¢ 9

De aici deducem :

1 22 2pm pm\2 2px = =y
o + fapla) =1 +T+2(:) —.8 0 —0hnd g 2‘“(0__"_)::
ol 2?57‘ 1t —2pn -—L
TS LE::,E (T) + 2p2r2e (H a )] <0

Acestea fiind stabilite, se alcitu- % 0
ieste tabelul 2, in care s-a notat o B b =
cu o, rdddcina functiei fy p(a) din =~ 9
intervalul (0, c0). Din aeesﬁ: tabel M)__‘ = ik 9 s TApn
rezultd egalitatea (2.11). Ja,p(a) I 0 2 o) N 0N —

Tinind seama de egalitatea

(2.11) rezultd c& fy,(a) < 0 iar Tabelul 2.

- i = 1 '
de aici conform relatiei (2.10), ci fi o[ —] < 0. Acesta ne araty ci f1.p() se
a

anuleazd cel putin o data in intervalul (0, a). Din tabelul 1, rezultd ci functia
f1,0(b) nu se poate anula decit o singurd dati in intervalul (0, @). Notdm cu. b
radédcina ei din intervalul (0, ). Tinind seama de relafia (2,7) si de tabelul 1‘:
rezultd pentru radici-

na b, a functiei f; ,(6), & 0 b '
inegg.litatea bp <[3;(C11 . i i
acestea precizare, ta- /[2.p(b) =Pl @) — e s O
belul 1 se complec- —, . e

teazd dupd cum se in- T1.0(0) 1—e N 0N fip(B) 20

“dicd in tabelul 3. Tabelul 2
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3 ; . i "
Apoi tinind seama de acest tabel si de inegalitatea f, (7] < 0, rezultd ci
Ore hois _1_ Cum insi b = —(prinipotezd), rezulti cd b>0b, (p=1, o),
a i

iar din tabelul 3, cd fi,p(b) = f1 (2p7) < 0. Tinind seamd de acest rezul-
tat, precum si de faptul stabilit anterior c¢d valorile maxime ale functiei
f1 (s) sunt atinse pentru s = 21?\7:, (p =1,2, .5+, rezultd ci ful_lella. con-
tinud f; (s) ia valori negative in tot mtervalulu (0, w,)\' ‘Atunm conform
relatiei (2.1), rezultd ci functfia / (s) este dﬂescrescatoare in intervalul (0, )

si cum f(0) = 0, rezultd afirmatia lemei in subcazul ab = 1. _
Considerdm acuma cazul 0 < b < a §i ab < 1. Se observd ci §i in
acest caz, formulele (2.1), (2.2), (2.3) se mentin. De asemeni rdmine vala-
bild constatarea ci in intervalul (0, o), maximele functiei f; (s) corespund
ridicinilor ecuatiei (2.3), care sunt numere de forma 0= 2¢m (p =1, 2,...).
Spre deosehire de cazul ab = 1 tratat anterior, in cazul de fafd, adica in
cazul cind ab < 1, s-ar putea ca expresia f; (2n) = f1,1(0) sd fie pozitiva,
! astfel ca suntem condusi si con-

s 0 ™ 2m siderdm doud subcazuri :

f1s) B oo 0 . ASubcazi-sl:fl(%) = f1,1(0)=0.
- ; Tinind seami de relatia (2.3) si
f1(s) 0 N filn) A L@ =0 de faptul cd f(2n) < 0, se de-
1(s) Ry % j(2x) < 0 duce din tabelul 4 ci f,(s) < 0 si

deci cd f(s) < 0 in intervalul
Tabell 4 (0’21.:]‘

A

Subcazul f; (2n) = f1,1 () > 0. Se alcituieste tabelul 5, in care s,
reprezinti rddicina functiei f, (s) in intervalul (r, 2x). Tinind seama de
inegalitatea f (2x) << 0, se deduce

3 0 e 31 2% o /(s) < 0 in intervalul (0,27).
f1(s) 0———0++++++0 Sd demonstrim acuma ci
. functia f(s) poate avea rddicini

) 7
f1(s) B S A A0 AGEE) >0 L o si oricit de aproa-
1(s) 0 ~ N f(s) ~Af(2m) <0 pede 27, pentru valori convena-
Tabelul 5 bil alese ale parametrilor a i b.

S4 considerdm in acest scop func-
tia [ (a) de variabild a, definitd precum urmeazi :

(212)  f3(a) = afis)b = %ﬁ (6®— £%) sin s+ (e + €*) cos s—[14-¢ 17 ]

Fie apoi funciile :

(2.13) jﬁ(s)zlin; fo@)=/s(a)] = — 1+ €" [2coss(145?)ssins]—e™

a=Dh

5
- xb 5ah
e — ¢

W= 5] = — 1+ f oy

514

_..5_,;1, ’ Ean!J
2% f(B) = b A (14 B) —e?

e

)=

1s(0) =

—
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Evident ci :

fs(b) =1+

e 5 3 b
T %ﬁez“"<1+§°nf)f@2” <0

5
Se alcituiegte tabelul 6 din care se deduce ca pentru 0 < b < b;, (din
tabel rezultd ca radacina b, < 1), functia fy(s) are in (27:, %-n:) cel pufin
o rdddcind de ordin de multiplicitate fdrd sof, (dat fiinded f; (2n) =
— e - P O (% Tr) > 0). Daca se inseamnd cu 2w + B (),

f > 0), cea mai micd dintre ridicinile in chestiune, are loc egalitatea
B (0) = 0, (dat fiinded f; (2=) = 0 pentru & = 0). Functia B (b) fiind evi-
dent continud in variabila b, (expresia fi(s) fiind o functie continui de
variabila 8), inseamnid cd pentru b > 0 suficient de mic, 8 poate fi ficut

b 0 B by 1 oo

Bt — 4 92 5
sl PEEE R TS e e
b — 4 = L% e
14(0) 5= 72 LB N0 N 1B 0 N e
Tabelul 6

arbitrar de mic, adicd pentru un s;>2x fix, oarecare, se poate alege un
numdr by, (0 < b, < 1) fix, destul de mic, astfel incit pentru orice 5,
(0 <b<by=0y(sy), sd se aibd 2n + B < s;. Cum insd

fo(s) = — 26+ &7 [(—1 + B2) sin s + 2b cos s +
+ (1 4 6%) s (cos s + b sin §) ]

se obfine cd

e —4bx |

—  fo@r)=—b4+ e (n+ b+ ) F0

i

o 9] [ . ] . 4 . . U
dacd b nu se confundd cu nici una din rddicinele lui f5(2n) considerati ca

<
functie de b. Se poate decilua pe s, (21: =T T % -n:) destul de aproape de

2m, astfel ca pentru2m = s = s, si se aibe fg(s) 50 (dat fiind ci fg (5) este o
functie continud de variabilele b gi s), i deci cainintervalul (2, s,), functia
/s (s) sd aibe numai o ridédcind s = 2x + B de un ordin de multiplicitate firi
sot. Alegind astfel pe s;, avem f; (s;) > 0. Cum f5(a) este o functie continui de
variabila @ in punctul @ = b, se poate alege un numir b, suficient de mic
§i satisficind inegalitdtile: 1 > by = by (s;) > 0, astfel incit pentru orice
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a si b < b, (s;) verificind inegalitdtile 0 <b <a<<b + by, sd se aibe f5(a)=>0
si deci f (s;) > 0. Cum insd f (2n) < 0, iar s; < 2w, asa cum s-a mai obser-
vat in repetate rindusi, putind fi ales oricit de apropiat de 2x, inseamna
ca intervalul [0,2 =] in care f(s) << 0, nu poate fi marit.

§ 3. In paragrafele 3 si 4, finind seama de rezultatele deja obtinute,
se continua studiul ecuatiei f(s) = 0, in intervalul [2rm, o), cdutind si se
precizeze mai mult pozifia celei mai mici rdddcini pozitive (in cazul cind
aceasta existd). Vom mentine si pe mai departe ipoteza ci 0 < b < a.

Consideram in loc de ecuatfia f (s) = 0, urmitoarea ecuatie echivalenti
cu prima §i mai comodd pentru expunerea ce urmeazi :

(3.1) F(s) = — . f(5) =

=(@—0b) (" +¢) — (a—b) [1+ ] coss +

+ (1 +ab) [1 — ] sin s = 0.

Transcriem aceast ecuatie sub forma |
(3.2) F(s) =Y (s) — R (s)sin [s 4 a(s)] =0
unde

Y (5) = (a — b) (¢ + &™)

R(s) =f{(a—b)2 [1 4“2 4 (14 ab) [1 — 74}

(@ — &) [ 4 1]
(@ + ab) [ 4 _1]

(3.3)

o (s) = arctg

L, ; A ;
Un calcul elementar ne aratd ¢ — < 0, oricare ar fi se (— oo, o), adici

ds
cd « (s) este o functie descrescdtoare in intervalul (— oo, o). Cind s vari-
azd inintervalul (0,o0), atunci a(s) descreste dela —;E la valoarea arctg lg—l-_ bb: y.
. a

Numidrul y satisface evident inegalitatile

(3.4) 0<y<a(s)<%,pentru0<s<oo

Sa considerdm functia 'Y (s) ce figureazi in (3.2). Ne propunem intii si
studiem comportarea acestei functii Y (s) fatd de factorul de amplitudine
R(s) din (3.2). Acest studiu ar putea furniza indicatii cuprivire la exis-
tenta si distribufia rddécinilor ecuatiei F'(s) = 0. De exemplu, dacd se va
ardta cd intr-un interval oarecare I, are loc inegalitatea Y(s) > R(s),
atunci in acel interval ecuatia F(s) = 0 nu are nici o ridicind reald,
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Pentru a studia comportarea mutuald a curbelor y = Y (s) ¢i y = R(s)
este suficient sd studiem distributia zerourilor functiei :

y=5(s) =Y (s) — R(s) = (a—0) (" +¢ ")~
{(a—b)2 [g(a—f:)s*l]E_i» (1 4 ab)? [c’(“—b)s g 1]2},11

pentru s > 0. Vom demonstra urmatoarea

il

Lema 2. Oricare ar fi a si b satislacind conditia 0 < b < a, in intervalul
(0, o) curba de ecuatie ¥ = ¢ (s) transverseazd axa Os o datd $i o singurd
datd, trecind din semiplanul inferior in semiplanul superior. (fig. 1).

Demonstratie. Se observa ca Y (s) > 0 si R (s) > 0 si deci este sufi-
cient sd demonstrdm aceastd lemd pentru funcfia ®(s) = YV2(s) — R?(s)
Avem -

(3.6) ®(s) = (@ — b % + (@ — b)2e™ —
— [{a— b2 + (1 + ab)2] 7 £ 2(1 + ab) " — (a0 — B)2 — (1 + ab)?
Va [i sulicient si stabilim proprietatea :

Dacd pentru un s > 0 are loc inegalitatea @ (s) > (), atunci pentru
acea valoare s are loc si inegalitatea ®’(s) > 0.

Tutr-adevir, avem :

1 1D
=t

2(a —b) ds
unde v = (1 + a?) (1 + 5?)
Din inegalitatea ®(s) > 0, rezultd inegalitatea

(3 . 8) ;82(0—@)6' - (ﬂ e b)z 82(13 b= (fl — b)g-g—ZbS _f_; = 2(1 + Hb)g B(ﬂ—b}s

6{,(!’1 = b)e?.asﬁ_ b(a Wl b}e—sz_ ;ezm-—b)s_l_' (1 + ab)ze(ﬂ'—b)s

Apoi, tinind seama de aceastd inegalitate precum si de (3.7), se obtine

(3.9) 1 @> a((l . b)gzas - b(ﬂ - b)e'_zbs—;fi 2(a—b)s il
2(a — b) ds

g Y 2a—b)s (a _E i et o= oh G S l E=

2 2 2 2

[(@— B) (@ + B) (£ — =29 — '{182(-’1—&)5 T T}q’(s)

wgr—t

I'ie s, cea mai mica radacina pozitivd a ecuatiei ®(s) = 0, rddacina in care
curba de ecuatie y =®(s) taie axa Os, trecind din semiplanul inferior in

semiplanul superior®). In acest punct in relatia (3.9), semnul > se in-

*) Existenta unui astfel de rddiacini rezultd din relatiile ®(0) = ®'(0) =0, ®”(0) =
= —2(a— b (1—ab? = 0, B(+ %)=+ e,
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locueste cu semnul = inrucit o astfel de schimbare are loc si in relatia (3.8)
pentru s =s,. Putem deci scrie

1 -d® 1
3.10 BTt e G L
e TSI TS R

Dar in intervalul (0, s,), functia @ (s) este nepozitivd prin felul cum s-a
ales rddacina s,. Cum insa in punctul s, curba y =@ (s) traverseazi axi Os,

trecind din semiplanul inferior in semiplanul superior, rezulti ci — =0
S §=380

si conform egalitatii (3.10), are loc inegalitatea
(8.11) W(sy) =0

Vom ariita cd curba de ecuafie y = ¥(s), nu taie in intervalul (0, )
decit o singurd datd axa Os, trecind din semiplanul inferior in cel superior ;
de aici {inind seama de (3.11) va rezulta pentru orice s > s, inegalitatea

P(s) > 0 de unde in baza relatiei (3.9) va rezulta inegalitateai—@ S (051
s

astfel lema va fi demonstrata.

Intr-adevir, se obfine indati ci

W' (s) = 2a(a® — B2)e™™ 4 2b(a® — B2)e2* — 2(a — b)y 2@V

W(s) — (2a? ( — 1) 2% — (20 (@ — B) — [2(a— b) Fyetet
W(s) — (2 (0 — W)+ (20)8 (@ — B)H  [2(a — )Py A0S
W(s) > 2 W (s)

Din ultima relatie se vede cd dacd pentru o valoare oarecare s > 0, are loc
inegalitatea W"(s) = 0, atunci pentru acea valoare s are loc si inegalitatea
Y"(s) > 0. De aici rezulti ci funcfia W"(s) nu poate avea in intervalul
(0, ) mai mult de o rddicing ; Tinind seamd de aceasta precum si de egali-
tatea sgn W'(0) = sgn W"(0) = — 1, rezultd ci functia W'(s) are o singuri
rdddeind pozitivi, trecind dela valori negative la valori pozitive, atunci cind s
creste dela 0 la co. Mai departe, finind seama de egalitatea W(0) = 0, pre-
cum si de cele constatate anterior cu privire le funcfia W'(s), rezultd ci
funcfia W(s) are o rddécind pozitivd si una singurd siia valori pozitive
la dreapta acesteia. Deci, dacid pentru o valoare oarecare s > 0, are loc
inegalitatea W(s) = 0, atunci are loc gi inegalitatea W(s - %) > 0, oricare
ar fi numidrul A > 0. In particular, din inegalitatea (3.11), rezultd
conform observatiei precedente ci functia W(s)- ia valori pozitive in
intervalul (s,, o), si mai mult chiar, — ci este crescitoare in acest
interval. Tinind seami de aceasta, din inegalitatea (3.9) rezulti ci
in intervalul (sy, co), functia ®(s) este crescitoare si ia valori pozitive.
Intrucit s-a presupus ci s, este cea mai micii ridicind pozitivd a ecuatiei
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®(s) = 0, raddcind in care curba respectiva traverseazd axa Os, rezultd
din cele stabilite anterior cd curba de ecuatie y =@ (s) traverseazid o sin-
gurd datd axa Os in intervalul (0, oo), fiind strict crescitoare la dreapta
punctului de traversare s,**). Astfel, lema este complect demonstrati.

Intr-o formulare mai sugestivd, lema demonstrati anterior poate fi

enunfatd precum urmeazd :

In intervalul (0, o), curba (Y) de ecuatie y = Y(s) traverseazi o
singurd datd curba (R) de ecuatie y = R (s); la dreapta punctului de tra-
versare, curba (Y) se situazd strict deasupra curbei (R), (fig.1).

§ 4. Aplicarea lemer 2 la studiul distributiei vdddcinilor  ecuafiei
1(s)=0, in cazul 0 <b < a.

54 notdm cu M, punctul de traversare al curbelor (V) si (R), situat
la dreapta axei Oy si cu s, abscisa acestui punct, (fig. 1). Evident ci s, > 0.
Din lema precedentd rezultd cd in intervalul (s,, o), curba (Y) se va situa
strict deasupra curbei (R), iar in intervalul D
(0, sy), curba (Y) se va situa sub curba (R).
Tinind seami de expresia (3.2) a functiei
F(s), rezulta din cele de mai sus ¢4 in inter-
valul (s, oo) ecuatia F (s) = 0 nu va avea
nici o raddcind. Pe de alti parte, din lema ...,
1 rezultd cd in intervalul (0, 2], ecuatia
F(s) =0 nu are nici o rdaddcind. Deci
in cazul cind aceastd ecuatie admite rada-
cini pozitive, atunci neapdrat s, > 2w si
aceste raddcini trebuie sd fie situate in
intervalul (2w, s,].

Sa consideram acum ecuatiile

Fig. 1.
(4.1) g,{(s):s+a(s)ﬁ(§+2kn)=o, (k=1,2,...)

Lvident cd oricare ar fi £ =1,2, . . ., ecuafia ogy(s) = 0, are cel putin
o riddcind reald pozitivd, intrucit o,(0) < 0, iar gy(~) = . S notim
cu s o raddcind pozitivd oarecare a ecuafiei (4.1). Se verificd cu usurinfa
cd sy satisface inegalititile

(4.2) 2kn<sk<2kn—|——z-ﬁy

]

¥*) S-ar putea ca in intervalul (0, sy), curba y = ®(s) sd mai tale axa Os, in puncte in
care insd sd nu traverseze aceastd axd. Aceste puncte o si reprezinte zerouri multiple ale func-
tiei @(s) si deci ale funcfiei g(s).




106 O. Arama, D. Ripianu 12

Intr-adevir, finind seama de inegalitatile (3.4), rezulti ci
(4.3) = Ox(2km) < 0
Apoi,
T w ks s .
Gk(an g -y) = 2km _}_?7 Y +a (Zk'rr T y] — (uo—ir.’kn) —

=a(2kn —|—:t—’—y)~y

si in baza inegalititilor (3.4), rezulti ci ultima expresie este pozitivd si
deci ko '

(4.4) o (2kn+-§—y)>0

Din (4.3) si (4.4) rezulta inegalitatile (4.2).
Referindu-ne la fig. 1, radécinele s, reprezintd abscisele punctelor de
tangentd a curbelor de ecuafie y =R (s) si y = R (s) sin [s 4 « (s)].

Fie mai departe ecuatiile
(4.5) ok(s) =s+ afs) — Rk +1)x=0; £=0,1,2,...
(4.6) ar¥(s) = s+ afs) — 2kn =0 ; T U R
Se poate demonstra intocmai ca mai sus cd aceste ecuatii au rdddcini res-

pectiv sf, si*, satisfdcind inegalitétile

(4.7) 2kn+%<s;<zfm+n—- v
(4.8) (2k — D + = < st* < 2hm — v

Referindu-ne la fig. 1, rddicinele s} si s{* reprezinta abscisele punctelor
de intersectie a curbei de ecuatie y = R (s)sin [s 4 « (s)] cu axa Os.

Lvident ci intre rddécinile s, si, st*, are loc relatia
(4.9) Sl G R

Ne propunem acum si demonstram urmdtoarea

Lema 3. Dacd ecuagia I (s) =0 are o raddcind pozitiva s, care
satisface o inegalitate de forma s=s,, unde s, reprezintd o rddédcina a
ecuatiei o,(s) = 0, atunci ecuafia F (s) = 0 admite raddcini in fiecare din

intervalele [2kn, si] si [sg, sk], unde bk =1,2,...n.

13 Asupra problemeci polilocale 107

Demonstratie. Ptin ipotezd F (s) =Y (s) — R (s)sin [s 4+ a (5)] = 0
si s > 0. De aici rezultd inegalitated Y(s) — R(s) =0. De aici, tinind
seama de lema 2, rezultd cd s =s,, unde prin s, s-a notat abscisa punctuliui
situat la dreapta axei Oy, in care curbele (V) si (R) se traverseazi. Tot din

“lema 2 rezultd cid in intervalul (0, s,) si deci si in subintervalul (0, s], are

loc inegalitatea Y(s) — R(s) = 0. Aceasti inegalitate va fi satisficuta

in particular pentru s = sy, unde A =1,2,..., n, intrucit 0 < s, <'s, < ..
L LS < ... < s =s. Putem deci scrie inegalititile
(4.10) Yo — Risg) =10,  k=1,2... %

Tinind seama de faptul cd s este o rddécind a ecuatiei oy(s) = 0, adicd

] ; T ol
cd s satisface relatia s, 4 a(sy) = 2kn + 7 rezulta ca

(4.11) F(sg) = Y(sr) — R(se) sin [s¢ + a(se)] =Y (sx) — R(sy)

Din (4.10) si (4.11) deducem

(4.12) Bieni= 00k — 2

Pe de altd parte, tinind seama de expresia (3.1) a functiei F (s), avem :

(4.13) F(2km) = (a — b) [6**" 4 e72k 1 — (Ho—tksy

Vom ardta cd acestd”expresie este pozitivd pentru k=1,2, . . . . Intr-
adevar, utilizind expresia (1.5) a functiei /(s), se deduce cu uguringd
egalitatea

A3 (@) = (2 — b) (25— 1) (1 — 200
si de aici cd
(4.14) sgu f(2kn) = — sgn b

Intrucit s-a presupus b > 0, rezulti din egalitatea precedentd ci
/ (2km) < 0, pentru k=1,2,. .. Tinind acum seama de relatia (3.1),
rezultd inegalitatea
(4.10) Fi@im) i 058 =1, 2, . .,

Din inegalitdfile (4.12) si (4.15) rezultd cd ecuatia F(s) = ( admite cel putin
o rdddcind in intervalul (2km, s.], k=1,2, ..., n. Apoi tinind seama de

(4.12) precum si de faptul ci F(s}) = Y(s}) > 0 rezultd ci ecuatia F(s) = 0

admite rddicini reale in fiecare din intervalele Ise, 5k), B=1,2, ...,
Cu aceasta, lema este demomnstrati.

Consecingd. Din lema precedentd si din lema 1 rezulti ci oricare ar
fi a si b satisficind inegalitifile 0 < a < b, dacd ecuatia /(s) = 0 admite
rdddcini reale pozitive, atunci notind cu 7,, cea mai mici dintre ele, au loc
inegalitatile

2w = rm g Sq
unde s; este radacina ecuafiei o,(s) =0 din (4.1).
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Se poate obfine indatd o delimitare mai comodd insd mai pufin buna
decit aceia dati mai sus, — dacd se tine seami de (4.2).
Astfel se obfine delimitarea

= b
a1 < ¥ <T)'_7.Y

1 P
unde = aretg——+———
1+ ab

Observiri. O condifie suficientd ca ecuatia f(s) = 0 sd aibe radécini
reale pozitive este ca s, = s,, adicd {inind seami de lema 2 ca O(s,) = 0,
unde s, reprezintd cea mai micd rdddcind pozitivd a ecuatiei g,(s) = 0.
Din figura 1 si din inegalitatea 2x < y,, se vede cd o condifie suficienta ca
ecuatia f(s) = 0 sid nu aibe rdddcini resle pozitive, este ca s, < 2w, adica
tinind seama de lema 2, ca @ (2x) > 0. A fortiori ecuatia f(s) = 0 nu va
avea riddcini reale pozitive, dacd ®(6) > 0. Dacd se tine seamd de expresia
(3.6) a functiei ®(s), aceastd ultimd condifie se scrie :

D(6) = ga, b) = (a — b €2+ (@ — b =12 — [(@ — b +
+ (1 + ab)] et2e=b) 4 2 (1 .+ ab)? efa=b) — (g — b — (1L 4 ab)* > 0

og

2
Un calcul simplu ne aratd ci g lp=p= —| =0.sicd d_g‘ = 2 (e120f-g=120)
aa da a=bh

a=b
1
— 144p2 (1 + 7b‘3) —7h
& . i . 0% s R A
Dacd se presupune cd b >-2f, atunci Fyr ~ (. Rezultd in definitiv ci ori

Ala=b

care ar fi b >%, va exista un interval de forma (b, b + <), astfel incit daci

a este cuprins in acest interval, atunci g(a,d) > 0 si deci functia f(s) si
nu aibe ridicini reale pozitive.

In concluzie, tinind seama de enunfurile lemelor 1 gi 3, precum si de
consecinfa acesteia din urmd, se poate enunfa urmdtoarea’

Teorema 1. In cazul 0 < b < a si ab=1, ecuafia f(s) = 0 nu are
nici o ridicind reald pozitivd, de unde rezultd cd in acest caz L = co.

In cazul 0 < b < a si ab <1, ecuafia [(s) = 0 poate avea rddicini
reale pozitive. In cazul cind ea admite astfel de rddécini, atunci notind cu
¥m pe cea mai mici dintre ele, are loc inegalitatea 2rx<< 7, =s;, unde s, este
cea mai mici riddcind reald pozitivd a ecuatiei oy(s) = 0 din (4.1). Pentru
valori convenabil alese ale parametrilor a si b, radacina 7, poate fi oricit
de aproape de numdirul 27, Rezultd deci cd in cazul cind L este finit, el
satisface neapidrat inegalitdtile 2r < L = s,, putind insd sad ia valori oricit
de aproape de numirul 2w, pentru valori convenabil alese ale parametrilor
a sib.

§ b. Studiul ecuatici £(s) = 0 in cazul b < 0.
Dupid cum s-a mentionat la sfirsitul paragrafului I, putem presupune
ca a > 0. Vom demonstra urmatoarea
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Lema 4. Dacd b < 0 < a, atunci functia f(s) din formula (1.5), se
anuleazi 1n intervalul [0, co) pentru o infinitate de valoris = v, # =1, 2, ..
care sunt astfel fncit
(5.1) Ty =00 B e () e = 0
iar in intervalul (v,, t,41), are loc egalitatea

sgn f(s) = (— )", =0 1.2 .

Demonstratia acestei leme se poate face alcdtuind tabloul de variatie
al functiei f(s) in intervalul [0, o). In acest scop observdm intii ci relatia
(2.1) se mentine si in cazul b < 0 < a. Din egalitatea (2.3) rezultd ci valo-
rile extreme ale functiei /,(s) in intervalul (0, o), corespund unor numere
deforma s = ki unde &= 1,2, ... ; pentru walerl 2 =2pm, =1,2, ...
functia f,(s) ia valori maxime, iar punctele s = (2p 4+ )=, p=1,2, ...,
constituie pentru aceastd functie, puncte de minim. Si cercetim acum sem-
nul acestor valori extreme ale functiei f;(s).

Obtinem indatd

(5.2)  f2pn) = (L4 a)P £PT — (1408 P _ g2 2=
=l (E—pra ne 1) _l_ bz(l e g—Q(sz) _l_ B_pr“.ﬁ 8-—2apn >0

Se aratd cu usuringd cd

(5.3) fil(2p + D] << 0 pentru p =0, 1,2, .
Intr-adevir, sd notdm cu fg,(b), functia definiti precum urmeazs :
fop®) = Fil2p + Nn] = — [(1L +a2) &~ HFI™ — (1 pp) ~EHDR
— (a® — b?)
Avem
fop(d) = (2p + 1) n (1 4 a2) BTV 4 9p [1 4 g~ PPF1ma;
]';.p(b) — — 2p + 1)22 (1 + a2) (2 +1)ab -+ Ok ”—q(zp-mxd]

fo.n(b) = (2p +1)3 73 (1 4 a?) D= 5 ¢
Considerdm acum functia de variabila «:

fio.p (@) = fop(b) lomo = — (2p + 1P'm*(L+a%) + 2 [1 + &~ F0%]
Aceasta este evident descrescdtoare cind variabila a creste dela 0 la oo Dar
f10,p(0) =4 — (2p 4+ 1) nw? < 0. De aici rezultd cd fiop(a) <0, pentru

a = 0. Se deduce dar din tabelul 7 ¢ f;[(2p + 1)x] < 0 pentrup = 0,1, 2, ...
ceiace demonstreaza relatia (5.3)

I e
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Apoi din (4.14) avem :

(5.4) & sgn [(2pm) = — sgn b
b — o® 0

L e e e o

fopd) | —e A % <0

Tinind seami de
relatiile (2.1), (2.3),
(5.2), (5.3) sl (5.4), pre-
cum si de relatia evi-

dentd /[(2p +1)x] <0,

faall e NN >0 se alcituieste tabelul 8
1 Ccale eZulta ca
fopld) | — o A —(142a2) + e DM~ ecuatia f(s) = 0 are o

- infinitate de rddédcini
abelul 7.

§ = 14, care sunt ast-
fel, incit verificd conditiile (5.1), iar in intervalul (r,, T,41), are loc egali-
tatea sgn j(s) = sg (—1)", n =1,2, ...

In cele ce urmeazd vom cduta si precizim mai mult pozitia rdddcinilor
reale pozitive ale ecuatiei f(s) = 0, in cazul considerat adicd in cazul b < 0
(sia>0) : :

Lema 2'. Dacd a > 0, b < 0 atunci in intreg intervalul (0, ), are

loc inegalitatea @(s) << 0, adicd Y(s) < R(s), (fig. 2).

Demonstrafie. Se observa cd si in acest caz ®(0) = 0. Apoi notind

—b =0 (/= 0) avem:

—Eff%z[M+@L+u-wmﬂ””_aw+ﬂwm—aw+mﬁs‘
_(1 o aﬁ)zg(aﬂ-ﬂ)s — 1If(s)

Prin calcule elementare se obtine
aw
as s=0

= (@ + 8) (1 + af) >0

De aici se deduce cd in vecindtatea punctului s = 0 si la dreapta acestuia

funcfia W(s) este pozitivd. Apoi finind seami de expresia acestei functii,

se observd ca daca pentru o valoarea oarecare s, are loc inegalitatea W(s,)=0

atunci are loc i inegalitatea W(s, + &) > 0, oricare ar fi numdirul 2> 0.

Intr-adevir, se constatd indatd cd dacd W(s,) = 0, atunci are loc inegali-

tatea W(s, + &) > £XTO!, W(s,y), de unde rezultd proprietatea enuntati.
Dar s-a ardtat ca W(s) este pozitivd intr-o vecindtate a originii. Rezulta

. X3 i iy SAD o .

cd Y(s) este pozitivd in (0,c0) si deci cd = este negativd in acest interval.

ds
Deoarece @(0) = 0, rezulti cd @(s) este negativd in intreg intervalul
(0, e0).

17 Asupra problemel polilocale 111

Vom distinge trei subcazuri dupd cum produsul |a b este mai mic,
mai mare sau egal cu unitatea. Considerim intii

Swbeazul 1. b<0<asi |lab| <1

In acest subcaz, formulele (3.1), (3.2), (3.3) rdmin valabile. Tunctia «(s)

‘va continua si rdmind descrescdtoare in (0, o). -

Lema 5. Inipoteza ci b < 0 < a si |ab] < 1,
ecuatia f(s) = 0 are o infinitate de riddacini reale

pozitive. In fiecare din intervalele (si* sg) si
(Sk, 8%), #=1,2, ..., se afld cel patin cite o

raddcind reald, (fig. 2).

Demonstratia este asemanatoare cu aceia da- _
td in cazul lemei 3. Anume, inind seama de sem- Tt
nificatia numerelor sy, s;, si*, precum si de ex- Fig. 2. ‘
presia (3.2) a functiei F(s), sc obtine :

Fsg) = Y(s)) — R(sp) < 0; F(sk*) =Y (s8*) > 0; F(s*) = Y(s*) > 0, etc.

Lema 6. In ipoteza cd b < 0 < a si |ab| < 1, cea mai mici ridicini

reald pozitivd a ecuatiei /(s) = 0 este situatd in Intervalul (s{* s,), unde

s1% si s sunt respectiv raddcinile ecuatiilor (4.6) si (4.1). De aici rezultid
cd in cazul considerat, numarul L satisface inegalitatile sf* < L < s,,
. ] e o T ST S a—Db
sau mai putin preeis, inegalititile — < L << — — v, unde y = arctg
2 2 . 1+ ab

(evident ci 0 <y< l;-] 5 ¥

7<|

Demonstratie. Vom ardta intii cd in ipoteza mai generald b < 0, functia
s -+ a(s) ce intervine ca argument al funcfiei sinus in formula (3.2), este
crescdtoare in raport cu variabila independentd s, in intervalul (— e, o).
Intr-adevar, un caleul elementar ne aratd cid

L ta =14+ %=
(I + flb)i[g(“‘—b)"" __1]2 e b)? {g(a—b}s SRR B b)ze(tz—b)s
(1 L ab)z [e(uﬁb}s L S ”3 -+ (a ok b)g [F(zhb)s 4 1]2

Intrucit prin ipoteza b < 0 < a, rezultd cid 1 + ab < 1, si deci ca

]
(h.5) :E[S = a(8)] = 0, (— oo <8< o)
Din aceastd constatare rezulta cd ecuatiile (4.1), (4.5) si (4.6) au

A : - P . oy . i
cite o singurd rddacind respectiv in intervalele (an, 2kn + =5 ﬁy)
o~
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(zkﬂ_]_ %) 2kw + T — 'Y) si ((Qk —1)=m + %, _ 2k — Y)- Aceste raddcini

au fost notate respectiv cu sg, S, si*, Sd mai considerdm ecuatia

(5.6) 5ls) — s + als) —m =0
Se observi finind seamd de expresia functiei «(s) din (3.3), cd
— T T
c (0) :ot(())—n:?—ﬂ:— _?<0

on) =n+ a(m) —w >0

Cum o(s) este o funcfie crescdtoare in raport cu s, conform inegalitatii (5.5),
rezulti ci ecuafia ofs) admite o rididcind si una singurd s, satisficind
inegalitifile

(5.7) g s=mn"
Referindu-ne la figura 2, si finind seami de forma ecuatiei (5.6), pre-
cum si de faptul ci funcfia R(s) din’(3.3) este crescdtoare in raport cu
s, se constati cd rdddcina s corespunde primului punct de intersectie
situat la dreapta originii, a curbei y = R(s) . sin [s + «(s)] cu axa Os. Se
constatd apoi, finind seama de faptul ca functia s -+ «(s) este cresci-

toare, — ci dacd s e (s, si¥), atunci 7 < s + a(s) < 27 si deci cd funcfia

y=R(s) .sin [s + «(s)], ia valori negative, in intervalul (s, $1*). Din figu- -

ta 2, se constatd cd in acest interval, diferenfa Y(s) — R(s) sin [s + o (s)]

va fi pozitivd si finind seamd de (3.2), — cd in intervalul (s, si*) are loc
inegalitatea strictd f(s) < 0. Pe de altd parte, din lema 4, rezultd cd gi in
intervalul (0, «), functia f(s) ia valori negative. Cum insd 0 <s <, dupd
cum ne aratd inegalitdtile (5.7), rezultd in definitiv ci in intervalul (0, si*)
functia f(s) nu se anuleazi, luind valori negative. De aici si din lema b
rezultd cii cea mai mics radicind reald pozitivd a ecuatiei f(s) = 0, rddédcind
pe care am notat-o cu 7,, satisface inegalititile

(5.8) s < rm < 8y

si tinind seama de inegalitdtile (4.2) si (4.8), rezultd ca
3 b

(5.9) ‘ ?n <tn< -;f -

unde y = arctg fT_;;— (evident cd 0< < —;—)

A
#) Tinind seamd de faptul cd funcia o (s) descreste dela - la valoarea y, atunci cind s

— Tt 1
creste dela 0 la w0, se poate indatd arfta ci raddcina s, satisface ineg. mai precisd 5 <s<aw

Asupra problemei rolilocale

19
%
(o [—
= !
= -
£l -+
+ &,
Q| e | =+
e Lat
= = P B
LT R+ e
=
G e S
gl #| e &
@ . I
FaE ] e
B
B +T—T| 7
=) =I5 =
it s s
X =
I =y
&1 L E
S et oy
| A e
e | = N
& =} §+ 5
ey
et E
o e | &
= =
F A2
e
o =l S 5
| A =
r:}—?] < £+:
s
R e
~ o iy =
w5 i = — R
= N =
5 E
el
=1 e} ol (=}
) :"3: = i)
T Eia -,

8 — Babes—Bolyal Matematici

Tabelul &

e o :
& E ™ § w
bl o S .
el
i = =
E g
=9 .
& el == x
+ > | &
] E | i
i )
== < Q, A
< A
) E” | Pl
> L B R
o |
5 2| 7
& | S =
1 8 e
B
5 I S S e
A < < =1 =
o = @'i F 7
BBl S (S B
(3 i r o
T
\ s
4 'j S &
2+ fer
il SO
™1 < E:}, + <
iy g
=i i T =
o i = :;:‘
S1= N | e
L L
l 2 2
=) = =i =
o = I =
| d =

Tabelul 9

113




AL

RIS A R S Paan

_.

oL

114 0. Arami, D. Ripianun 20

Observare. Referindu-ne la lema b, putem restringe mai mult intervalele
(st*, sp), k=1,2, .., In care ecuafia f(s) = 0 admite cite o rddicini.
Astfel se poate cu usurin{d ardta cd ridicina ecuatiei f(s) = 0, cuprinsi
in intervalul (si*, si) este de fapt situata in intervalul mai restrins (si*, 2/kx).
intradevir, si numerotam rtadécinile pozitive ale ecuatiei f(s) = 0, dela
stinga spre dreapta si sd considerdm radidcina de ordin 2k — 1. Fie ea
to—i. Conform lemei 4, aceastd radécind satisface inegalititile
(510) (2:’\’ — l)TE <= Top_qve 2km
Pe de alta parte, din lema 5, rezultd ca aceastd radacina satisface inegali-
tatile :

(5.11) Sk < Topd < Sk

Din compararea inegalitifilor (5.10) si (5.11), rezultd inegalitatile

(5.12) ST <Top—1 < 2km

Din (4.2) rezultd cd 2kw << s i deci el intervalul (s;”, 2kr) este un subinterval
propriu al intervalului (sg*, sg).

Astfel de exemplu, a treia rdddcind pozitivd a ecuafiei /(s) = 0 se va

. . . o T
situa in intervalul (s3*, 47), sau mai pufin precis, in mtervalul(Br: -+ > 4—7:), ete.

Subcazul 2 b<O0<asi labj>1

In acest subcaz, formulele (3.1) si (3.2) rdmin valabile iar formula
(3.3) trebuie modificata astfel :
(@~ B)[1 4 27
(1 + ab) [ 1]

Functia a(s) va fi in acest subcaz crescitoare, intrucit derivata ei in raport
cu variabila s este pozitivd in intervalul (— o, ev). Cind variabila s cregte

(h.13) %(s) = = + arctg

. ™
dela 0 la oo, functia «(s) va creste dela % la valoarea ®# vy =n +
a—>b N e e
— . Se observa cd oricare ar fi se (0, ), avem :

1 -} ab

+-arctg
Ecu()<m—

Enunfurile lemelor 2’ si 5, se pdstreazi cu singura modificare ci radicinile

Sk, SE*si sk, se vor situa respectiv in intervalele

(zknt (g_ M), 2k1‘c), ((2k—])n+|Yl, e — %)

(mn+WL@k+nw—§J
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De asemeni rdmine valabild inegalitatea (5.5), precum dealtfel s-a specificat
si anterior. Folosindu-ne de faptul cd ecuatia (5.6) admite §i in acest subcaz
o riddcind si una singurd s, care satisface inegalititile (5.7), se pot reuni
rezultatele enuntate in lemele 4 si 5, precum urmeazi :

Lema 6. 1In ipoteza b < 0 < a si |ab| > 1, cea mai mici ridicini
pozitivd a ecuafiei f(s) = 0, este situatd in intervalul (si*, s,), unde s}*
si s, reprezintd radécinile ecuatiilor (4.6) si (4.1), de aici rezultd cd in cazul
considerat, numirul L satisface inegalititile si* << L < s,, sau mai pufin
precis, inegalitdtfile = 4 |y| < L < 2%, unde y = arctgla_: o

a

Intocmai ca in subcazul precedent, se pot aduce unele preciziri referi-

toare la pozifia celorlalte rddacini pozitive ale ecuatiei f(s) = 0.

Subcazul 3. b<0<asi [abl =1.

In acest subcaz, in locul ecuafiei f(s) = 0, considerim urmitoarea
ecuafie, echivalentd, care se obfine indatid din (3.1)

1 JS
(5.14) f*(s) = — (a + %]_i % fe) = e 4 % (e cos 5 =

= X*(s) — R¥*(s) cos s

1
—s 1
unde s-a notat Y*(s) = ¢* 4 ¢” iar R¥(s)=1+ e(“+7]s‘ Observdm ci
Y*#(0) = R*(0) = 2. Apoi pentru orice se (0, ), avem §
1
B s 1 o ) el e (2] Jorh D
ds a a a ds
Rezultd deci cid pentru orice se (0, o) are loc relatia
(5.15) 0= X ¥(5) < RM(s)
Din (5.14) gi (5.15) rezultd indatéd cd ecuatia f(s) = 0 are o ridicind cuprinsi

Sz digs 3n x ; e se b
in intervalul > 2m|, de unde, Tn baza lemei 4 rezultd ci cea mai micd

rddécind pozitivd a ecuafiei f(s) = 0 este situatd in intervalul (%Tf, 27:).
Putem deci enunfa urmitoarea ;
Lema 6. Inipoteza b <0 < agi |abl=1, cea mai mici rddicini
pozitivi a ecuafiei f(s) = 0, se situeazi in intervalul 3;_7r’ 27:]. De aici
rezultd cii in cazul considerat, numérul L satisface inegalititile

%E<L < 21

SRt e e

s s

=SES Ry = e

S

= s
T
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Observare. Din (5.14) se constatd cd rdddcinile pozitive ale ecuatiei

i, z e : 2 \
/(s) = 0, sint situate respectiv in intervale de forma (ric —— 2k1r) si
™
(Qkﬂ-‘, 2k + %) k=12 ... Aceste intervale separd radacinile,

Casul b =0, a > 0.

Se constati cd inegalitdtile (5.2), (5.3), se mentin si in cazul b = 0,
dat fiind c& f,[(2p + 1)x] = — (1 +2a2 —e @™ 0. Se deduce din
(4.13,) cd f(2pn) = 0, din (1.5) cd [[(2p +1)x] <0 iar din (5.2) si (5.3)
respectiv inegalitdtile f,(2pm) >0, pentru p=1,2, ... si f [(2p +
+1)n] < 0 pentru p =0,1,2, ... Cu aceste date, si cu relafiile (2.1)
si (2.3) se alcituieste tabelul 9, din care se deduce cd ecuafia f(s) = 0
are ca ridicini numerele 2uw s s = vy, o < vy <@ 4 Uw; n =1,
2,...). De aici rezultd urmitoarea -

Lema 6. Inipoteza b = 0, a > 0, cea mai micd rdddcind reald pozitiva
a ecuafiei f(s) = 0 este egald cu 2x; de aici rezultd cd in acest subcaz are
loc egalitatea L = 2. '

Observare. Se poate arita utilizind metode asemadndtoare cu cele folosite
in subcazurile precedente, cd raddcinile 1z, n=1,2, ..., ale ecuatiei
f(s) = 0 sint cuprinse respectiv in intervalele (s,, sj), unde s, si sk sint
riddcinile reale ale ecuatiilor (4.1) respectiv (1.5). Se constatd indati ca

: . da - e 3 L
pentru s > 0, are loc inegalitatea % < 0, celace arati cd daci variabila
s creste dela ( laco, atunci functia o(s) descreste dela valoarea %la valoarea
v = arctg a. Tinind seamd de aceasta, se constatd cd rddicinile s, si s:
satisfac respectiv inegalitatile (4.2) si (4.7), in care s-a luat & = n. Aceasta
ne aratd cd intervalul (s, sj), in care se afld radacina tp, este un veritabil
subinterval al intervalului (2nz, (2n -+ 1) %),
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Ob OJIHOM KPAEBOM 3AJAYE C COBITATAIOIIMMHU Y3JIAMH,
AJIA JUPPEPEHIIMAJILHBIX YPABHEHHUHM C MTOCTOAHHBIMHU
KO2OPHUIIMEHTAMH.

(Kparkoe conepxanne)

B wacrosefi cratbe paccMarpuBaercst JuHeiiHoe aud@epeHlnaibHoe
ypaBHeHne ¢ MOCTOSHHBIMH Koa(puuuentamMmn uerBéproi crenenu, FE(y) =0,
XapaKTepHCTHICCKHIT MHOrOY/IeH KOTOPOTO AOMYCKAET ABA BEIICCTBEHHBLIX H
PAa3THUHBIX KOPHS W JIBA KOMMJEKCHBIX, M JIeJlaeTcs [ONbITKA OlpeleNHTh
BEPXHIOK TpaHuiy L [OJ0KHTeNbHBIX UHCeT A HMEUHX Clepylollee
CBOICTBO: NPH JIOOBIX PABJNHUHBIX Y3/1aX X H Xy YAOBIETBOPSIS yemosnue
0<#p— ¥,<{)h M OpH N0OLIX BCLICCTBEHHBIX 3HAUCHHAX Vi, 91, Yo Y2 pacc-
mMarpupaemoe gudpepeHiianbioe ypaBHeHHe TOMyCcKaeT eTHHCTBEHHDIH
HHTErpan, KoTopslil yaosnersopsier yeaosuo (1.1).

[Ipeanonaras, uTo KOpHSIMH XapaKTEPUCTHUECKOrO MHOIOUJIEHa SRJASIOTCH
a,b, (BewecTBeunwe) u #, —i#, (UTO BCEIZA MOMKHO OCYIIECTBUTb), BBITEKAET,
qTO HCKOMOe uHeao L, (B caydae ecild OHO KOHEUHOEe) — MeHbIIHI I0Jo-
KUTELHBI Kopens ypapHenus (1.5).

Bo Bropoil uacrtd cTaThH HCCJeyeTcs TpPHpoAA M pacrpejeleHue KopHel
9TOTO yPaBHEHHSI. &

SUR UN PROBLEME POLYVI,OCAI, AUX NOEUDS CONFONDUS,
POUR DES LHQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFTFICIENTS CONSTANTS

(Résumé)

On considére dans cette note des équations différentielles linéaires a
coctficients constants du quatriéme ordre, E(y) = 0, dont les polyndmes
caractéristiques admettent deux racines réelles et distinctes et deux racines
complexes et l'on tente de déterminer la borne supérieure L des nombres
positifs 2, lesquels jouissent de la propriété suivante : quels que soient
les noeuds distincts x, et x, satisfaisant & la condition 0<<x, — x; <<Aet

quelles que soient les valeurs réelles vy, y1, Vg Y. I'équation différentielle
considérée admettra une intégrale et une seule qui satisfasse a la condition
(1.1). En supposant que les racines du polynéme caractéristique sont a, b,
(réelles) et i, — ¢ (ce qui peut toujours se réaliser), on obtient ce résultat
que le nombre cherché L (au cas ot il est fini) est la plus petite racine
positive de I'équation (1.5). Dans la seconde partie de la note on étudie la
nature et la distribution des racines de cette équation,




