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SUR QUELQUES CLASSES DE SURFACES RECGLEES DE I/ESPACE
LOBATCHEVSKI—BOLYAT

(Résumé)

I/’étude s’occupe des surfaces droites des cédnes & sommet asymptotique
de I'espace Loobatchevski— Bolyai, des surfaces dont les génératrices forment
des angles constants avec un plan, des surfaces réglées pouvant étre déve-
loppées sur un plan et des plus importantes propriétés de toutes celles-13.
L’auteur démontre que les surfaces réglées de I'espace I,obatchevski—
Bolyai pouvant étre développées se composent de parties appartenant a deux
types. Les directrices voisines du premier type s'intersectent dans les
points de la courbe de support, tandis que celles du deuxiéme type sont
les cas-limites des superparalléles. I,'auteur définit la ligne de striction des
surfaces pouvant étre développées et il démontre que les asymptotiques
de 1a courbe de support et de la ligne de striction sont communes.

Dans la deuxi¢me partie il démontre que dans 'espace Iobatchevski —
Bolyai il y a4 des droites a deux transversales normales. De cette fagon
Paffirmation comme quoi ,,il n'y a point de quadrilatéres non-plans ayant
seulement des angles droits” est équivalente a4 I'axiome d’Huclide.

Finalement l'auteur démontre que le théoréme de projection sur une
droite est un théoréme absolu, =

DESPRE POLINOAMELE LUI CEBiSEV ALE
MULTIMILOR FINITE DE PUNCTE DIN PLAN (I11)
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Sd notdm cu E o mulfime finiti formatd din N puncte ¢,, . v — 15

A —1 .
D s e N Notind cu P(z) = ¢"+ ;2" +...4a, un polinom oarecare
de gradul » in z, normat prin conditia ca termenul siu de gradul » in z s&
aibd coeficientul 1, sd formim media ponderatd de ordinul 2q

N
unde numerele p, verifici conditiile E wy=1; >0 v=192" .. N,

v=1
Intr-o notd! apiruti in 1949 am considerat media simetrici ce cores-

- punde cazului p; = p, = ... = py. Notind atunci cu 2 minimul mediei

J2q cind coeficientii ay, a,, ..., a, variazd indzpadant luind valori complexe
oarecare, am aratat cd existd un singur polinom P, (z) pentru care mini-
mul j,, este atins si, gradul »# riminind fix, avem

lim P (z) = T,(z; E), lim jpy = M, = max|T,(z; E)|
=rw o zeE

unde 7,(z; E) este polinomul Cebisev corespunzitor mulfimii K.

Pe baza acestei proprietdfi am aritat in aceeasi noti ci polinomul
T,(z; E) se poate pune sub forma speciald

2) T,(z;E) = VKK, Kz — ) (2 — ). (2 = Cy )|V (63,5 Ovv 03 Gug)J?
E KVJ.KVI' ' K\‘n l V(CVIJ G\Fn: L) cv,,) IZ
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Aci numerele K,, v=1, 2, ..., N sint nenegative, iar V ( ) reprezintd
determinantul Vandermonde al numerelor scrise in parantezd. Sumatiile
se extind la toate valorile v,=1,2,..., N.

i1 cele ce urmeazi vom indica rezultatele ce se obfin considerind, in
locul mediei simetrice de ordinul 2q, o medie ponderatd de forma (1).

Urmind intoemai metoda utilizatd la punctul 2 din nota citatd, vom
determina polinomul P,(2) care face minimi media ponderatd Jp, (),

anulind derivatele partiale ale sumei Xy, P’ (cy) P’ (¢) in raport cu coe-
ficientii @,. Avem

N .
El WP (6) P o) k=0, k=1,2,..., %

Tratind acest sistem de ecuatii intocmai ca §i in cazul mediei sime-
trice, gisim cd polinomul P, (s) satisface acum ecuafia funcfionald

:EHU,M.M" [P(ey,),- Pleva) P2 (2—6,) (E—C0) - (2—0y,) [V (60, CugeesCvn)?

3) Pz =
( ) ( ) E FL"l“Va- '{’LVu |P(CV1) A P(CW'HZP ZIV(CV“ c\'g: sy c\ln)iz
Qe observé ci in cazul = 1, deci cind se pleacd de la media patraticd
ponderata
N oL
o) = (g mp(cmz))z
v=1

formula (3) determind polinomul P,(z) sub forma

(2’ - CV;) (Z = c\’s) s (Z o cvn)l‘](c\f:' Cyy - +» CVH)
N iy ol VG B G

(4) P(P)(z) = ZP‘\UM\,S. Sy

stabilind si unicitatea lui. In plus, se vede cd Py (2) are forma speciald
(3) pe care o ia si polinomul Cebisev T, (z;E). Insd, pe cind in formula
(3) constantele K, au valori determinate univoc, afari de un factor pozi-
tiv arbitrar, de un sistem algebric a cirui formatie a fost indicatd in nota
citatd, in formula (4) constantele p, sint cele ce apar in media patratica
ponderatd [Ja(w).

Se pune problema de a caracteriza sistemul de valori {y.v} care cores-
pund egalitdtii Py, (2) = T, (z; E). (In adevdr, in formula (2) putem im-

N
pune constantelor K, condifia YV} K, =1). Vom ariita cd aceasta este

V=1
posibil in cazul cind E este o mulfime ,,de la Vallée—Poussin“ Eyp , adicd
o multime astfel cd avem pentru orice punct ¢,e BT le B =0

In adevidr, avem

) . N :
i3 (v) = min ¥, p| P(ey) P

2a,., % v=1

]

P'\J Tn (0V ; E)|Z‘< Mle
1
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deci 7, (1) <M, pentru orice mulfime finiti E si orice sistem fn.}. sS4

3 ¥

notim g, = 1%121}; 1o (4) = M,. Avem, pentru orice sistem {w}
Uy

i=

Py (@) =13 (1)
iar pentru p, = K,, deoarece Py (z) = T, (z; E),

n

1 N
2 (K) = El K,|T, (cy; E)f = Mj deci j, (K) = M, = j3

in cazul cind E este o multime E,,.
Asa dar, 1 i imi i i i
& sa dar, 111 caz.ul unei mulfimi E,,, determinarea polinomului T,
(2 .) $1 a numdrului M, revine la urmitoarea problemd normali de
maximum legat. Pentru a evita inegalititile K, > 0 si punem K, = 42
Avem

N Tl 2
B0 = § ga BlaThalo o) lov — Vi )l |2
al Nhi b [V{ek.. ., )2

_ Deo.arleclezyz = M,, determinarea valorii M, revine la aceea a maximu-
ui f;mc_tlm 12 (h),zcare e rationald in variabilele ,,...%, cu legdtura
e . e - . ' 3

Z hy = 1. Apoi {7%} fiind un sistem convenabil de valoti coresptinzitoare

acestui maxim, punind K, = %2 in form i i
= mula (2), obtinem pol 1
T, (2; E) corespunzitor mulfimii E. g5 e sl

De al.tfel, cc.mc_litia J2 = M, caracterizeazd multimile E . In adevir, in
cazul unei multimi E pentru care avem |T, (¢, ; E)| < M, in unele pun,cte
c; eE, vomuaviza .EZy.v]Tﬁ (62,, )% — Iﬁ'rﬁ «, unde « > 0 si inegalititile
(5) ne aratd cd 53 (u) < M5 — o, deci <M,
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O MHOT'OYIEHAX YEBBILEBA KOHEYHBIX MHOKECTS TOYEK
[TAOCKOCTm (I11),

(Kparxoe comepixanne)

Bosﬁpaw.auy_i(:b K ME€Tolly, HCIO/Ib30BaHHOMY B TpexHefl crarbe (I) aBTo
HCCACIYET CBOHCTBA MHOrouleHa £(z), NeJaromuil MUHHMAJLHON BECEHH 11(3)
cp;e.;[mmo (I), rme P(z) = z 4 ... MHOrouJeH cTemenu n c HpOI'IBBOHbeII)\/fIIfl
Koa(uuneHTamM, a ¢y, v=1,2,..., N o6pasyer KoHeyHoe MHO}KECTE:O TOY
uaockocrn E. YkassiBaercs, uTo MHOTOU/IEH P eHHCTECHHBH 1 B cayuae Of 315
OH coshajaer c MmHorowreHom Yebwimesa T, (z; E), ans HO,H,XO,E[HLLQLE_PO
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BRIGOpa MoCTOSIHHBIX. Onpefesienue STHX NOCTOSIHHBIX TaK, YTOOLI NOJYUHTDH
P(z) =T (z E) orHocurcsa K OOBIYHOH 3ajaue MakCHMyMa CO CBs3BIO
xorna E ssusrercss Basre-Ilycenckum MmuoxectsoMm E 1. e. MHOIKECTBOM
s Kotoporo mmeercs | 7% (ey; E)| = M, pas kaxmoro ¢ye E.ABTOp BLIBO-

MUT XapaKTepHCTHKY MHOXeCTB E.

SUR LES POLYNOMES DE TCHEBYCHEV DES ENSEMBLES FINIS DE
POINTS DU PLAN (III)

(Résumé)

En reprenant la méthode utilisée dans la note antér}egre .(1) de I'au-
teur, on étudie les propriétés du polynome P (z) qui rend’mmlma la‘ moyenne
pondérée (1), olt P (z) ="+ . . ., polynome du degré n en z a coeffici-
ents arbitraires, et ot ¢,,v=1,2,. . ., N forme un ETIISel‘ﬂbk} E fini de
points du plan. On montre que le polynome P est unique, et que .dans
le cas g=1 il coincide. avec le polynome de Tchqbychg:v T, (2;-E),
pour un choix convenable des constantes p,. ILa _dete1:n11nat1on de‘ ces
constantes de facon a avoir P, ()= T, (2; E) revient 4 un probléme
normal de maximum avec une liaison dans le cas oit E est un ensemble de
Ch. de la Vallée-Poussin E,,, c’est & dire un ensemble pour lle‘que} on a
|T, (cy; E)] = M, pour tout ¢,eE. On en déduit une caractérisation des

ensembles E,..

L.

SUPRAFETELE DE CURBURA PROIECTIVA NULA
de
TIBERIU MIHAITESCU

Unei suprafete din spafiul proiectiv cu trei dimensiuni, raportati
la un reper asimptotic, i se asociazd o formd diferentiald patratici invari-
antdi numitd forma asimptotici.

Curbura acestei forme patratice binare este un invariant proiectiv
finit care se numegte curbura proiectivd a stprafefei.

Suprafetele a cidror curburd proiectivd este nuli au un mare grad de
generalitate,

Prezentdm, in aceastd notd, doud proprietiti caracteristice ale acestor
stuprafete.

B

Se considerd o suprafatd neriglati (S), definitd ca mulfime a punc-
telor M ale ciror coordonate proiective fatd de un reper proiectiv fix sint
functiuni analitice de doud argumente

X, =X, (4, L)
care nu sint solufii ale unei aceleiagi ecuafii Pfaff de forma
idX 4+ oX =0

(=012 3)

w fiind o form# Pfaff,

Argumentele #;, #, nu sint definite decit in afari de o substitutie rever-
sibild

L= t: (tli 32) b (3’ =1, 2)

Unui punct arbitrar A, al suprafefei i se asociazi un reper proiectiv
local format cu punctul 4,, cu punctul 4, in care prima dreaptd a lui
Wilezynski intersecteazd cuadrica lui Lie asociati punctului Ay si cu punc-
tele 4, 4, comune celei de a doua drepte a lui Wilczynski si tangentelor
asimptotice.




