FORMULA LUI BOOLE

de
D. V. IONESCU

1. Se cunoagte formula de cuadraturd a trapezului

5=
(1 (e = 222 10) + /0] +  eal)f (i
unde ¢,(x) este integrala ecuatiei diferentiale ¢, (¥) =1, care se anuleazd

in punctele @ si b. Curba y = ¢, (%) este simetricd fa$d de dreapta ¥ = g

Mai general, dacid p(x) este o functie integrabild si pozitivd in inter-
valul [a, b], putindu-se anula in punctele @ ¢i b si dacd curba y = p(x)

, avem formula

este simetricd fatd de dreapta & = iy

b ‘ b ¥s
@) (C p)iwas = 40@) + 101 + § )t (9,
unde ¢,(x) este integrala ecuafiei diferentiale ¢; (x) = $(«) care se anuleazi
in punctele a i b. Curba ¥y = ¢,(x) este simetricd fatd de dreapta ¥ = 6%51,

avem ¢,(%) < 0, in intervalul (a, b), iar coeficientul A este dat de formula

S (" — ap(s)as
a

Fie f(x) o functie care are derivate succesive in intervalul [a, b] pind
la ordinul 2% 4 2, derivata /") (x) fiind continud in acest interval, Aplicind
la integrala din membrul al doilea al formulei (1) formula (2) si repetind
apoi de mai multe ori aceastd operatie, se obtine formula de cuadraturd

it
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) (0 fa)de = Aqlla) + 1] + Ay [1"(@) + 1" ®)] ..

+ 4, %@ + 1200)] +, 0,y (I ()

Funcfia ¢,41(x) din aceastd formuld este integrala ecuatiei diferentiale
2142 (%) = 1, care satisface la conditiile

Pt
) Pnt1 (@) = 9,44(0) = ... = ¢ZD) (a) =0
Pt (0) = ¢,4,(0) = ... = 0@ (b) =
Se aratd cd funcfia ¢,4i(%) este dati de formula
[ (x as a)ZJz-[-?. (96 e a)2n+1 e
i X)) = 0——— —_— 4 ... B
(5) Prp1(%) @n 2] Cow 1)1 + ...+ Bap =
unde coeficienfii By, By, ..., B,qy sint dati de sistemul de ecuatii liniare.
(5’) (b Ju Y a)ZIH—l (b e a)Zﬂ:—l + + > b —a Ly (b ) a)2n+z
VR ey e (@n + 2) |
b—gifist b—a b —q)%
puomLiis = LTS e S P e
@n — 1) | 11 (2n) !
Pam e 1Y )t
S 21
Se aratd cd curba ¥ = ¢,4.1(#) este simetrica fafd de dreapta x = i ;_ 2
si cd @uqi(¥) are semnul lui (— 1)"*! in intervalul (a, b).
Coeficientii Ay, 4,, ..., 4, din formula de cuadraturd (3) se leagi de
coeficientii By, B, ..., Byyy din formula (5) prin relatiile
Ay=— Ay, 4y = — By, ..., ds = — Bap

2. Dacd in formula de cuadraturi (3) se inlocuieste f(x) cu F'(x), se
obtine formula lui Boole [1].

6)  F(8) — F(a) = 4y [F/(@) + F'(8)] + Ay [F"(@) + F" ()] + ...
+ A [FOH0 (@) 4 O ()] 4 (g (9 PO (3) da

*

Este important de observat ci formula lui Boole s-a obfinut ca o con-
secinfd a formulei de cuadraturi a trapezuluisicd pe aceastd cale s-a deter-
minat si restul ei.
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3. Procedeul de a se obfine formula (3) se poate aplica integralei

{2 f(x) a,

unde p(x) este o funcfie integrabild gi pozitivi in intervalul [a, b] putindu-se
anula in punctele a §i b si care este astfel incit curba y = p(x) este simetrici

b .
fatd de dreapta x = ?—-——2'_——. Se obfine formula de cuadraturi

) (@10 a5 = Aq (1) + 0] + 4, [1/@) + 1G] + ...
+ 4,01%%@) + 1220)] + § g (0@ (x)an

unde @,41(%) este integrala ecuafiei diferentiale o2 (x) = p(x) care satis-
face la conditiile (4).
Sirul {g,(#)} poate fi definit prin recurenfd in modul urmitor. Avem

% #(%) = p(2)
1(@) = 0, ¢;(b) =0
si in general

(9) (P;_I.](x) = (Pu(x)

Pnt1(@) =0, Ppp1(b) =0

pentru ai— 12 n0 00
Se demonstreazd ci |¢,(%)|+0 in mod uniform in intervalul (a, b)

cind b—a < 4]/_2_
4. Sd notim cu R, restul din formula (7), adicd

b
R, :SDCP,H_I (%)f@ D x) dx

Dacd R,+0, cind #n- 4 oo, atunci seria cu termenul general

A,[f*a) + £*p) ]

este convergentd si putem scrie

b = 11
(10) Lp(f#ax = X 4,1 @+ F00)
Avem urmidtoarea teoremd : dacd funcfia f(x) are derivate de orice ordin
in intervalul [, b] si dacd derivatele de ordin par f®Vx) sint astfel incit
[f‘z”)(x)l < M pentru orice xe[a, b] sin > N,iar b —a < 41/%. atunci

avem formula (10).
Ca aplicatie si presupunem in formula (10) p(x) =1, si f(x) = F'(¥)
Avem urmitoarea teoremd : dac funcfia F(x) are derivate de orice ordin

|




42 D. V. Ionésci 4

in intervalul [a, b] si daci derivatele de ordin impar F (2"“)(%) sint astfel
incit [f®"*)(x)] < M, peutru orice ¥¢[a,b] si n>N, iar b—a<4l/%

atunci din formula lui Boole se deduce seria lui Boole.

F(t) — Fl@) = §, 4,[F%*+V(a)  Fe)

n=0

b. Seria lui Boole se poate scrie sub forma

) FE)-F@ =30 (b 5 a)mz [FE+D(a) + FE ()]

Se aratd cid coeficientii Ay, A, Ay, ... sint coeficientii din dezvoltarea
funcfiei fgu dupd puterile lui u. Se stie cd acegtia sint legafi de numerele
lui Bernoulli, astfel incit in seria lui Boole (11°) avem

4on+2_ g2nt2
/i WB"-H

unde B, sint numerele Iui Bernoulli.

(12) A= (— n=0,12,...)

§ 2. Formuld analoagd cu formula lui Boole.
6. S& considerdm integrala
b
\ p(2) () ax
unde p(x) este o functie care indeplinegte acelasi conditii ca si funcfia p(x)
de la No. 1, iar f(x) este o functie cu derivate succesive in intervalul [a, 5],

pind la ordinul 4n, derivata f447)(%) fiind continud in acest interval.

In acest caz avem formula de cuadraturi care generalizeazd formula

lui Simpson

(00 19 d = 4 1) + €12 + 410+l ot

unde functia ¢(x) coincide cu funcfiile (), ¢,(¥) definite in intervalele

[a, e b], [a b, b] si care sint integralele ecuatiilor diferentiale
2 2

(14) o (1) = p(x), o) = p()
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si satisface la conditiile ™
(14)
¢1(a) =0,  9i(a) =0, o{(a) =0

22(0) =0, 9,(8) =0, ¢} (b) =0
Se demonstreazd cd o(x) < 0 in intervalul (a, b) si cd curba y = ¢(%) este

simetricd fatd de dreapta » = 4 el

. Coeficientii A si C sint dati de formulele
(15) |
a--b

2 2 i
? =(b_4a)2f“ Erlia Cz(bfa)zfz (5=a) (1—5) (5)ds

La integrala din membrul al doilea al formulei (13) se poate aplica din
nou aceeasi formuld de cuadraturd, si se repetd aceasti operafie de mai
multe ori. Se obtine formula de cuadraturi

b n—1 " + b
a0)  pmimde = (4.0%) + .95 + 4,007 +

+§, e/

care este analoagd cu formula (7).

Ip aceastd formuld functia ¢,(x) se determind prin recurentd utilizind
proprietatile functiei ¢(x) din formula (13); coeficienfii 4, si C, se deter-
mind utilizind formulele (15).

Se demonstreaza ci sirul de functii {o,(¥)} este uniform convergent
n intervalul [a, b] si are limita zzro daci b — a < 2V/72.

Dacd restul din formula (16) tinde cdtre zero cind # -+ 4 oo, avem
formula

b ) + b
an  [pari = $ 14,%) + 0 f9(5) + 4%

Se demonstreazd ci dacd funcfia f(x) are derivate succesive de orice
ordin in intervalul [a, b] si dacd derivatele f“”)(x) sint astfel incit si avem
[14(%)| < M pentru n > N si xe [a, b] atunci restul din formula (16) + 0
cind #—++ oo dacd b —a < 2V/72, si prin urmare avem formula A7)

In particular formula (17) are loc pentru p(x) = 1. Tnlocuind in acest
caz pe f(x) cu F'(x), unde F(x) este o functie care are derivate succesive
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de orice ordin in intervalul [a, 8], derivatele F (2”"'1)(2:) fiind astfel incit sa
avem |[F®"(x)| < M pentru n > N si xe [, b] obfinem seria

(18) F(b) —F(a-)=k§)(b—a)4k+l[)\kF(4k+l)(a)+M;;F(4k+l) (HTM) i 7\,,F“k+l)(b)]

care este analoag¥ cu seria lui Boole (11’) si este valabild cind b — a < 2{/72.

Se aratd cd coeficienfii A, si p, din seria (18) sint identici cu coefi-
cienfii A, §i p, din dezvoltdrile in serie dupd puterile lui w, ale functiilor

" el
B e
o E: 4k

= A

u U k=0
ch — — cos—
”’( 2 2)

.U
2 511:1z—«skff-—cosﬁski
2 2
u

(19)

o0
4k
<
k=0

U (ck 2 cos——)
2 2

§ 3. Ameliorarea gradului de exactitate al formulelor de cuadraluvd.

7. Formula de cuadraturid

(20) ( tx)dn = 4, 1) + Auf(w) +...+ A,1(5) + R

unde restul R este nul pentru f(x) =1, %, ... "' si este diferit de zero

pentru f(x) = a" wre gradul de exactitate » — 1. Restul in formula (20)

in general se pune sub forma

R = o)) dx

in multe cazuri, cum sint formulele trapezului, formula lui Simpson,
formula lui Newton, formula lui Gauss, unele formule cu noduri interioare
distribuite simetric fatd de mijlocul intervalului (a, b), functia ¢(x) pastreazi
un semn constant in intervalul (@, b) si curba y = ¢(x) este simetricd fatd

ﬂ-}—b

de dreapta x =

A ameliora gradul de exactitate al formulei de cuadraturd (20), inseamné
a extrage din expresia restului R, o parte de forma

Byf™ (%) + Bof () + ...+ B, (xp)

unde x; x'z, ..., & sint anumite noduri, iarm,, #,, ..., n, sint numere
intregi pozitive sau nule, astfel alese incit scriind formula de cuadraturd

prﬁ
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(22) [ fax = Auf(m) + Agf(x) + ... + A,f(n,)
+ Byf™(x) + Bof™(x) + ... + B,{"(x,) + R,

gradul ei de exactitate si fie m > n — 1.

V. I. Kvilov [2]. a dat un procedeu interesant de ameliorare a gra-
dului de exactitate a formulelor de cuadraturi.

Integrala (21) fiind de forma integralelor studiate in aceastd lucrare,
ii putem aplica formulele de cuadratura (7) si (16) si vom obfine astfel un
nou procedeu de ameliorare a gradului de exactitate a formulelor de cuad-
raturd, diferit' de procedeul lui V. I. Krflov.

Vom avea formula de cuadraturid

(C fa)ax = A1) + Auf(m) + ...+ 4,1z,

(23) a
k=1 b
+ 8 BI0) + 0] + {0 m)a
=0 \
al cdrui grad de exactitate este n | 2k — 1 fatd de gradﬁl de| exactitate
n — 1 al formulei de cuadraturd (20).
Deasemenea avem formula de cuadraturi

S*’ fx)dn ="Auf(x) + Agf(%) + ... + A, 0(x,)

a

(24)
+'5 (B a)C, foHD [‘ < ”) + BIH0)] + (a0 ™) dx.
f=0 a

analoagd cu formula precedenti si care are gradul de exactitate n 4+ 4k — 1
fatd de gradul de exactitate » — 1 al formulei (20).

Formulele de cuadraturd (7) si (16) studiate in aceasts lucrare au astfel
aplicafii §i la ameliorarea gradului de exactitate al formulelor de cuadraturi.

Catedra de ecuatii diferentiale
Universitatea , V." Babeg*
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DOOPMYAA BYAA

< (Kpatkoe comep:kaHue)

B nacrosiieil crarbe aBTop nokasan gopmyay keaapatypel (3), u3 Korto-
poii BrrTekaer gopmydd Eyns, ¢ eé ocratkom, Hexons us (GopMyssl KBaypa-
Typsl (1) Tpamennn u 3 Qopmyant (2). O6obmas popmyry (3), asTop H0JIy-
4uT hopMyJay kBanpartypsl (7). Hccienosanne noc/ienoBaTesbHOCTd (yHKIHH
{%.(%)} nosBosmIO aBTOPY HATH TEOpPEMY CXOLHMOCTH psiia (10) u psama Byas
(11) wnu (11"). Kospduuuents, A, psina Byas (11,) nansl popmynamu (12),
B KOTODHLIX fABJAIOTCS uncaaMu BepryJuiy.

Bo Bropoii wactu aBTop nokasan Qopmyiy kBagparypsl (16), aHaJoru-
uHylo ¢ popmyiioit kBappatyper (7), ucxops us Qopmy.asl ksagparyps (13),
obobwaromes dopmyny Cumncona. Hcecaenopanue Moc/efoBaTelbHOCTH
dynkuun  {p,(¥)} mo3BONMMIO aBTOPY /A4Th TEOpEMY CXOAMMOCTH IOC-
JenosatesbHocTd (17), M3 KOTOpOil BHITEKAaeT TEOpeMa O CXOAMMOCTH psija
(18), aranoruusoii psny Byus.

‘B Tperpeir yactu asTop moxasniBaeT, yto (opmyssl ksagpatypsl (7) m
(16) mpuMeHHMEI TaKXKe H K YIIYUIIEHHIO CTENEHH TOYHOCTH (OpPMYJ KBagpa-
Type (20), B KOTOphIX ocraToK R, BhIpaxkeHHHI B dopme (21), nossoaser
upumenntsb (popmyasr (9) u (16). Takum o6pasoM, aBTOp MOTy4HA (GOPMYJIbI
kpagpatypsl (23) n (24), KOTOpble HMEIOT CTEMeHH TOUHOCTH 7 + 4K — 1

un -+ 4K — 1, crenedb TouHocTH opmyanl (20) 6ymyun » — 1.

LA FORMULE, DE BOOLE

(Résumé)

Dans cet article nous avons démontré la formule de quadrature (3)
d’oit résulte la formule de Boole avec son reste, en partant de la formule
de quadrature (1) du trapeéze et de la formule (2). En généralisant la formule
(3) nous avons obtenu la formule de quadrature (7). I'étude de la suite des
fonctions {p,(¥)} nous a permis de donmer un théoréme de convergence
de la série (10) et de la série de Boole (11) ou (11°). Les coefficients 2, de
la série de Boole (11') sont donnés par les formules (12) olt B, sont les
nombres de Bernoulli.

Dans le § 2 on a démontré la formule de quadrature (16) analogue a
la formule de quadrature (7) en partant de la formule de quadrature (13)

ui généralise la formule de Simpson. L’étude de la suite des fonctions
¢.(#)} nous a permis d’établir un théoréme de convergences de la série
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(17), d’ott il résulte un théoréme sur la convergence de la série (18) qui est
analogtie a la série de Boole.

Dans le § 3, nous avons montré que les formules de quadrature (7)
et (16) sont utiles aussi dans le probléme de 'amélioration du degré d’exac-
titude des formules de quadrature (20) ot le reste R mis sous la forme (21)
permet d’appliquer les formules (9) et (16). On a obtenu ainsi les formules
de quadrature (23) et (24), qui ont le degré d'exactitude # 4 2k —1 et
n+4k—1, le degré d’exactitude de la formule (20) étant » — 1.




