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L’extension d’une équation fonctionnelle de D. Pompeiu
a Paide d’'une formule de dérivation numérique *

par D. V. Joxescu (Cluj)

1. On peut étendre I’équation fonctionnelle de Pompeiu [2]
Jl@)—f (@) _ % +w1>
(1) Ty— Xy - f 92

de manieére convenable, & I’aide d’une formule de dérivation numérique.
Remarguons qu’on peut écrire I'équation (1) sous la forme

(2) (@, @15 /] =f(%£)

et considérons la différence divisée

(3) (%o @1y ey @nj f]

de la fonction fe 0"a, b] sur les noeuds @y, @y, ..., Tn Ol @ < Ty < #; < ...
< &y << b,
Techakaloff [3] a donné la représentation de la différence divisée (3)

par une intégrale définie

Tn
) [0y @1, weey s £1 = [ (s)f™(s)ds

Lo
et nous avons retrouvé cette formule en déterminant la fonction ¢ par
un probléme aux limites [1]. Nous avons démontré que la fonction ¢ est
positive sur Dintervalle (w,, #x) et que

Tn

(5) [ p(s)ds =1/n! .

2. Cela étant rappelé, considérons lintégrale définie

Zn

(6) [ #(s)g(s)ds

Zo
®

* Communication au Colloque sur les équations fonctionnelles de Zakopane 9-13
Octobre 1967. :
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avec le poids ¢(s) de la formule (4) et la fonctior. ("[x,, #x]. En prenant
un noeud & e (@, &,), nous avons la formule de quadrature

(1) fws

ou pour le noeud donné x, le noyau y(x,s) coincide sur les intervalles
[#g, 2], [®, 2n], avec les fonctions

§)ds == %%G—)—j p(x, 8)g'(s)ds

Zo

8
niw,s) = [e)dt, s = f¢
Zo
Ce noyau a le point s = x, pour point de discontinuité et 1'on a

Zn
1
w(e, ) —yule, ) = [ pls)ds = 1
la fonction y, (2, s) est négative sur 'intervalle (z,, ] et la fonction yy(x, s)
est positive sur lintervalle [, x,).

3. Si I'on suppose que fe O™ '[w,, x,] et si dans la formule (7) on
remplace la fonction g, par f™, nous aurons d’aprés la formale (4), une
formule de dérivation numérique

(n)
(®) [0y @15 ey 03 ] = L) fwwsﬁWWww

Cette formule a la degré d’exactitude, au moins égal & #, car si 'on
remplace la fonction f par 1, z, ..., 2* le reste est nul. Le degré d’exacti-
tude de la formule (8), dépend de l'intégrale

Tn

f w(xz, s)ds .

Lo

Si Pon remplage dans la formule (8) la fonction f(s) par
(8 — o) (8 — By) . (S — @) = 8" — (g + &1+ oo +Xn) $7 4 ...

on en déduit que

- 1 Lo+ X+ oo + T
() J v = (o).
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Done si
o+ Byt F B
n -1 !

la formule de dérivation numérique (8), a le degré d’emactitude égal & n.
Mais si
To+ By + ...y

= I | !

alors dans la formule de dérivation numérique (8), le reste R est nul aussi
lorsque la fonction f est remplacée par ax»+'. Nous dirons que le noeud

Byt By + oo+ T

&= n+1

est un noeud exceptionnel et que la formule de dérivation numérique (8),
correspondante, est une formule exvceptionnelle.
Nous détérminerons le reste de la formule exceptionnelle

(n)
f +R

(10) ‘ [%oy @1y cvvy T [1 =

en supposant que fe C" 1w, z4].

Posons pour abréger 1'éeriture f™(s) = g(s) et considérons de nouveau
la formule de quadrature (7), pour « = £ On démontre que dans ce cas
on la formule de quadrature

Ty

(1) f¢ gs)ds =200 [y (e)g7(s) s

Zo
ou la fonction y(s) coincide sur les intervalles [z, &], [&, ] avec les
fonctions

(12) w(s) = [ (s—tp@)dt, wps) = [ (s—t)p(r)ds.

En remplagant dans la formule (11), la fonction g(s par F™(s),
en tenant compte de la formule (4), nous sommes conduits & la formule
exceptionnelle de dérivation numérique

(n)
(13) [mf.'} ml) ceny mn, f] f ‘l"'f f(n+2) S)ds

On démontre que la fonction y(s) est positive sur Pintervalle (@, ),
@’out il résulte que la formule de dérivation numérique (13), a le degré
dexactitude égal & n-+1.
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4. Cela étant, considérons 1’équation fonetionnelle

Lo+ 2y 4 .. -+
w41

qui est une extension de l’équation fonctionnelle de D. Pompeiu; pour
n =1, cette équation se réduit bien & l'équation (2).

Il est évident que Uéquation (14) est vérifiée par tout polynome de
degré n+1, quels que soient @y, Ty, ..., ¥y OU M, < @; < ... < ¥y, puisque
1a formule de dérivation numérique (13) a le degré d’exactitude égal & n 1.

Inversement, toute solution fe " xy, 0] de Véquation fonction-
nelle (14), quels que soient les noewds Ty, Ty, ..y Tn tels que 2o < By < ... < Tn
est un polynome quelconque de degré 1.

En effet en remplacant dans la formule de .dérivation numérique
la fonction f par la solution f de l’déquation fonctionnelle on doit avoir

ay iy 1y e 3 1 = 22

Zn

[ w(s) 1" s)ds = 0

Zo
et la fonction w(s) étant positive sur Vintervalle (z,, zx) quels gue soient
,, Ty, il Tésulte que f™*3(s) = 0, ce qui veut dire que f est un polynome
queleonque de degré n 1. Ainsi la solution f in plus générale de 'équation
fonctionnelle (14) telle que fe O™ *[w,, @], quels que soient &g, @, ..., ¥
et y < @ < ... < ®y est un polynome de degré n-+1.
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