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ANALYSE NUMERIQUE. — Eatension de la formule de quadrature de Gauss
a une classe de formules de cubature. Note (*) de M. Dumrrru V. Tonescu,
transmise par M. Henri Cartan.

1. On sait que pour une formule de quadrature avec les nceuds fixes &,
Eay oo, Epy ol o <E <E,<...<E.<<f, de la forme

]
(1) f Fdz= A, F(E) + Ao f(E) . .4 Anf(En) + R[],

on peut déterminer les coefficients A,, A,, ..., A, de maniére que
R[z]=o0, pour =0, 1, ..., n=1. Alors si f€(C"[a, §], on peut mettre
le reste R[f] sous la forme

) g
(2) R[f]= (— 1) f 3 (2) fo) () de,

ou la fonction y est une fonction monospline, définie par

(=), (@—E)™ A, Z—E)

(3) x (@) = 721 (n—1)! " (n—1)! ’

La fonction y coincide sur les intervalles [«, £,], [5i, &S], - .., [En B]
avec les polynomes

S xa(2) = @ ;.!oc)”,
_(z—a)® (z =kt
(39 / A2 (2) = 7l - Ay (n—n)1 ’
_(e—ar (@) (= — B
A (x) = 1 — A (n—r1)! e A (n—1)! ’

On sait également que si 'on regarde dans la formule (1) les nceuds &,,
s, ..., £, comme indéterminés, on peut les déterminer de maniére que
R[#]=o0, pour i=o, 1, ..., 2n=1. Alors la formule (1) devient la
formule de quadrature de Gauss, dont les nceuds sont les zéros du poly-
nome de Legendre de degré n attaché a P'intervalle [«, 3] et si f& C*"[«, {],
on peut mettre son reste sous la forme

B
) ' Rf)= [ n(@) /o0 (@) de,
ou la fonction y est donnée par la formule
_ (z—a)n (z— &) (& — &)
) 1) = (2n)! —A (2n—1)! — A (2n—1)!

La fonction y est positive sur l'intervalle («, §3).




(2)

9. Nous avons étendu la formule de quadrature (1), a une classe de
formules de cubature (*) de la forme

(6) ﬂfdx dyzﬁxifj:mfwi, ) dy

X[ f i de— 3 v f @ 0 +RU)

k=1 i k=1

n

relativement au rectangle D (2= %= %n4, Yo=Y Ynra), €N sSUpPo-
sant que la fonction f soit continue sur D, ainsi que ses dérivées partielles
0P flogr= dyP, 9>~ floxr oyr~t, 9°F flox? oy” pour p =1, 2, ..., n.

Nous avons démontré la formule (6), en déterminant une fonction ¢
par un probléme aux limites, de maniére que le reste R [f] soit de la forme

d?n
(7) R[fJ:ﬂ¢m'%dmdy-
b

Dans ce cas les A; et U sont égaux aux coefficients de la formule de
quadrature (1), correspondant & o=, =T et & 2=y, B = ynis-

On a démontré aussi que vy = Atk pour i, k=1, 2, ..., n.

En désignant par R,[g] et Ru[h] les restes des formules (1) pour o« = z,,
8=y et a=1yy, B=yn, et en supposant que g€ C'[@o, Xnre] et
h€ C*"[yo, Ynsa], o0 2

® Rigl= (- [ v @) dn  Rlhl= 0 8) )
ol nous avons noté par ¥ et 6 la fonction correspondante y de la for-
mule (4).

La fonction o de la formule (7) coincide sur le rectangle Dg
(32 & Z Tign, Yro Y < Yrer)  avec  le  polynome oul(z, y) et mnous
ajoutons dans cette Note que

(9) o (z, y) = di(2) 0(y),

ce qui permet d’étudier le signe de la fonction ¢ sur le rectangle D.

3. Dans la présente Note nous donnons une exiension de la formule
de quadrature de Gauss & des formules de cubature de la forme (6).

Supposons que la fonction f soit continue sur D, ainsi que ses dérivées
partielles 0*7~* floxr—" oy”, 0*7~* fox? oyP~", 9* floxF oy? pour p=1, 2, ..., 2R
et que les ;, yi solent des indéterminées. On se propose de déterminer
les @i, Yk, Miy Uiy v de maniére que la formule de cubature (6), avec son
reste, soit de la forme

Xn+1t

o) [[razay=Xp [ Sy dy =S [ S0 do
v i=1 Yo k=1 s

711 dinf
— X va f(®, ye) +ﬂ<{>—,—m-—gldx dy.
Z J , | O0x? dy

i, k=1




(3)

Nous dirons que (10) est la formule de cubature de Gauss, dans la classe
des formules de cubature de la forme (6). Nous avons démontré la for-
mule (10) en déterminant la fonction ¢ par un probléme aux limites, en
employant la méme méthode que nous avons donnée dans notre Note (*).
Les résultats obtenus sont les suivants :

19 Les A; et z; de la formule (10) sont les coefficients et les nceuds de
la formule de quadrature de Gauss '

() [ gde=tigle) Fhg@) ot hgle) + [ Y@g @) do
que nous avons écrite avec son reste lorsque g€ C*"[xy, Znpi]. Il résulte
que les nceuds z; sont les zéros du polynome de Legendre de degré n,
attaché & I'intervalle [z,, 2,..1] et que les coefficients A; sont posttifs.

20 De méme, les p; et y, de la formule (10) sont les coefficients et les
nceeuds de la formule de quadrature de Gauss

) a1 Yn1
(0 [ hdy = k() b gk () [ 0() e dy
o Yo

que nous avons écrite avec son reste correspondant & A€ C*" [y, Ynii].
Il résulte que les nceuds y, sont les zéros du polynome de Legendre de
degré n, attaché a D'intervalle [y,, Y] et que les coefficients p, sont
positifs.

3° Les coefficients v de la formule (10) sont donnés par les formules

(13) Vir== Atk (i, k=1,2, ..., n)

et 1ls sont positifs.

4° Les fonctions ¢, 0 et ¢ coincident sur les intervalles [y i),
[Yk, Yrer] et sur le rectangle Dy (222, ypZy < yiys) avec les
polynomes U;(z), 0:(y) et 9u(z, y). Nous avons démontré grace aux
formules (13), qu'on a

(14) Pui(2, y) =4u(y) (y) (G k=o,1,...,n).

Les formules (14) sont importantes et elles démontrent que dans la
formule de cubature (10) de Gauss, la fonction ¢ est positive sur le
rectangle ouvert D.

(*) Séance du ¢ octobre 1969,
(Y) Dumrtru V. Ionescu, Comples rendus, 266, série A, 1968, p. 1155.
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