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ANALYSE NUMERIQUE. — Euxtension d’une formule de quadrature de type
Gauss & une classe de formules de cubature. Note (*) de M. Dumirry V
Tonescu, transmise par M. Henri Cartan.

Dans une Note récente (1) nous avons donné une formule de cubature qui est une
extension de la formule de quadrature de Gauss. Dans la présente Note nous donnons
une extension d’une formule de quadrature qu’on appelle généralement la formule
de quadrature de type Gauss.

1. Soit g une fonction de la classe C***[x,, @,..1] et considérons, pour

une telle fonction, la formule de quadrature de type Gauss «
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ou le reste R, est donné par la formule
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On sait (*) que les coefficients A", AL, .., A07", &y, ..., A, et les
neeuds xy, Zs, ..., T, sont liés par les équations
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Les nceuds zy, 2., ..., x, de la formule (1) sont les zéros réels, distincts
et compris entre x, et %,..,, du polynéme de Jacobi qui différe par un
facteur constant du polynoéme
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La fonction {(x) de la formule (2) est donnée par la formule
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et 'on démontre qu’elle est positive sur Uintervalle (zo, 2,.1).
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On peut considérer une formule de quadrature de type Gauss pour une
fonction A de la classe C?7*s [Yos Yni1], ¢’ est-a-dire une formule de la forme
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ou le reste R, est donné par la formule
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Les coefficients w.)", u,", ..., 0,77, ty, .oy Wy et les neeuds yi, s, -y ¥n

i

de la- formule (7) sont liés par les équations (3') et (4') analogues aux
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équations (3) et (4), ol les @y, @iy ooy s, AV, oo, A7V 0, L., A, sOnt
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remplacés par Yo, Yi, - ooy Yneiy by o vy Uo7 thiy ooy by Les neeuds y,

Yay - ., Yn sont les zéros réels distincts et compris entre y, et Ynrs du poly-

néme de Jacobi (5') qu’on obtient en remplagant x, x,, 2., PaT Y, Yo, Ynss-
En ce qui concerne la fonction 6(y), elle est donnée par une formule

analogue a la formule (6), c’est-a-dire .
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On démontre que la fonction 6 est positive sur intervalle (Yo Ynsr)-

2. L’extension de la formule de quadrature (1) ou (7) a des formules
de cubature pour les fonctions de deux variables se fait de la maniére
swivante :

Considérons une fonction / continue sur le rectangle D(z,—= o == z,.,,
Yo<Z Y <~ Yni1) et supposons que ses dérivées partielles 9*7~* floxr~* oy?,
o*P= flox? dyP~*, 0°F floaP oyP solent continues sur D pour p =1, 2, ..., 2n -+ s.

On introduit les indéterminées @\, @», ..., &, €t Yi, Yo, - . ., Yo, OU

J
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et & chaque rectangle Dy (x:Z 2 == 2i,\, ys== y =< ys.1) on attache une
fonction ¢y, telle que °0"*o,ldz** oy =1, ot i,k=o0,1,...,n.
On applique & chaque couple de fonctions (f, 94) et au rectangle Dy la
formule d’intégration par parties généralisée comme dans nos tra-
vaux [(*) et (*)] et on ajoute toutes ces formules. On peut déterminer
les o et les neeuds x4, ..., @, yi, ..., y, par des problémes aux limites
de maniére que la somme de toutes ces formules ait une forme simple.
C’est de cette maniére qu’on arrive & la formule de cubature qu’on a
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en vue dans cette Note et qui a la forme suivante :

Y-y

(10) ffdx(’“ = 5 7\1/ Sz ) d)/+3 J// mf (2, v) dz

Yo =1

I n
—Z v S (@i ¥r) —Z hio f (24, y0)
i k=t (=1
n ' s—1 P
‘_‘ 01j<107 "A) “‘y ‘E)/o) ddf’df// (.Z‘o, ]"0)
= j=0 .
§—1

S R 0%
+}_‘ (— 0/ [ : Py (@) ,)x,()f, (%, )o) dx

=u

n Xy v ) d?./
! / @) g (2 ) dx]
i=1 ¢
+> (~—1)/}(/)[f P () dx/df//( 24, ¥) dy

Epeti]
" Yh1
N 7 , f
—Zm—/‘: ra i(J)dx,(),/(xm}’)d}’]—*‘R
k=1 s

Les éléments qui entrent dans la formule (10) sont les suivants :

10 Les neeuds a; et y; sont les neeuds z; de la formule de type Gauss (1)
et les nceuds y; de la formule de type Gauss (7). ‘

29 Les coefficients A; et p, sont les coefficients X; de la formule (1) et
les coefficients de la formule (7).

39 On a vy=A;u pour i, k=1,2, ..., n.

4° Les coefficients Ao, (tor, ¥, de la formule (1o) sont liés aux coeffi-
cients A", ..., A7V dela formule (1) et aux coefficients Loy o, Y de
la formule (7) par les relations
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pour i,k =r1,2,...,netj=o0,1,...,8 —1.

5¢ Les fonctions p,(x), p»(y) et g¢i.:(2), ¢2,s(y) sont données par les
formules s
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En ce qui concerne le reste R de la formule (10), on a
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ot la fonction ¢ coincide sur chaque rectangle Dy avec la fonction corres-
pondante ;. Les problémes aux limites qui déterminent ¢; montrent que

(15) _ P (2, y) = Vi (@) (),

ce qui implique que la fonction ¢ est positive sur le rectangle ouvert D.
Les formules de cubature (10) forment une classe pour lesquelles le

reste R a la forme (14).
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