E-5:7| 412 - }

REVUE ROUMAINE
DE MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES

TOME XV, N° 9 1970

HOMMAGE A

G. VRANCEANU

POUR SON 70° ANNIVERSAIRE

| TIRAGE A PART |

EDITIONS DE L'ACADEMIE DE LA REPUBLIQUE SOCIALISTE DE ROUMANIE




Hommage au Professeur
G. VRANCEANU
a Poccasion de son 70¢ anniversaire

LA DIFFERENCE DIVISEE D’UNE FONCTION DE TROIS
VARIABLES ET SA REPRESENTATION PAR UNE
INTEGRALE TRIPLE

PAR

. V. IONESCU
(Cluj)

On généralise la formule d’intégration par parties pour les intégrales doubles,
donnée par I’Acad. M. Nicolescu, a des ihtégrales triples. La formule trouvée est
~utilisée a définir la différence divisée d’une fonctlon de trois variables et & donner
‘sa replesentatlon par une intégrale triple.

La formule classique d’intégration par parties a été étendue par
PAcad. M. Nicolescu [5] & des intégrales doubles en 1952. Nous avons
utilisé cette extension dans nos travaux sur une classe de formules de
cubature [1], [2].

Le but de ce travail est de donner une nouvelle extension de la for-
mule d’intégration par parties & des intégrales triples et méme multiples
en général et de faire une application qui nous conduira par un probléeme
aux limites & une extension de la notion de différence divisée d’ordre
n, d'une fonction, bien connue dans le cas d’une seule variable [3], au
eas de trois Varlables et & sa représentation par une intégrale triple.

Dans eette note nous donnons seulement les résultats de ce travail.

§ 1. L’EXTENSION DE LA FORMULE D’INTEGRATION PAR PARTIES

1.1. La formule d’intégration par parties pour une intégrale double
donnée par I’Acad. M. Nicolescu sera écrite dans ce travail sous la forme

T2 ryg _ T2, Ys
(1.1) S g <P-—f dody = ¢ (z;9) f(2,9) —
dx Oy 21 U
% 9 U zy s 2
=2\ @y flay | de 4 {2 fdody
Jey, 00 " o 9w oy oy
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avec les hypothéses faites dans le travail déja cité et avec les notations
suivantes

F(a,y)| =F (03,9) — F (21, 9)
gy Vg Tz \ V2
(L2)  F(a,y) =(F<w,y> ) — F (23, 95) + F(xy,5,) —
Ty Yy 2/ 1

— F (04, 95) — F (24, 9,)

2 G Vg % Ya
\;S 29 dm=§ 2 (0, 9) f(w, y)| da +
N 6% Vi Xy & Y1
Y2 O 25
+S 2w, y) f(a, )| dy.
U1 ay 2y

1.2. Considérons les fonctions f et ¢ de trois variables », ¥, z, définie
dans le rectangle défini par

A: LKL T, <Y<Y, <23,

Nous supposons les fonctions f et ¢ continues sur A, avec leurs
dérivées partielles

of of of &f o f _of 0°f
dn’ 9y’ 02’ 0yd: dz0w Ow Oy’ dw dy 0s

(1.3)
d¢ 09 dp %9 9% 929 %o

dn’ By 0z’ Gyoe’ 0zdw’ Owdy = owoyode

Dans ces conditions, nous avons la formule d’intégration par parties
pour les intégrales triples

Rg: Ygs g

By Yy pZa 63]“
S 5 § P Gmanas 170 8 = 2(0,4,21(2,,2)
L ST

Ty Yps 2y

Yas 23
do +

Y 21

— ZS %{%(w,y;z)f(wa%z)

£
Xy

(1.4) 9%e

B2 ot

&y Uz 2y 3
2y Juy V0% 0Y 02

“dz dy —

Zy

ol les notations sont analogues aux notations (1.2).
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Nous avons donné aussi Dlextension de la formule (1.4) au cas
des intégrales multiples en général. Pour les applications qu’on a en vue
dans ce travail, nous nous contentons de la formule (1.4).

1.3. On peut déduire de la formule (1.4) la formule d’intégration par
parties généralisée pour les intégrales multiples. Supposons que les fonctions
f et ¢ soient continues sur A, avec leurs dérivées partielles

9ot f ot f aap—zf aisp-lf
00 0" 0277 04’1 9y 02"t 0P 9yt 07 daP oy” 02"’
(1.5) 631’—-1f , a3ﬂ—-1f ’ 63Pf ;
0x® 0y*"1 02" 0a” dy" 92" Ba” oy® 92°
6311—-2 (P 03!7-2 CP 631’—2 <P 8312“1 CP
0a® 0y" 0"~ 9a"' Gy 91 gar—t oy’ 02 Bar! By” 0°
631-’—-1 (P 631’—1 CP 6317 CP

9a” 0y~ 02" 9a” Oy® 02"1  9a® Oy’ 0

pour p =1,2, ..., m,
Alors on a la formule d’intégration par parties généralisée

Ty Yy ply 63"f
(1.6) S S S o—)  drdyde =
o Juy S 0T OY" 02"

gy Yy 2g

a3(n—r—-1) @ aarf
Ox ™" oy" T 9L QT dy” B

— ngl (_l)n-—r—l

L1 Yy, %

Vas 22

~ ¥ (- y A o f
=0 o 02" OY" T 02" T G QyTde"

Y15 %

%

dedy 4-

51

n—1 I s rUs 03(7)—7_1)+2 631-
+ ) (=) Y, S S g ncpi - f
"~ @ Jyy, 0F"7T0Y"TT0TTTY Q' dy” D"

+ = (U022 rasaga
_ R T—— &€ 2o
le S,,l Szl ox"™ dy™ d" Y

1.4. Considérons le parallélépipéde D, défini par les inégalités
D: LS T, Yo<Y<Y; 2<<2,
et le réseau de noeuds M, (z,y,,2), ol

Ly < @y < ... <W,; Yo <Y < ... < ¥,; By < ..o <2,.
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Nous désignons par D, le parallélépipéde défini par les inégalités

'Dijk: wi\<m<xi+17 yj<y<y]+17' Zk<z<zlc+17

ou 4,j,k=0,1, ...,5 —1, ‘
‘A chaque parallélépipede D,,, associons une fonetion @, continue
sur D,,, avec ses dérivées partielles qui figurent sur la suite (1.5). De méme-
au parallélépipéde D, nous associons une fonction f continue sur D avee
ses dérivées partielles qui figurent sur la suite (1.5). Alors on peut appli-
quer & chaque parallélépipede D, et aux fonctions f, 9,;, la formule
fondamentale (1.6). En ajoutant toutes ces formules membre 3 membre,
Pon obtient la formule ' ‘

an 5 il o0 ety — i

i, 4, k=0 - ax" oy"oz"

n—1 03"@ ' B
PO S T ey
) z',j;:() Dige a‘/pnaynazn | y

ou nous avons désigné par P [f] la somme suivante

w1 n—1 . ' aa(n—r—J) ®,
1.8 [ ]: V (___1)17,—-r—1 ijk (x 2’) %
( ) @ f . j§=0 1;_]0 0.{[/‘7‘_7“1 ayn__r‘lazn_]._l ’ y? |
aarf l 1, Vjdts 21 n—1 n—1
“L (0,9, — (—1)"" 1
ox” 0@/’ az" 7o T, Yjs 2 ; 5:3327€=0 ’go
%4y 83(71—4‘)—2 . » 3r Vit 1 ot
X S . Pz - (w,y,z)*Lw (@, 9, 2) ' dz—
wi axﬂ—r ayn—rfl az’ﬂ-——’)—l am'r ayT azr /Uj, zk
n=1 n-1 re (V1 grn-r-z.
- Z (—”1) Tl S — “___:P”Ln_T_I (wy Y, Z) X
1,5 k=0 r=0 v; ox oy 0z
o°r f Bib Zot ‘ n—1" n-—1
o (& 9,2) dy — (—=1)"71 X
ox’ 6@/* 0z" Y @, 2 'i,y',zlc:() r=20
Tt aa(n-—r)—e . %" f ‘wi+1; Yit1
| ot @) L ) de +
0T 0y dz dx" 0y" 9z vy

nol n—1 Vi+r 2+t 03(""7)—1(P
-7 —1 gk .
7

I

631' f Tiq d d #-1 n-1 ( 1) 1
@, Y,z 2+ —1)" Tl
0x" dy" 8z’( ¥5%) o v i,j,;c==0 rgo
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Tit1 Fpa gen=n-1 Disn R f : Yjt1
X S S 2L By Y, &)——— (2, Y, 2 da dz -+
; awn-—r 8?/11—7-1 azn—r ( 4 y-’ )6wr ayr azr ( 7"/7 ) v +

@

4 ni;l nil ( 1)71—7#1 Smﬁ_l S!Ij+1 63(7l—r)~1 Pisn ( )
_ ‘ , i 2,9, 2) X
: — Py g yJ7?
0,9, k=0 r=0 @ U5 SQgrl ayn mggtTrl
3r 21
— (2,1, 2) do dy.

On peut aussi ordonner de la maniére suivante les termes de P[f]

n 83(12“1"—1)

2 1)n_f [(szsjm + ST I i

Qa1 ayn——r-l 911

(1.9) PLf] = i_

— Qi1 Pi 1) ((Piej:k-1+ et tr—1— Pij1r—1s — <PZ~IJ‘J:-1)] X

( Ty Yjo ”k)+ Z Z

X
835‘ 0y a T i i T =0 Ju; Own—-r ayn—r—l azn—r—l

837 f .
*Qxm dyT 02"

637 f n-1 n-1 gwi_,_l 63(7@—-1-) _9

X [P+ Prjotac1 — Pigr—1 — Pyt e v, (%, 94,y #) do -+

nelomlo v pam—r—2
N i, j,§:;:0 T=Z0 (=D Sy/. da T Gyt r Pyt X
XL P T @i1jm1 — Prsr-1— Pityl 4 . "—“Qs‘r"f“‘ (, 9, 2,) dy +
vR Qg 0y" 02
P . oy (e §Pm—nr—2
FE SOV g

03’1’ f
TR Gt dy" 0z

X [Cphjk_!_ @i‘bj-]»k‘_‘ cPisj—]'lc cPi 1ag4i ] (.’L'” yn Z) dz +

63("—7)—*1

v (—1)r yf+1\‘zk+t
rg() S amn—r-1 8yn—r azn—-r

¥; vk

+ 3

XLy Bt el G (@0 0,2) Ay et
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n—-1 n

N 1 (_l)n_rsziﬂ Sz,m Pin—m~1
@,

67 k=0 =0 s g 0X"TT Oy"TTTL 9T

631'
X [ @iy e— P51 Jovye m (2, 9,,2) do dz+-

n—-1 n-—1 Zif1 (Ui 03(71-—1')-1
+ 5 3 o X
i, 5, k=0 » 6m””8y"“’6z”"’“1

T==0 i vj

631' f

— (z,9,2,) dz d
o0 Oy o (2,9, 2,) Y,

X [cpiﬂ;k_ Pisy ,k—-l]“’;l’nzk

en faisant la convention de considérer la fonction ®;, 5. COMMe étant nulle
lorsque aw moins un des indices 1, j, k est négatif ou égal & n.

§ 2. PROBLEME AUX LIMITES ET DIFFERENCES DIVISEES
D’UNE FONCTION DE TROIS VARIABLES

2.1. Relativement & la formule (1.7) et & ’expression (1.9) de P [f]
nous traiterons un probléme aux limites qui va nous conduire & la diffé-
rence divisée d’ordre n d’une fonction f de trois variables z,y,2 et & sa
représentation par une intégrale triple, lorsque la fonction f satisfait aux
conditions qui ont été précisées dans l’alinéa 1.3.

Probléme aux limites. Déterminer les solutions des équations auw
dérivées partielles

"o _

(2.1)
ox" oy" 02"
pour iy, j, k=0,1, ..., n satisfaisant aux conditions aux limites suivanies
geln—r-1
awn—r—layn—razn—r [cp"f”‘- Cpi“l,jyk]mi,u,z = 0’
aa(n—r)—l .
(2.2) . [cphjsk — P14l o U 0,

LA TR Pl

§in=n-1

Ox™ TPy TP L

[CPts]sk— (Pi,jyk—l]w, v 0.
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63(n—r)—2

- — =0
awn_rayn_r_lazn_,r__l [(Pla]1k+<p{9j—lsk—1 tPh];k—-l cpl'!i—lﬂc]x, Vj % 9

83(11-—1‘)-2

(2.3)

da 1 =T g1 [Pise + Pitopsb—1 7 Piv1ojor — @imk-]]mi’ o 0,

63(11-7)—2

da" =T 1gyn—r1gm-1-1 [Peyut Qi 1016 Pivg—1:6™ cPi—~1!1’k]xi, v =

63(n——r-1)

6.’;0"—7—13?/"—7—102""'“1 [(cpi’jﬂc + Pityg=1 ™ Pisy—16 (Pi-1-]ylc)
(2.4)

Cisir=0

- rfrk— + —1sj—~1o—1" Vi —Ter~1""" T=Trfslom X Y = o . . ’

(cpjll (Pilj 1s5—1 <P;llcl ¢ 1rjsk l‘)]/“yj,% {0 SIT-‘T/?O,
pouri,j,k,:O,l,...n—letr:O,'l,. .y n— 1.

En plus, les fonctions o, , . doivent satisfaire & des conditions sup-

plémentaires sur les faces v =2,, y =v,, 2 =2, du parallélépipéde D,
que nous désignons par [z,,¥,, 2,;7], (2., ¥,, 2,5 7], [

R H i?yi7zn;r]'
Les conditions [w,, y,, 2,; 7] sont

63(n—r)——1

0z~ 1oy" T 9T [n-tinlap s, . = 0

aS(n—r)-—Z

0" "oy L R Patosst s, 1, a=0

83(71-—7‘)—2
(2‘5) awn__,.__l ayn__.r_.l azn_r [(Pn-laj-lyk_ cpn—l,j,lc]xn, Yj» 2 =

H

83(n——r—1}

awn—-r—layn_,-_lazn_,_l {cpn‘-19l—-1,k+ ':Pn-lyivk—-l_' (Pu—lyjsk -

o ] Oy si r=0,
no by =Lk =1ay, vy, 2 0 i 750
pour j, ¥ =0,1,...,net r=0,1,..., n — 1.

8 — ¢, 5686

1431
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I1 résulte de ces systémes que

(214) O, =(—1)""*"HYV (@oy v vy Bisqy Tigrye oy )V (Yope o vy Yi-v Yivv

s Ya) Vizgy - - 1 %1y feg1y o c 5 %)y

ou H est une constante et V (xg, ..., @ _3, %,y ..., @), --. ...., sonb
des déterminants de Vandermonde. '

Si 'on remplace dans la formule (1.9) ¢, parla solution du pro-
bleme (P,,), nous avons

(2.15) PUI= (10 Y, Opflyy,2)

4,7, k=0

et en remplacant C,, par les formules (2.14) et en écrivant que P [2"y""]=1
nous avons une équation qui donne

(2.16) H=V"Yzg,. .., ) Vi¥Ygy- o 4.) V{2p,..., 2,).

Finalement on a Vexwpression de la différence divisée (2.10) par la
Sormale

Toy Byy.-ey X, "
217 Aty yayo v F = (=1 % Ay Sfl@,y,,2),
=

47 0

Ry Rig9:.-49 %,

avece
A _(_1)1 V(mo,---’ Ly1y Lip19. -y wn) .
P b
Vi@y, @1y..., @)
{2.18) w, = (—1) Vs s Yyo1r Yyunr- -5 Ya)
. , = :

V(%s Y1s--+r ¥a)

v, = (—1)° Vi2oy- -y 21y Bugar- oy %) .
Vizey 21y- 45 2,)

2.4. Les formules (2.14) montrent que

((2'19) Omc = N By Vs
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pour ¢, j, k= 0,1,..., n et les formules (2.12) montrent alors que 'on a

L (2 — gt (2 — @)*
. = | Ay ———— e A, —
(Pujslc ] 0 (n——l)! + —}_ ) (%~1)! :|><
[y — )"t =yt
2.20 Sl ~2— 0L A T
( ) \<_[J'0 (’)’L—l)! + +l""j (n_‘l)!:!x
[ — e (e —2) .
><—Vo (n—1)! T (n — 1! J

Les formules (2.19) et (2.20) montrent une étroite . liaisen entre la.
représentation de la différence divisée (2.17) d’une fonction de frois va-
riables: par une intégrale triple e‘o 1a représenta‘tlon 1ntégra1e des-fonctions
d’une variable.

Considérons les fonctlons wel [xy,2,],ve O [yo, y,,], we 0” [2g, 2.1
et les formules qui donnent leurs différences divisées: sur -les nceeuds:
mO? ml? Ty wn? y07 yl} N 7yn7 207 zl? e z p"a’r des lntegra’]‘es défmles’

(@) B3y -y @5 U] = (—1)" [t (2g) + -+ - + hu(w,)] =

= 4@ v (@) az,

(3

(e Y1y -5 Y5 0] = (1) [ @ yo) + o) l=

_(2.21) = Sy" 0 (y) v™ (y) dy,

3

[Bos 215+ - o5 3 w] = (—1)" [vow (zo) + v w (z )] =

= {10 v e

)

Dans les seconds membres, les fonctions ¢, 0,y sont les fonctions:
splines, définies par les formules

(2 —0)% " (x—w, )"

P@) = R T T + +h (n—1)!

_ gyt (y—y.)"

(2.22) 0) = o TS s
(2 —zg)" 1 (—2,)%"

x(2) = (n—1)! T (n—1)!
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€ = {Z, {E,}a=0,1,2 3, 8}, la fonction 6 étant définie par
(3) Ei= —Ei=E:=E, (ou —Ei=E}=F;=E,), E,—E,H,= — B, E,.

Les résultats concernant les graduations spéciales des formes réel-

les de Jordan sont :

Dans le cas dw type A, Ty= T et donc les graduations spéciales
sont justement les graduations mawzimales. Les graduations maximales des
formes réelles de Jordan de type 4, sont, a une R-équivalence [9]
prés, oy’ et (B ® AV 7Y),, (v >1) [2]%

Dans le cas des types B,C ou D, les résultats sont [3]:

— les graduations de type B; sont: (£}, I') et (€ ® A™-1),, ),
(v>1);

— les graduations de type B sont: (B® oY), IY), (v>1);

— les graduations de type C; sont : (AP, Ty), (v >1);

— les graduations de type O sont:

(B ® A1), Ty) et (B ® € ® ot~2),, Ty) (v > 1),
oll nous avons noté . v
Dy = {a] & = (&, o, . ) 9‘2v-1y"°‘2v)EZ§va Ay o o dgy g g, — pair},

Ty = {oc] e L T - A - ocz\,_ll‘ocgv —_— pair}.

LeMME 1. Les. graduations oA, B, @, ainsi que tous les produits
tensoriels formés avec ces graduations ont la propriété suivante :

8 + v, 8 + 8) = 6(, B) O(x, ) O(v, B) 6(y, 3).

Démonstration. On peut vérifier aisément que les graduations A,
B, @ ont cette propriété et aprés, utilisant la définition de 6 pour le pro-
duit tensoriel [9], le lemme devient évident. ‘

, o g.ed.

Considérons les formes réelles de Jordan de type A. On peut établir
aisément le C v

LEMME 2. of et B ont la propriété swivante: quels que soient
4, j € Z5 (i, 4 j 5 0), nous avons 0(¢, §) + 0(j, i) = 0. AV et BERAY-1
(v >1) nont pas cette propriéié.

Nous avons [2] le

THEOREME 1.2 Les seules graduations maximales riemanniennes
(dont les conmewions sont riemanniennes) des formes réelles de Jordan de

1 Les graduations maximales des formes réelles de Jordan de type Ay ont été déterminées
par 1. Popovici [6], & Paide des algébres de Clifford généralisées.

2 En notations analogues i celles utilisées pour A, 1a graduation maximale cf® est donnée
par

E} =E}=E}=E, E,=IiEFE,= — iE,E,

=50

et la graduation maximale oA est donnée par

E} = —E}= — B} = E), E®=iEE, = — iB,E,.
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type A sont Ay, Aj, A, B,, les métriques correspondanies étant données,
a un facteur constant pres, par

ds? = e™*(da? — dy? — de? — dg2),

ds? = e *(da? + dy? + de? — dr),
(4) T -
ds? = e™*(da? + dy? — de? — qr),

ds? = e ™ (da? + dy? + de? - de2).

Démonstration. La premiére partie de ce théoréme, notamment celle.
qui se référe au type Aqp (resp. aux premiéres deux métriques) a été éta-
blie par I. Popovici et A. Turtoi dans [8]. La seconde partie du théoreme,,
qui se référe au type A; (resp. aux derniéres deux métriques) a été dé-
montrée dans [2]. Dans ce qui suit nous rappelons briévement les étapes
de la démonstration, parce que, pour les démonstrations des théorémes
2 et 3 on renverra i ces étapes.

Soit G = A ou B ® AV, Considérons le tenseur symétrique
covariant e, = 0 (4, 1) 3, et la matrice ¢ = (e,;) associée. Utilisant le.
lemme 1, on montre facilement que le tenseur 4,,, = ¢, T'%, est anti-
Symétrique en i et j. Done nous avons [8] :

. eM,, + M, = 0.
Soit V l’espaée de la connexion affine [4]

; 1 . .
I = ’5“ LY 8¢5, k) — (%, 4)1.

Supposons que V est riemannien et soit @, son tenseur métrique..
En tenant compte du fait que le systéme des opérateurs associés au ten-
seur de courbure est irréductible sur le sous-espace des matrices 4 trace
nulle (voir le corollaire de Ia fin du [4]), on obtient [8]

(5) a;=a, 8, (a,50, icz?).

Le tenseur métrique a; a la dérivée covariante nulle. De (5) nous
obtenons les conditions suivantes

‘ d . .
6) 280, az; + 8142 {[0(3, k) + (K, 4)] a, +

+ [0(3; k) + 0(k, j)] a} = o.

On distingue deux cas
1. 4 +j=0. Les conditions (3) nous donnent

da, o ,
’G“ZZ; + 33 [0(, k) + 6(k,4)]a, = 0.
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La démonstration s’obtient de méme que celle pour le théoréme 2,
donc par 'adaptation de la démonstration du théoreme 1. A la fin il faut
trouver les graduations spéciales, dont les systémes caractéristiques
I'; ont la propriété qu’ils ne contiennent aucune paire (i,j) telle que:
Gy t+JF0, 44,0+ jels ‘

Soit v =2, Alors I’y = {&] oy + oy + &5 &y -+ o5 &0, — Pair}.

En considérant tous les cas possibles on constate facilement -‘qu’il
n’existe aucune paire (¢, j) avec la propriété ci-dessus. Donc les gradua-
tions spéciales - S S ' :

(11) (AP, Ty), (B ® o),y Ty) et (B ® @), Ty)

sont riemanniennes.

Soit v > 2. Alors I'y = {a| oy + oy + g &g + a5 a4 + ... — pair}.

En vprenant ¢ = (0,0,1,0,...,0) et j = (0,0,0,0,1,0,..., 0), nous
avons: ¢, j,% +j30, 4,j,4 +je s ' ‘

. Par congéquant, les seules graduations spéciales riemanniennes

sont (11).

Maintenant il faut déterminer les métriques des graduations (11).
Soit la graduation (A%, I),) et e, 6, ¢, ¢, les générateurs de oA£%.
Nous avons e, = e € ¢ e et e = (—1)"" "™ ¢,. En prenant tous les

o = (o, %y, o «,) € I'y; (0, € Z,) et en calculant, successivement,
(—1)"™"*%% pous obtenons pour 6(a, a) les signes: -+ + 4+ — — 4,
ce qui nous donne pour la métrique les signes: + — — 4+ + —. Soit

la graduation ((B®dh),, T'5) et e, €, €3, ¢ les générateurs de BRA-
Parce que €3 = (—1)at®tantan ¢ il résulte que e; = ¢, quel que soit
« e I'; et done, la métrique aura les signes: 4 — — — — — .

Enfin, en considérant la graduation (B &® @),, '), €1, €, €3 €4
étant les générateurs de BRE, nous avons e; = (—Il)atutetuntan g
ce qui nous donne, pour la métrique, les signes: 4+ — -+

g.e.d.

REMARQUE. On voit done, que les graduations spéciales riemanniennes
de type B épuisent la classe des espaces de Wagner non isotropes ®) trois-
dimensionnels avec p = — 1, celles de type A épuisent la classe des
espaces de Wagner non isotropes 4-dimensionnels aveec p = — 1, et celles
de type C nous donnent des espaces de Wagner non isotropes 6-dimen-
sionnels avec p = — 1 et & métriques ayant un nombre impair de 47

(le nombre des “~+ étant 1,3,b et celui des “—"" resp. 5,3,1).

Les formes réelles de Jordan de type D ont été traitées, au point de
vie de Dexistence des métriques, par voie directe [11], sans faire appel
aux graduations, car méme en leur définition est explicitée une base.

Ainsi, on a montré que tous les espaces & connexion aifine constante
agsociés aux formes réelles de Jordan de type D sont riemanniens et

8) On sait [14] que dans les métriques de type Wagner intervient un vecteur constant.
Nous avons .dénommé un espace de Wagner isofrope ou non isotrope, selon que ce vecteur
est isotrope ou non isotrope.
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épuisent la classe des espaces de Wagner non isotrope avec p = — 1,
done ayant des métriques de la forme :

ds* = e~ [(da)? + (A0 + 72da2) + ... + 7(da")?]
"f = jily (7’= 1727"'7")

REMARQUE. Les espaces de Riemann mis en évidence plus haut sont
réductibles (au sens que le systéme des opérateurs X,, [4] est réductible),
certains w'ayont ni la métrigue définie, mais comme nous avons vw, leur
métrique est- déterminée par la connexion, & un facteur constant prés.

Done ce sont des exemples d’espaces de Riemann qui ne satisfont
pas aux hypothéses des théoremes des professeurs G. Vrinceanu [12]
et C. Teleman [10] (ils satisfont & des hypothéses plus larges), mais ont
la propriété d’avoir la métrique déterminée par la connexion, 4 un facteur
constant pres. Ces espaces offrent donc la possibilité de généraliser les
résultats de [10], [12].

Un important aspect géométrique est la construction des géodé-
siques ou des courbes auto-paralléles. Ainsi, dans [2] nous avons donné
la construction des géodésiques pour le type 4,. Dans [8] ont été données
les géodésiques pour le type Ay et dans [11] ont été données les géo-
désiques pour le type D. Voict le résultat global: les géodésiques des
métriques assocides aux formes réelles de Jordan des types 4 — D
s’obtiennent des géodésiques des espaces & connexion affine constante
associés aux algébres des nombres complexes, duaux et paraboliques
par Papplication de certains groupes de mouvement (orthogonaux ou
pseudo-orthogonaux) associés aux métriques respectives.

Remarquons que la derniére métrique (4) correspond & Dalgébre
des quaternions. F. Amato [1] a étudié cette connexion au point de vue
des courbes auto-paralléles.
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Proof. First we show that if A is a Hermitian element then the
ascent of A is 0 or 1.

Suppose now, that for some u we have h?u = 0 and hu =% 0.
Since, if [u| =1

1= > e ul > <e™u, a*>| = | <u, #*> + i <hu, ¥* >

where x* is an arbitrary linear functional of norm 1. This relation gives
hy = 0,
Now, we consider the operator

Hy=h—2N=h — 2

and this shows that H, has the ascent 0 or 1 for all complex numbers A.
As above,

” ei(h-}-)\) ” — ” eioch.emx ” — ” eicxx ” — e——cxIm)\
and thus
e~ dmh S [Pt N y|| > <u, ¥ > + 1 < (b 4+ ) u, ¥ >|

which also gives (h 4 A)u = 0.
From the theorem in [7] the characterization of w(u) is clear.

It is interesting to know if the theorem holds for normal operators
on Banach spaces.

3. In this section we apply the theorem in [7] for some classes of
operators considered in [4].

Let ¥ be a Banach space and suppose that there exists an inner
product < ,> such that for all =

ol < k||

where <<@,v> = |[#]? and | | is the original norm of %.

An operator T is called quasi-hyponormalizable if there exists
T* e £(%) such that

| T*2|| < || T

for all xe¥. Now, it is easy to see that the ascent for T is 0 or 1 and thus
we have.

THEOREM 2. If T is a quasi-hyponormalizable operator then the Weyl
spectrum w(T) is o(T) except for poles of the resolent of finite rank.

Remark. In [4] we have considered a class defined as follows 7T is
quasi-normalizable if

1 To2 <N T2 2ll, (o] =1
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and it is clear that the theorem 2 is true for operators with the property :
for all complex numbers 2, T — Al is quasi-normalizable.

It is clear that quasi-hyponormalizable operators are in this class.

REMARKS. We are indebted to Professor F.F.Bonsall for calling our
attention to a paper of Nirschl and Schneider in Numer. Math., 6(1964),
Pp. 335365 where more general results on ascent for eigenvalues are
proved and that M.Crabb has proved, very recently, the much deeper
result that all eigenvalues on the boundary of the numerical range have
ascent 1.

Our proof of these results for Hermitian elements seems to be more
simpler, and is included so that the paper should be in a sense, self-
contained.

Received June 2, 1970
Institute of Mathematics of the Academy
Bucharest, Romania
and
Polylechnic Institute
Timisoara Romania

REFERENCE

1. S. BERBERIAN, An exfension of Weyl’s theorem. Mich. Math. J., 1969, 16, 273 —279.

2. L. CoBurN, Weyl’s theorem for non-normal operators. Mich. Math. J., 1967, 13, 285-—-288.

37V, IstrATESCU, Weyl’s theorem for a class of operators. Rev. Roum. Math. Pure et Appl,
1968, 13, 1103—1105.

4. V. IsrrAtescu and I. IstrATEScU, On quasi-normalizable operators, 1969, 46, 4, 5, 343 —347,

523-525.

5. — On Hermitian elements in Banach algebras (to appear).

6. J. NieTo, On the essential spectrum of symmelriazable operafors. Math. Ann., 1969, 178,
145153,

7. K. K. WARNER, A Nofe on Theorem of Weyl. Proc. Amer. Math. Soc., 1969, 23, 3, 469 —471.
8. H. WevL, Uber beschrinkte quadratische Formen, deren Differenz vollstetig ist., Rend. Circ.
Mat. Palermo, 1909, 27, 373—392.

9 — c. 5686




