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On sait que G. Peano [3] et L. Tchakaloff [6] ont montré que la
différence divisée d’ordre n d’une fonction ¢ d’une seule variable, sur
les noeuds %5, x1,-+., %,, OU % <<x < --- < x, peut étre représentée
par une intégrale définie lorsque ge C"[x,,x,]. Nous avons retrouvé cet
important théoréme par un probléme aux limites qui conduit d’une ma-
niére simple 4 Ia fois a la définition de la différence divisée et a sa
représentation intégrale [1]. On a

T

(1) [xo;\xl:"';xn;g]:gcp(s)g(n) (S) dS

x
0

olt la fonction ¢ est la fonction ,,B-spline® d’aprés I. J. Schoenberg
[5] définie par

(x — x0) 371 Y (x — x)i! e, (x — xnﬂﬂ;
n—1)1! (n—1)1 (n—1)1

(2) ¢ (x) = %o
les coefficients 29, %y, -~ -, A, étant donnés par la formule

3) [0, 21, - 505 8] = (—1)" S 02 (%)

(=1
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Les conditions du probléme aux limites ont permis de démontrer que

,’V”

la fonction ¢ est positive sur Pintervalle (xa, x,) et queS(PdS:i

. n!
*0
Dans ce travail nous étendons aux fonctions f de p variables X1,
X35+ ,%, la formule (1) pour les différences divisées d’ordre n sur un
réseau de noeuds.
. 1. T. Popov_lciu [4] a défini la différence d’ordre » de la fonc-
tion f de deux variables (%, ¥) sur un réseau de noeuds M, (x;, v;), ou

z,akzo,l,-.-,n €t Xy <X <<+ < x, et y, <y, <<y quil a désignée
par

Xos X1, ° 40 ,X, ‘
(4) [ SR ;fJ,
YosViy oo 5V,

par la formule

(5) x():xl)"';xn

Yos Vi, -« ° ’y”;fJ: [xU:xla v ')an[yo,)’lg "'syn;f]]'

Nous allons étendre en premier lieu cette définition au cas des
fonctions de p variables.
; (C)onsxderons une for‘lcuon f de variables x;, x,, . - s X, €t prenons sur
axe Cx, correspondant 4 la variable r,, les noeuds R s e [
maniére que ’ o

x’(LO) < x](‘l) < PR < x;l”)_
En donnant & % les valeurs 1,2,,.--.p nous obtenons un réseau de

noeuds M,-1 iy i de coordonnées (xf0, xfi, o x{'), les indices 7,75, .. - ¢

prenant des valeurs de Pensemble des nombres entiers 1,2, n
Alors nous donnons la définition suivante :

Définition. La différence divisée dordre n de la fonction f de varig-

bles e 6 554,
es x,, X2, sXp Sur le réseau de noeuds Milig... ip que nous désignons par
la notation

by

0 1
x(l ):x(1>: e :xﬁu)
(0 1
(6) E2) );x(z): e >x(:;l) 5f
0 1
x;) ), x%)_, P ’x(p”)

est définie par la formule de récurrence
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©0) 5l L 4lm)
xgo)a x:(ll): Tt xgn) x(z()): x(al 3 >x? ,
0 L xin) b2 A 2 SN
X X _ 0 1) . 3543 LI I
(7) 2 a2 a2 ,f - x(l):x(l 9"';x§”): L. 3f
(0) 4 (1) |, (n)
a0, xl) XpsXp's 3%y

pour p=2,3,---,p.
En désignant par

{~—1 {41 (
V(x;LO)> R x(hz ):x1§1+ )3 ct :xhn))
(1 1 (
V(xl(L )3 x;; ) E xnn))

pour 2 =0,1,.-.,p et 1=0,1,-.-,7# on peut écrire encore la différence
divisée (6), sous la forme

8) W) = (—1)’

0 1 2
x(l )3 x(l): e ,x§")
xg())’ x(zl): T xém -f -
. .0 o
0 (1
x(p)pr)’ C ’xg‘)

#

=(—1)" 2 0 2 NG 2 f (i, 0, i)
Ty ceny 11) =

2. On peut donner une représentation intégrale de la différence
divisée (6), en faisant sur la fonction f des hypothéses que nous désignons
par (H,), (HI,_“I’),...,(HI). . o S

En considérant le domaine D défini par les inégalités

D:x0 <z < 0, A0 xy < D, 2D < 1,y < 2,

Phypothése (H)) exprime que toutes les dérivées partielles 8"f/9x" existent
et sont continues dans D, pour 2=0,1,...,n

L’hypothese (H,_) exprime que toutes les dérivées partielles 6" *"f/ox"_; dx7
existent et sont continues dans D, pour 2 =0,1,...,7.

Et ainsi de suite. La derniére hypothése (H,) exprime que toutes les
dérivées partielles o"+(»=D% f/dx} ox7 . .. 0x" existent et sont continues dans
D, pour A=0,1,...,n.

Pour arriver a la représentation intégrale de la différence divisée (6),
nous considérons d’une maniere générale la représentation intégrale de la
différence divisée d’ordre » de la fonction ¢ de la variable x,, sur les

noeuds x;”, x{Y, ..., x{", lorsque ge C"[x{?, xi»], donnée par la formule

"’(ﬁn )

(10) [0, (0, ooy 240 5 6] = \ 90 (5) & (5) ds

3(}]{))
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avec la fonction ,,B-spline*

e e l0)\ 01 {n)yn—1
(11) = A (ﬁ___ic_L)+_ . (a) (s — x5
Pr (S) T (72———1) l + _l‘)\n m(n_.l) I

3

qui est positive sur Dintervalle (x{,x{™).

Nous aurons a considérer dans la suite les fonctions (11) pour
h=1,2,..,p.
3. Dans la différence divisée [x{", x),...,x%"; f] regardons la fonc-
tion f comme une fonction seulement de la variable x,. Alors en tenant
compte de I’hypothése (H,), nous pouvons écrire

A%
0 > an
(12) [xg, ), x(pl)J cers x(pn) 3 f]l= \ ©p (5p) ———& { (%15 Xay ven s Xy ,sp)ds,p .
. s
RO ?

Ensuite écrivons la formule de récurrence

(0) (1 ()
x x s X
p—13Fp—1>s 3 Vp—1 (0) (1) (2)
. — . {0 1 .
{ ) @ (o ° Sl =120, a0, e, s [0, b x5 )
L X5 Xpyees Xy

et dans le second membre remplacons la seconde différence diviseé par
la formule (12). Nous aurons alors

[ LA GNP P
W, ., alm i/ } B
(13) #An)
? n
S @, (5,) [ P e xR (X, Xy ey X1, 5,) 1 ds,.
o 853 ;
»

Dans le second membre regardons la fonction 0" f [ 853 (%1, Xz, e 5 Xp—1, Sp)
comme une fonction seulement de la variable x, ;. En tenant compte de
Phypothése (H, ), nous pouvons écrire alors le second membre de la
formule (13) sous la forme

(0 1
{xp)_l,x‘,,_’_l,... , X4 'f] _
0 1 ? -
w0, xh Ly xlm
(14) AR

_ & \ Ot (S-) By (5,)

©) (0
¥ p-)-l A 7 )

aZﬂf
ams" 1 Py (X1, Xo5 +e 5 Xpny Sp1, ,)dS,_1,dS
n— r
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Ce procédé peut étre répété et Pon arrive finalement & la représen-
tation intégrale, grice aux hypothéses (H, ), ..., ()

0 1
xg ):xg )) "'ngn)

(0) 4(1) (n)
X5 ' 5 X ven g X
(15) Ede ] 32 ,f —
0) 1
L LRI L
x&ﬂ) xé’” xgﬂ)
- I apnf
\ - 5 [ (31) o (32) s O (Sp) m (S], S92 000 3512) dslng dSp.
. . 1 Y92 "7 Up
_,cgm 0 xéﬁ)

C’est la formule qui fait Uobjet de ce travail.

4. 11 est & retenir que la formule (15) a été démontrée grice a la
formule fondamentale (1) et moyennant les hypotheses (H,), (Hp—q)5 - s (H1).
1l est possible de démontrer la formule (15) en faisant d’autres hypothéses
sur la fonction f, par exemple celles qu’on doit faire pour obtenir la
définition de la différence divisée (6) et arriver & sa représentation intégrale
par un probléme aux limites, comme nous Pavons fait dans le cas d’une

. fonction d’une seule variable.

Nous avons montré pour p = 3, quelles sont les hypothéses qu’on doit
faire sur la fonction f et quel est le probléme aux limites qui conduit
d’une maniére directe a la formule (15) correspondant a p =3 dans le
travail [2].
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DIFERENTA DIVIZATA DE ORDINUL 7, A UNEI FUNCTII DE VARIABILE
SI REPREZENTAREA EI PRINTR-O INTEGRALA MULTIPLA

Rezumat

Sestiecd G. Peano [3] si L. Tchakalof f [6] au ardtat cd diferenta
divizati de ordinul » a unei functii g de o singurd variabila pe nodurile
Xoy X1y ony Xy, UNAE X <X T w20 S, 8C poate reprezenta printr-o integrald
definitd cind g€ C"[xy, x,]. Noi am regisit aceastd importantd teoremd prin-
tr-o problemi la limitd, care conduce intr-un mod simplu, atit la definitia
diferentei divizate cit si la reprezentarea ei integrald [1]. Avem f ormula (1),
unde functia ¢ este functia ,,B-Spline dupd I. J. Schoenberg [5]

T. Popoviciu [4] a definit diferenta de ordinul 7 2 unei functii
f de doud variabile (x, y) pe o retea de noduri (x,,y:), pe care a notat-o
cu (4), prin formula (5).

Noi am extins aceastd diferentd la cazul unei functii f de p variabile
X1, X5, 5 X, PE reteaua de noduri M, , s ee51,, prin formula de recurenti

(7), si ficind ipotezele (H,), (Hp_y), -+ > (H) asupra functiei f in domeniul
D, am dat reprezentarea diferentei divizate de ordinul »n a functiei f de
variabile %1, Xg ..y %, prin formula (15) in care ¢, (s) este functia ,,B-Spline®
(11), pentru h=1,2,...,p

Formula (15) s-a dovedit in cazul p =3 §i cu ipoteze legate de me-
toda functiei o, printr’o problemd la limitd care defineste diferenta divi-

zati si conduce la formula de reprezentare a €i printr-o integrald tripld [2].




