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Dans ce travail on reprend la formule de quadrature (1) de type Gauss [1], de
degré d’exactitude 2n +- p + ¢ — 1 et on étend les idées de notre travail [2]
pour déterminer les coefficients et les neeuds. On démontre comme dans notre
travail [3], que dans le cas 7 (z) = 1, le reste R (f), est li¢ a la représentation
intégrale de la différence divisée.

Dans un travail antérieur [1], nous avons étudié la formule de qua-
drature de la forme

B
(1) S (@) f(x) dv = Aof(a) + A,f(a) +...+ 4, f*"1(a) +

+ O1f(@) + Cof(wg) + ...+ C.flx,) +
+ Bof(b) + Bif'(b) +...+ B, /" 4b) + R[f]

oit la fonction = est intégrable et positive sur Pintervalle {a, b), pouvant
s’annuler en a ou b, et o1 les coefficients Agy Ay, -y A4, 5, 0, 0y ..., 0,
By By,..., B, ; et les neeuds ,, @,,. .., #, se déterminent de maniére que
le leste R [f] soit nul lorsque la fonction f est remplacée par 1, »,..., a¥ 1
ol T .

(2) N=2n+p +q.

Nous avons montré que si f € C¥ [a, bj, le reste R [f1 peut étre
mis sous la forme d’une intégrale définie

’
(3) R[] =§ o(s) f(s) ds.

ol la fonction ¢ est déterminée par un probléme aux limites.
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Dans le présent travail nous reprenons ce probléme et nous déter-
minons les nceuds et les coefficients de la formule (1) en utilisant les idées
de notre travail [2] sur la formule de Gauss.

Ensuite en supposant =(x) = 1, nous montrerons que le reste R[f]
de la formule de quadrature (1) est 1ié & la représentation intégrale de la
différence divisée d’une fonction g sur les neeuds a, ,,.. ., z,, b multiples,
d’ordres p + 1, 2, ...,2, ¢ + 1, les @, @, ..., x, étant les neeuds de la

formule (1).

Ce travail a été exposé dans une legon faite & I’Université Jdanov
de Leningrad le 26 novembre 1969, : - Y

§ 1. LES COEFFICIENTS ET LES NGEUDS DE LA FORMULE DE QUADRATURE (1)

1.1. Considérons la suite de polyndmes @,(x), out Q, (@) = 1, ortho-
gonaux par rapport & la fonection

(1.1) ; Co(2) ="m@) (& — a) (b — ).
Lé'p\olynémé‘ - o o ”
(1.2) Qu(®) = a" + Na" "t £ A,

est déterminé par les équations
b
(1.3) S w(x)(x — a)?(b — 2)* @, (v) 2"dx = 0

pour h=0,1,...,n — 1.
En général, pour m =t n, on a

(1.4) S (@)@ — aP(b — o) Qu(®) @,(x) dw — 0

et I’on sait que le pblyndm& Q. a toutes ses racines réelles, distinctes. et
comprises entre a et b.
1.2. Supposons qu’on ait Pidentité

(1.5) 5 (@) f(2) Az = Aof(a) + A f/(a) ...+ Ay 1fo () +
+ Oy f(z) + Cof(wy) +. .. O.f(x,) +
+ Bof(0) + Bif () +...+ B,_1fO V()

valable pour tout polynéme f de degré plus petit que N et que les nceuds
Zyy Loy. .., &, solent différents de a et de b. Nous avons le

3 SUR UNE FORMULE DE QUADRATURE DE TYPE GAUSS 1359

THEOREME 1.1. Dans Uidentité (1.5) les coefficients €y, C,,. .., C, ne

sont pas nuls. , . ‘ o
. En effet supposons que dans lidentité (1.5) le coefficient €, soit

nul. .Alors en remplacant f par le polynéme
(@ — a)’(b — 2)(w — @,)? ... (& — w,_,)?

de degré N — 2, on doit avoir
b
S m(@) (@ — a)?(b — @) Ux — @) ... (% — z,_y)Pdw = 0

ce qui est impossible. Donc les coefficients 0, C,, ..., O, sont différents
de zéro. » _ : :

COROLLAIRE 1.1. Dans Uidentité (1.5) les neeuds @y, @, ..., x, sont
distincts.

_ 1.3. Cela étant, considérons le polynéme @, (z) de forme (1.2) et défini
par les équations (1.3) et remplagons dans identité (1.5) la fonction f
par les polyndmes

(@ — a)’(b — @)?2"Q,(v)

o h =0,1,...,n — 1. » ‘ ,
D’apres les équations (1.3) le premier membre de 1'identité (1.5)
est nul, et nous aurons les équations '

0@ — )" (b — 2)'Q, (21) + ... + O, (2, — @)’ (b — w,) °Q,(x,) =0.

Oy, — a)? (b — @)  2:Q(2) + . . + Co@, — a)f’ (b — ,) 0,9, (,) =0.
(1.6) o . , o

Oy~ (b—1)7 2" 7Q,(31) + .. . + Oy(@,—a)? (b—,) 12819, (w,)=0.

linéaires et homogeénes en @,(x,),..., @,(x,). Le déterminant de ce systéme
est égal & ‘ s v
00y ... C (g —a)(wy, —a) ... (z, — a)TP X
1.7)
X0 — @) (b — @3) ... (b — &)V (@, 2, . ., @2)

ou V(ay, @, ..., x,) estle déterminant de Vandermonde de @, , @,, ..., a,
D’aprés le théoreme 1.1. on a C,, C,,..., C, 5= 0 et d’aprés son corollaire
1.1 on a V(w, @y, ..., x,) 5= 0. Donc le déterminant du systéme (1.6)
est == 0, et par suite ce systéme a la solution banale

(1.8) Qu(@) =0,  Qu(w) =0, ..., Q,(z,) =0.
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Nous avons ainsi démontré le

THEOREME 1.2. Dans Videntité (1.5) les newuds =, Zyy ..., @, SONE
les racines réelles, distinctes et comprises entre a et b du polynéme Q,.

1.4. Nous allons montrer maintenant comment on peut déterminer
les coefficients de 1’identité (1.5). En remplacant dans cette identité la
fonetion f par le polyndéme

(# —a)’ (b — o)z — x)% ... (® — T ) (e — w; )% ... (@ — x,)%

on aura l’équation

b

S H@) (2 — (b — D) (@—a))* ... (B3 )2 (@ ~4,1)%. .. (2—0,)% do =
= Ci(%"a)b(b“wi)q(wﬁ — @) e (B2 )P — )2 . (w;—w,).

qui détermine le coefficient C; et qui montre que C; > 0.
En remplagant ensuite dans Didentité (1.5) la fonction f; par le
polyndéme

(b — 2)Qi(x) (z — a)

oj=p—1,p—2,...,1,0 on détermine 4, ;, 4,_,, ..., A,
Et de la méme maniére on détermine les coefficients B,_,, By gy
<.y By ‘
seey Do

§ 2. UNE PROPRIETE DES COEFFICIENTS DE LA DIFFERENCE DIVISEE D'UNE
FONCTION g SUR LES NGEUDS g, z,,..x,, b MULTIPLES D’ORDRES
p+1,2,...2 g+ 1, LORSQUE z,, 2,, . . .z, SONT LES RACINES
DU POLYNOME (, CORRESPONDANT A w(z) = 1

2.1.. Dans la suite nous supposerons = (z) = 1. Alors les polyndmes
@, sont orthogonaux par rapport & la fonction « (z) = (v — a)? (b — x)*
et nous avons vu qu’on peut déterminer les constantes 4,, 4,, ..., Ay gy
¢, Csy...,C,, By, By,..., B, ,.de maniére & avoir ’identité (1.5), lorsque
la fonction f est remplacée parl, x,. .., #¥ ™1, ce qui veut dire que nous avons
les identités

[ ot = At 4 4wy + .. + Ay it
(2.1) O 4 Oyt e+ O,
+ Bgb* + By(b*) + ... + B, , (b¥)fe-1

ol &y, @5, ..., 2, sont les racines du polynéme Q, et ¥ = 0,1,..., N — 1.
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2.2. Cela étant, considérons la différence divisée

(2.2) lay ...,a, @y, @gy. .., 2, 2,,b,...,b;g].
o, conwns L R e—
2+1 a+1
de la fonction g sur les neeuds a, @y, ..., x,, b multiples d’ordres P +1,

2,...,2, ¢ + 1 qui est comme, on le sait, le quotient de deux déterminants.
Désignons par @ le déterminant du numérateur. En développant ce déter-
minant selon les éléments de la derniére colonne, nous pouvons écrire

D = Mog(a) + Myg'(a) + ... + M, g"(a) +
+ Pyg(@y) + Pog(as) + ... + Pgla,) +
+ Pig'(m) + Pig'(ms) + ... + Pog'(x,) +
+ Bog (b) + Rig'(®) + ... + Ryg“(b)

(2.3)

Nous avons le théoréme suivant.

TeforEME 2.1. 8¢ dans la différence divisée (2.2) les neeuds @y
Bgye -y &, sont les racines du polynéme Q,(z), correspondant & (x) = 1
on a ‘

(2.4) P,=0, P,=0,.., P, —0.

11 suffit de démontrer ce théoréme pour le coefficient P,; d'une

maniére analogue on démontre que P, =0,..., P,=0.
On a:
a® .... a¥
1 2a .... (a¥)
Y 0 .... (a™)®
0 2@y ... (2,)
1 -Tg (L‘% LRI sz
Ny
(2.8) P, = (—1)w+1 0 1 2wy ... (2,Y)
1 @y 2 ... af
0 1 2z,.... (%)
1 b b ... bV
0 1 2b .... (BYY
0 0 0 .... (pM)@
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En changeant les lignes en colonnes et Pordre des colonnes, on peut
écrire le coefficient P; sous la forme .

0 0 ... 0 6 ... 0 0 ... 0 1...1 1

dex 1 0 1 ...1 1 0 @y .. w, b

b x5 a2 b2

(2.6) Swdm a ... 0 @ ... w b ... 0 =
: 3 3 1,3

b 2 2 pa Ty % b

P=F &a 2*dx a? 0 R bz ... 0 3 3 3
b A

N—1 N=-1 N-1p-D gn—-1 = o N-lpN-1  (p¥-Lye-p Lz Fe T

Saw doea?™1. .. (a¥71)P7D 47 ay bNT ( ) v N W

Sous cette forme on voit immédiatément que P, = 0.

En effet, multiplions les éléments de la seconde colonne du déter-
minant par 4,, et ceux des éléments des colonnes suivantes par 4,, 4,,...
coy Ay 1,014,045 ..., O, By, By,..., B,_;.et ajoutons ensuite les éléplents
de ces colonnes aux éléments de la seconde colonne. Alors d’apres les
identités (2.1) les éléments de la seconde colonne deviennent identiques
aux éléments de la premiére colonne. Nous avons donec P, = 0.

Aingsi le théoréme 2.1 est démontré.
La formule (2.3) devient

D = Mog(a)+ Myg'(a) + ... + M,g"(a) +
(2.7) + Pig'(®) + Pig'(ws) + ... + Pag'(w,) +
+ Rog(b) + Byg'(d) + ... + Reg'“(d).

2.3. Relativement & la formule (2.7) nous faisons deux remarques
importantes :

1°. Dans la formule (2.7) on a

(2.8) M, + By = 0.
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Cela résulte du fait que le premier membre ® estnul lorsque g (x) = 1.
2°. Dans la formule (2.7) on a

(2.9) Ry == 0.

Cette propriété sera démontrée dans le § 3.

§ 3. UNE PROPRIETE DES COEFFICIENTS DES DIFFERENCES DIVISEES A
NEUDS MULTIPLES

3.1. Considérons la différence divisée de la fonction fsur les neuds
Loy Byy « - -y Tusr multiples d’ordres 7y, 7y, ..., 7y

((31) [x07 e 7‘,’("07 wl’ R ml? MR 4 mn+17' M '7wn+1; f]

7'0 71 Ya+1

Que nous pouvons écrire sous la forme

(3.2) [@oy -« oy Woy @y, ..., @y, ) wn+1"'7wn+1;f]:
7o ¥y Pnt1

= A f (@) + Ag [ () + ... + Ay, Po—1 fT0=0) (@) +

+ Ao (@) + A f (@) + o Ay, T (@) +

+ 4,41, o J(@,41) + A, f (Cys1) + - .. + 4,41, Vgt fO07) (2

n+1)

Relativement & la différence divisée (3.2) nous avons le théoréme
suivant

THEOREME 3.1. 8i les noouds m,, Xyy<eoy Tnyy Sont tels que

{3.3) Top <@ < .oo << Zpyq-

alors dans Vewpression (3.2) de la différence divisée (3.1), les coefficients
An+l,07 a1y oooy Auy1y Fapr de f(xn—{-l), F(@ni1)y - ... y f“‘"+1"l’(wn+1)
sont différents de zéro.

De méme les coefficients A gy, Ay, . . . y Aoy oy def (@), f'(#4), . ..y fTo=b (z,)

sont différents de zéro. o

Il est évident qu’il suffit de démontrer la premiére partie du théoréme.
La seconde partie se démontre de la méme maniére,

Pour le coefficient A,.1, r,y1- le théoréme est évident. Il reste a

démontrer le théoréme pour les autres coefficients An.q, 0, 4

B+l 19 2«9
Au+1, Tnti1—2 .
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3.2. Nous démontrerons d’abord que A4i1,05 0. Cela revient &
démontrer que le déterminant

1 Lo o o o . XY
0 1 ... . ()

0 0 .... (&b

(3 4) D’ﬂ-‘}-]__l — ” wﬁ
1 ... .Y
(o
(15—%1)’
0 0 ... (@ )
ol
(3.5) N=ro+r+ ... +7,+r,—2

est différent de zéro.
Pour abréger nous écrivons le déterminant (3.4) sous la forme

, 0 1 ... (2%,)
(3.6) D, 1=

0 0 ... (x¥,)nr” Y
Démontrons d’abord que pour 7,,, = 2, le déterminant

|

(3.7) D, =

0 1 oon (20
OUN =ryg+r.+ ... + 7,
Pour cela cons1dérons le polynome

|
(3.8) Aula) :: 1 x ... x¥
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quia le degré N, parce que le coefficient de ¥ est le déterminant de Van-
dermonde généralisé

(3.9) Vo=V (Zgye oy Boye ooy Bpyye o y,)

Ty ' ™

qui est différent de zéro.
Nous pouvons écrire

Al(x) = V($ - wo)i'o(;);‘ — wl)n . (5() o él’/'n)r".

Le polynéme A,(x) a toutes ses racines réelles et situées sur Vinter-
valle [z, #,]. La dérivée Aj(x) a aussi toutes ses racines réelles et si-
tuées sur le méme intervalle. 11 résulte que Aj(wx)=~0 pour x >z, En
particulier Aj(x,.,) 5= 0. Mais A{(x,.,) = D; et par la suite nous avons
démentré que D, 5 0.

3.3. Supposons maintenant que le déterminant

5.10) p=|® 1o (2%,1)

0 0 ... (&)
ou N =rvy+r -+ ... 4+ r,4;_1, soit différent de zéro, ce qui est vrai pour

j =1, et démontrons que D;,, 5= 0.
Pour cela considérons le polynome

!
|
0 1 (fl‘".*_]_) |
{3.11) oA =0 . L .0
0 0 ... (2, )?
x ... x¥ ‘
ou N =ry+r + ... +r, +j Le coefficient de #¥ est le déterminant

D; que nous avons supposé différent de zéro. On peut écrire
Ajiy(@) = (2 — o) (@ — @) ... (2 — @)~ Uj2)

ol U; est un polyndme de degré j.

Le polynéme A;,; a 7, + rn + ... - r, racines réelles appartenant
a Yintervalle [x,, ,,] et sa dérivée AH1 & ro+1+ ... Fr,—1
racines réelles appartenant au méme intervalle. Mais la derlvée AH] a
encore la racine ,,, multiple d’ordre j ce qui fait que A],, a toutés ses
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racin ‘inter i ¢ i j
& r’s?lsltdanls Pinter xialle’ [.%,’ xnﬂl], 151; racm§>+ Tyia étant multiple d’ordre j.
1 go e a orsc1 que If:’l:. dtemve(ﬁ( A1) = AP a toutes ses racines réelles
mprises dans lintervalle [z, z,.,). Alors A{+b(g i
) 1) x =# 0, ce qui

veut dire que D, =~ 0. ! P ) 0, 1

En particulier D, +-1 7 0, et par suite le théoréme 3.1. est dé-
montré pour le coefficient A, 0. o
3.4. On démontre que le coefficient A,.; 1, ol [ est un des nombres

1, 2,..., ey est différent de zéro, de la maniére sui
démontrer que le déterminant ’ \ wivante. I faut

'193114_1‘........’,0%&,‘1

01 . .. ... (N
(3.12) B, 1=

00 . .. ... .. (a0

00 . .. .. ... (aF,,)

00 . . . . . ... (@)™
ou , : .
(3.13) N=ro+r+...47+r,, —2.

est différent de zéro.
Nous allons examiner d’abord le cas du déterminant

1 Lpay -« o v oo w7Z:7+1

01 . ... ... (N
- B | (a¥,1)

00 . .. ... ... (V)"

00 . . . . ... .. (a0

oU N =y iy + ... 41, + L
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Pour cela nous considérons le polynéme

1$n+1. e e e e .xlryq—l
01 . . .. . ... (2Fy)
(3.15)  Ayq(w) = (@i I—1
00 . . .. .. ... (a0
1. ... ... ..

qui est de degré N, parce que le coefficient de a” est le déterminant de
Vandermonde généralisé

Vi=V(®y ...y - ooy Bpy - oy Ty Lpiyy -+ - 1®ur1) F 0
AL K s
o Tn [

Nous pouvons écrire le polynéme A, sous la forme
AHI(w) = V<m - xo)’“ e (.’L’ - w")’n (.’,U - wn-}-l) l.

. Toutes les racines de ce polynéme sont réelles et comprises dans
Pintervalle [@,, @,,,]- Il résulte que les dérivées successives de ce poly-
noéme ont aussi les racines réelles et comprises dans [, ,.,]. En par-
ticulier les racines de A{'/;" sont toutes comprises dans’intervalle [2, 2, 4]
On & done AD(a»,,) == 0, et de ’égalité AN (x,,,) = Hiiq, il résulte
que Hyii,1 50

- 3.5. Passons au cas général. Supposons que le déterminant -

lo,9. 0 - o & Tns1

o1:. . . . .. (w,@’ﬂ.ﬂ'
(3.16) By =

00 ... ... (a)"?

00 . . . .. . (a0

00 ...... (2N)°

ot N =7y +... + 7, + g — 1 soit différent de zéro, ce qui est vrai
pour ¢ = [ + 1 et démontrons que le déterminant Fq.1, ! est aussi dif-
férent de zéro.
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Pour cela considérons le polynéme

1 Lpsg o o+« o -’I}'ﬁ;l
01 . ... ... (2N
(3.17) Berr(®)=| 00, ... ... (@ )¢
00 .. . .. .. (2,
00 .. .. ... (a0

qui est de degré N, parce que le coefficient de oV est le déterminant %, ;
que nous avons supposé différent de zéro.
- Nous pouvons écrire encore le polynéme A, ,, sous la forme

A41‘4-1(41’) = (v — ?’0)"’ (@ — @) .. (2= @) (0 — wn+i)t U(w) o

et par suite A,, a ro+r+4... 4,41 racines dans I’intervalle [@g, 2,,,].
Il résulte que A{H a ry + 7, + ... 4+ r,—1 racines réelles comprises
dans Vintervalle [z, z,.,). Mais cette dérivée a encore la racine Tyt
d’ordre ¢ — 1. Done A{{P a 7o+ ... + 7,4+ ¢ —1—1 racines dans
Vintervalle [z,, #,,,] et par suite la dérivée (A% D)D"= A3V n’a plus la
racine x,,;. La dérivée AW ayant le degré ry + 7, +... + 7, — 1, et
To + 7 +... + r, — 1 racines réelles dans lintervalle [z, %,,,], on a
AZHY (@,44) 5 0, c’est-d-dire Hy.1,,50, et par suite le théoréme 3.1. est
complétement démontré.

§ 4. LE RESTE DE LA FORMULE (1) DE TYPE GAUSS, LORSQUE ©t(x) =1
4.1. D’aprés les remarques faites dans l’alinéa 2.3., sur les eoef-
ficients du déterminant 9, lorsque ,, @,,. .., 2, sont les racines du poly-

néme ¢, correspondant & = (#) = 1, nous pouvons écrire la formule (2,7)
sous la forme :

b
(4.1) D — ROS g (@) da + M, g’ (@)+ ... + M, ¢g® (a) +

L Pig (@)t Pag (@) +
+ Ry g" () +... + Ry@(b)
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ou
(4.2) Ry, = (—1)* D,
avec
a . .. .a"
1. ... (@
0. ... (a"yw
@y ... ow
1. .. . (28
(4.3) D,—=
A
(@)
. (bN)I
o  a. ... @)
et

N =2n+p+q.
Vu que nous avons démontré que D, 5= 0, nous pouvons résoudre
b .

Téquation (4.1) par rapport & S g’ () dz, et en posant

a

(4.4) 9" () = [f(2)
nous aurons la formule
(4.5) Sb f(»)de = %ﬂ (M f(a) + My f (a) +... + M, f*-V(a)+

+ Pif(wy) + Pef(2a) +... + Pof(w,) +
1)

+ B, f(0) + Ry f' (B)+... + B f (B)] 4 (—1)° o

qui est justement la formule de quadrature (1) de type Gauss, correspon-
dant & = (#) = 1 et dont les coefficients sont liés aux coefficients de ®,
par les formules

A — (—1)e+1

Mi+1 (’l;=0,1,,fp-—1)

a

5 — ¢. 1633
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Hl 7+ 1 ,
(4.6) = L—D)—w P; (h=1,2,....,n)
q ' .
—1 1+ 1 .
Bj’“ (____)‘,7 §+1 (‘720,1,...,9_‘—*1)

Le reste de la formule (4.5) peut s’éerire sous la forme

(4.7) Rf] = (,—1)?:(?-‘[ Ay ooy @y DByy Byye vy Tys m,b,i;,_b_; g]
D, | p+1 g+1
ol @y, @,,. .., @, sont les racines du polyndme @,, g’ (2) = f (z) et ou V
est le déterminant de Vandermonde généralisé
(4.8) 0 :V[a, sy By Xy By oy By, X, b, ...,b].
p+1 qg+1

Si f e O*+2+ [g, b], alors g € O%+¥+1+1 [q b] et I’on sait qu’on
peut écrire '

(4.9) [a,...,a, DByy Byy o ovy Tyy Ly b,...,b;g]____ gl Rty
p+1 g+1 @2n+p+q+1)!

olt £ € (a,b).
Done, le reste de Ia formule (4.7) peut &tre éecrit sous la forme
. . (Z2n+DP+4q)
Rifl=(—1y —, TTEN
: : D, (2n+p+g+1)

ou & € (a, b) et on déduit Vévaluation

(4.10)

i M2n+ +a
(411) |RIfIK L :
| 1711 | Dy| (2n+p+g+1)!

4.2, On peut mettre aussi le reste R [f] de la formule de type Gauss
(1) correspondant & =(x) = 1, sous la forme d’une intégrale définie, en
utilisant la représentation intégrale d’une différence divisée. On a

Monipiq= (Subl)){f@"‘*(ﬁfr")‘l,
a,

b
(412) [@y .., @, @y, @yye ey By By by oy b g] ;S o(s) g2 gD ds,
[ — i, st @
p+1 a+1
ol la fonetion ip: est’une fon_c{;ion spline, qui s’obtient ’p'a,r un, prbbiéme
aux limites [4]. On a démontré que la fonction ¢ est positive sur Uinter-
valle (a, b) et que ’on a a '

b ; . 1 .
4.13 C ds = - .
(419) &””8 @n+p+qgtrt
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En tenant compte de la formule (4.8) et de la représentation (4.12)
on déduit pour le reste de la formule de quadrature (1), correspondant &
n{x) = 1, la représentation intégrale '

(4:14) | B [f] e Sb (.])(;c)‘f(fntg—i—a)dm_

ou la fonction ¢ est lide & la fonction ¢ de. la représentation intégrale
(4.12) par la formule .

(4.15) Mm=v4ﬂ%wmﬁ

La fonction Y a le signe de (—1)4 1D, | sur Vintervalle (a, b) et on a

’ @ 1
. 6 L( 4 [l (— q
(19 S Hede = (=1 D@20+ p + g +1)!

En utilisant les formules (4.14), (4.15 Jet (4.16) on retrouve la formule
(4.10) et Pévaluation (4.11). o o -

4.3. Le polyndme @, dont les racines sont les nceuds de la formule
de quadrature (1), correspondant & m(x) = 1, peut étre caractérisé par
une propriété de minimum. I ,

En effet les coefficients du polynoéme

Qx) = " + No" L+ oL,

sont déterminés par les équations

gb (2 — a)" (b — 2)2Q,(2) " dz == 0

~a

pour A == 0, 1,..., n — 1 et ces équations sont précisément les équations
qui déterminent les coefficients du polyndéme @, de maniére que l'in-
tégrale

(4.17) Sb (@ — a)? (b — 2)'Q%(w)dw

soit minimum.
Le minimum de Dintégrale (4.17) peut étre calculé par la formule
de quadrature (1), correspondant & =(x) = 1, en remplacant la fonction

f par
(& — a)’ (b — x)'Q(w).
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On. obtient

b

i
(@ — @) (b — 2)'Q¥w)dw = (—1) — 1

(4.18) S
\ Dy2% +p+q+1

¢
et cette formule donne une interprétation intéressante du facteur (—1)' —

qui entre dans la formule (4.5). ‘

La formule (4.18) montre en outre que le déterminant D, a le signe
de (—1), puisque ¥ > 0.

Regu le 20 janvier 1972

Université Babes Bolyai Cluj
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