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According to (1) we will prove that a; < 4ab or (=1)"*cosnC < 1,
which is true. In the same way as < 4be, ag < 4ca. It remains to prove that

(\/CEE+\/£E+ bOf:s) (m—m-# bas)'
.(\/aa;+\/a—\/@) (g\/cﬁg-i-\/ﬁ—i—\/ﬁ) > aranag

2 Z.’BI.’EQ = Z 117% 2 21’1272333 (21)

or

where
2y =14 (-1)""cosnd,zg =14 (=1)"*cosnB,z3 = 1 + (=1)"*! cosnC,

or
Z cos?nA 4 2(—1)"*! cosnA cosnB cosnC < 1

which is true according to Lemma, 2.
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DESPRE INCEPUTURILE BIOMATEMATICID
RADU PrECupP?

Tot ce e gandire corectd este sau matematicd sau susceptibil de matematizare.
(Grigore Moisil, matematician, 1906-1973)

In fiecare stiinid este numai atdta stiind adevdratd catd matematicd contine.
(Immanuel Kant, filozof, 1724-1804)

Putem iubi matematica pentru frumusetea sa abstracts, golitd de orice
continut concret, pentru desfagurarea logicd a rationamentului ei care poate
conduce de la o premizé A, la o concluzie B de foarte multe ori surprinzitoare,
neagteptatd. Dar ne poate plicea matematica si datoritd modului sfu sur-
prinzétor prin care se muleazi asupra unor procese reale de naturi fizica,
chimicé, biologica, economici, sociologica etc. ficandu-le descrierea i in-
telegerea mai exacte si permitand controlul lor stiintific. Ne poate placea
agadar matematica purd, sau ne poate plicea matematica aplicaty. Cele
doud matematici nu sunt insd disjuncte, ci se intersecteazi si se stimuleazi
reciproc. S& ne amintim de faptul ci bazele calculului diferential si integral
datorate lui Leibniz (1646-1716) si Newton (1642-1727) au fost puse tocmai
pentru a descrie In termeni rigurosi concepte precum viteza si acceleratia
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provenite din fizici. Astfel, dacid z(t) reprezintd o anumita cantitate la mo-
mentul £, atunci z’(t) reprezentand limita cand At — 0 a raportului

Az z(t+ At) —z(t)

At At
exprimi variatia cantititii pe unitatea de timp, la momentul ¢. Dacd, in
matematica purd, z reprezintd o functie, fiind golit de orice continut real, in
matematica aplicatd x dobdndeste continut putand fi de la caz la caz: pozitia
unui corp in miscare (fizicd); densitatea unei substante chimice (chimie);
mérimea productiei unui anumit tip de marfa (economie); mérimea/densita-
tea unei populatii dintr-o anumita specie, densitatea celulelor de un anumit
tip dintr-un organism (biologie) g.a. Atunci cind conceptelor matematice
abstracte li se conferd un continut real, iar rezultatele matematice abstracte
primesc interpretari specifice se realizeaza trecerea dinspre matematica pura
spre matematica aplicata.

*

Posibilitatea utilizarii calculului diferential si integral pentru descrierea
unor realitati biologice a fost remarcatd inca de la inceputurile dezvoltarii
analizei matematice. Pentru a explica aceasta, si consideram o specie al
ciirei numér de indivizi la momentul ¢ este notat cu p(t). Fie n(t, p) si m(t, p)
numérul indivizilor care se nasc, respectiv mor in intervalul unitar de timp
[t,t + 1]. Dacd acceptim faptul ci pe un interval scurt de timp [t,t + A]
cresterea populatiei este uniformd, atunci putem afirma ca variatia populatiei
in intervalul [t,t + h], adicd p (¢ + h) — p(t) este egala cu diferenta dintre
nasterile gi decesele inregistrate in acest timp, adica cu (n(t,p) — mf(t,p)) h.

Atunci ) @

p(t+h)—p(t

( h = n(tap) —m (tap) 1
Ficand h — 0 obtinem forma generald a ecuatiei care modeleaza procesul de
cregtere a unei populatii
p'(t) = n(t,p) — m(t, p).
Din aceasta se obtin legi specifice de crestere, daca sunt precizati termenii
n(t,p) si m(t,p), sau numai diferenta lor n(t,p) — m(t,p). Asa de exem-
plu, daci considerdm ci nasterile si decesele sunt direct proportionale cu
populatia, adica n (¢,p) = ap(t) si m(t,p) = bp(t), atunci obtinem ecuatia luz
Malthus (1766-1834) de crestere a unei populatii [2]
P =rp,

unde 7 = a — b. Constanta a este rata nasterii per capita, b este rata mor-

talitdtii per capita, iar r este rata cregterii per capita. Solutia acestei ecuatii,
care satisface conditia initiald p (¢9) = po, este functia exponentiald

p(t) = poe" 1),
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Este clar cd dacd a > b (adicd r > 0), atunci populatia creste exponential la
infinit; dacd a < b, atunci populatia descregte exponential la zero (populatia
tinde sa dispard); iar daci e = b, atunci populatia este constanti. Este
acceptat faptul ca legea lui Malthus oferd o estimare corectd a cresterii unei
populatii pe un interval marginit (scurt) de timp. Pe termen lung insi,
cregterea este de cele mai multe ori incetinita gi in anumite conditii are loc
chiar descregtere. Asadar ecuatia lui Malthus trebuie modificatd pentru a
o pune in acord cu realitatea. Astfel, Verhulst (1804-1849) a propus si se
considere expresia n(t,p) — m(t,p) ca fiind o functie pitratici de p, adici a
propus ecuatia de cregtere [4]
/ p
=P (1 K) ’

unde 7, K sunt doud constante pozitive. Remarcim ci aceasti ecuatie ia in
seamd, prin intermediul termenului rp?/K, efectul inhibator al aglomerarii.
De asemenea, cit timp p este sub pragul K, membrul drept este pozitiv
(adicd p" > 0) si deci populatia creste, iar cit timp p este peste pragul K,
avem p’ < 0 gi deci populatia descreste. Asadar avem de a face cu efectul de
autolimitare a cregterii. Ecuatia lui Verhulst intervine si in alte domenii si

este cunoscuta si sub denumirea de ecuatie logisticd.
*

Dezvoltarea biomatematicii moderne incepe insi odatd cu Vito Volterra
(1860-1940). Acestuia i se datoreazi modelul pradd-prdditor, cunoscut gi
sub numele de sistemul Lotka- Volterra, ce descrie dinamica a doui specii
in interactiune, o specie pradi si o alta priditoare. Volterra a fost con-
dus la elaborarea acestui model matematic ca urmare a discutiilor purtate
in jurul anului 1925 cu biologul marin Umberto d’Ancona [1]. Acesta ii
cere o explicatie matematica a faptului ci la reluarea pescuitului in Marea
Mediterana, dupd primul rézboi mondial, ponderea speciilor rapitoare in cap-
tura totald de peste era mai mare decét fusese inainte de rizboi. Iatd cum
explici Volterra acest fapt. Fie z(t) populatia prada si y(t) populatia
pradatoare, la momentul ¢. Dacd nu exista praditori, dinamica populatiei
prada este descrisd de legea lui Malthus 2’ = ryz, unde 71 > 0 i are o crestere
exponentiald. Analog, in absenta prizii, populatia praditoare neavand hrani
descregte exponential dupd legea 3y’ = —roy, unde —ry < 0. Interactiunile
dintre cele doud specii se vor reflecta in ecuatii prin termeni care contribuie la
descresterea primei specii gi respectiv la cresterea celei de a doua. Putem ac-
cepta cé rata per capita de cregtere a speciei pradi se diminueazi proportional
cu numaérul rapitorilor, deci

$I

— =y — a1,
&T

unde factorul de proportionalitate a; este pozitiv. Analog, rata per capita
de descregtere a populatiei ripitoare se amelioreazi proportional cu prada,
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adica
il

y.
= =g +a2$7

unde ay > 0. Astfel se obtine sistemul Lotka- Volterra ca cel mai simplu
model pentru dinamica prada-pradator:
{ =z (r —a1y)
y = —y(re — asz).

n acest sistem, toate constantele a;,ag, 71,72 sunt pozitive. Folosind prima
ecuatie a sistemului, si observam ca atat timp cat rapitorii sunt in numar mai
mic decét ri/a;, avem z’ > 0, adici populatia prada creste. Pe perioadele
de timp cat y depiseste valoarea de prag r1/ay, avem z' < 0, adicd o des-
crestere a populatiei pradd. Observatii similare se pot face asupra tendingei
de cregtere/descrestere a populatiei rapitoare, daca se foloseste cea de a doua
ecuatie din sistem.

Modelul poate fi modificat pentru a lua in seamd o serie de alti fac-
tori cum ar fi migratia, vinitoarea sau pescuitul. Astfel, in cazul cind =z
reprezintd populatia de peste pradé, y populatia de peste rapitor si se con-
siderd c3 prin pescuit se diminueaza ratele de crestere 2’ gi y proportional
cu cele doud populatii, se ajunge la sistemul de ecuatii

' =z (r —a1y) —deix
y = —y(ry — agw) — deay

unde factorul de proportionalitate d (d > 0) semnificé intensitatea activitaii
de pescuit, iar factorii ¢1,c2 > 0 reprezinta ponderile specifice de capturare
ale celor doud specii. Factorul d este cu atat mai mare cu cat pescuitul este
mai intens si este nul in absenta acestuia. Pornind de la constatarea tendintei
proceselor din naturéd de a se echilibra in timp scurt, adica de a ajunge la o
evolutie constanté, invarianta in timp, putem presupune ca starea de echilibru
este prezentd la momentul reinceperii pescuitului. Atunci, derivatele z',y
sunt nule si din egalarea cu zero a membrilor drepti ai ecuatiilor se obtine
sistemul algebric

{ x(r1 —a1y) —deiz =0
—y (re — agx) —deyy =0

a carui solutie nenuld este

1 1
¥ =—(rg+dec2), y*=—(r1—dci).
a9 ai

Rezultd cd raportul dintre specia riipitoare si specia prada este

y*  ag(r1—dec)

z*  ai(ry +de)’
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Acest raport poate fi privit ca o functie R(d) depinzind de intensitatea
d a pescuitului. Analizim monotonia acestei functii calculdnd derivata ei.

Obtinem
.- az 172 + cary
Hid) = e
a1 (ry + dcg)
Asadar, functia R(d) este descresciitoare. Aceasta raspunde intreb#rii
biologului d’Ancona, cici la o intensitate mai mici a pescuitului — cum era
cazul in timpul razboiului — fi corespunde o valoare mai mare a raportului

R(d).

< 0.

*

Cartea publicatd de Volterra, mai intai in italiani, apoi in francezi [5],
a reprezentat inceputul ecologiei matematice gi totodatd al biomatematicii
in general. Astdzi biomatematica este un domeniu al matematicii aplicate in
plind expansiune, ce oferd rdspunsuri i analize riguroase la marile provocari
ale biologiei si medicinii actuale, cum ar fi rispandirea gi controlul epidemi-
ilor, biologia celulara si moleculars, genetica, mutatiile celulare cancerigene,
imunologia, bolile neurologice etc. [3].
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