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AUTRES COMMUNICATIONS 

ANALYSE NUMÉRIQUE 

L'extension d'une formule de cubature 

D. V. IONESCU 

(Cluj, Roumanie) (*) 

Dans les C.R. de l'Acad. des Se. de Paris [1], nous avons donné 
la formule de cubature 

relativement au rectangle D, 

et à un réseau de nœuds Mifc(j cpk) avec l'hypothèse 

x0<xt< <x„< xn+l; y0< y±< ••• < }>„ < yn+l. (H) 

et à une fonction ƒ donnée sur D, continue sur D ainsi que ses dérivées 

partielles 

Q2p-lj- Qlp-lj ß2(p-l)j-

dx*dy*~v dxv-y*' dxdy1 

pour p = 1,2, ..., n 

(*) Présenté par M. Th. Lepage. 
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D 

(x0xxn+u y0<: y< yn+1) 



D. V. lone s eu 

La fonction q> a été déterminée sur D, par un problème aux limites. 
Les constantes Xt, fik et yik sont déterminées par les équations 

On peut se poser aussi le problème de l'existence des formules de 
cubature (1), avec une des hypothèses suivantes 

x0 < xt < ••• < xn < xH+1; y0 = yi< yi< — <yn< yn+ 1 (HJ 

x0<x1< ••• <xn< xn+1; y0 = yi< y2< — <y«< yn+ 1 (h2) 

*o = *1 < ••• <xn< xn+1; y0 = yi< y2< — <yn< yn+i (h3) 

*o = *i < ••• < < x,,+i; y0 = yi< y2< — < yn = yn+i (h4) 

*0 = *1 < ••• < x„ = xH+1; y0 = yi< y2< ••• < y* = y«+ 1 (h5) 

L'étude des formules de cubature dans une des hypothèses 
(Hi) - (HS) se fait comme dans notre travail [1] déjà cité. Pour 
abréger nous exposons dans ce travail la formule de la forme (1) 
avec l'hypothèse (H5) en insistant sur les problèmes aux limites qui 
se posent à cette occasion. 

1.1. Considérons un rectangle A, (x < x± x2, yi y y2) & 
deux fonctions ƒ et <p continues sur A, ainsi que leurs dérivées partielles 

(2) 

et 

yik = k- (i,/c = 1,2, ...,n) (3) 

1. Préliminaires 

d2 p-lj d2p~lf Q2 pj 
dx'dy*-1' ôxprTdyp' ôxpdyp 

d2p 1q> ô2p lq> d2p(p 
dxpdyp-v ôxôy' dxpdyp 
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L'extension d'une formule de cubature 

pour p = 1,2 Alors on a la formule de transformation 

II 
d2nf (p -— dxdy = ôxndy" 

-z gUn-r-Dy d2j ,B-r-lp„îi-r-l 2vr2 ,.r r=ol\dxn-r-1ôyn-r-1 dxrôyrJXuy2 [exy"-''1 ôxrdyrJX2t 
52(n"r_1V ô2y 

(n-r-l) d2rf + axn-r~1axn-,-1öxra};ry/x1,3,2 ' Vdxn~r~1d/,~r~1dx''d/ 
ô2(" r X)<p 52r/ 

+ 

X2 
V1 rr/ ö2(n~r)_v d2y \ 

'=oJ LW"r5/"r"1ôxrô/y,(J 

/ Qljn-ry-ly d2 rj \ \dx" ~rôyn~r~1 dxrd yr)x> y2_ dx + 

+ 1 

n-1 

I r = 0 
d2{n~r)q) ô2rf 

\dxn-T~xôyn~r Ôxrôyry Xuy 

_( d 2("_,,)~V ô2rf \ 
\ôxn~r~1dyn~rdxrdyr)xuy_ dy + 

+ '[JÏS-fâxdy. J ôx"ôy" 

(1.1) 

1.2. Considérons le rectangle D, et le réseau de nœuds Mifc, dans 

l'hypothèse (H ). Puisque x0 = xu y0 = yuxn = xn+i, y„ = yn+u 
nous écrirons xi, ji, x„, y„ à la place de x„+i, yn+i-Nous désignons 
par Dik le rectangle 

Difc:xi: X < xi + 1; yk y < yk+x 

et nous aurons le parage du rectangle D par le rectangle Difc. 

Nous attachons aux rectangles DÉfe les fonctions (pik continues sur 

Difc ainsi que leurs dérivées partielles 

2p"V,-fc d2p~x(pik d2p(Pik 

dx'dy*-1' dxy dxpôyp' 
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D. V. Ionescu 

pour p — 1,2, Alors on peut appliquer la formule fondamentale 
pour chaque intégrale double 

d2nf <Pik dxnd(p" dxdy (i, k = 1, 2, n — 1) 

En ajoutant membre à membre toutes ces formules, on obtient 
la formule suivante 

n—l n— 1 
I E 
i= 1 k = 1 l9S?dxdy = Dik n— 1 

I r = 0 = I a2'-'-"p.-,,.-. a21/ \ a2y] 
ax'-'-'s/-'-1 dx'By')x„,Jn 

a2(°"-'Vi„-i a21/ A s1('-r"Vn a2y + 

n-ln-1 
+ EE r = 0 i=l 

n-ln-1 
+ E E r = 0 k = 0 

7-,-1)(y,i-91-1,0 2r/\ /2(n~r~ 1)(<jpt->n_ i i>H_ i) a2r/ \ 1H 
_V dxTd/J V dKn-r-ld<pn-r-1 dKrd(pr)xuyJ 

32(""r"1W - 9i.fc-i) \ \ 1 Màf)xuyh \ dxn—'df—" dxrdyr)Xnt J 

+ 

+ 

dx + 

dxrdyr)xuyk \ dxn-r-10/-'-1 

i "y1 "y1 "y1 1~ d2(n r ~ ffi-i.fc-i ~ Vi.k-i ~ ffi-i.fc) d2r/ r = 0 i = 2 fc=l |_ dxn-r~ X "_r~ 1 5xra/_ *i+ 1 

'y y f iï!îlVu /a2'"-2'-y,„_, a2y \ rt'oit'i J \\S-'df-'-lSdy')Xtyi ySx'-'S/-'-1 Sx'dy')Xi! X 

Xi+l I 'fff f /a2"-"-' S2rf \ . r=o i= 1 t= 2 J \ dx'-'df'1 ex'dy')x>, X 

«""'V.,» a27 \ /a--y.-t.t a2-A "1 

"-'-igy'-'sdy') y Vó-ï"r"1a>,""ra-*'a/A„,J 

+ 

(1.2) 

n—l n—l 
+ E E r=0k=l 

520 

dx 

'1+1, 

+ E1E'e' -*-'■*> dy + 
• 1 V ax"-'_1a/"' dx'dfjx-y r = 0 i = 2 fc=l 

n— 1 n— 1 
+ E E 

a2>,i 

1=1 ft=i J J dxndyn D ifc 
ƒ dxdy. 
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L'extension d'une formule de cubature 

La formule (1, 2) est fondamentale pour ce travail. 

1.3. Relativement à la formule (1,2) nous traiterons plusieurs 
problèmes aux limites. 

Problèmes (Pu) Déterminer la solution de l'équation aux dérivées 
partielles 

32>n = 1. 
ôxnôy n 

satisfaisant aux conditions aux limites 

(1.3) 

dx" 1dyn 

32"~> 

ôxnôyn 1 

et 

d2("-r)->11 

dxn-r-1ôyn~r 

ô2(n-r)~ 

ôxn-rdyn~r~x 

d2(n-r-l)(p u 

— — Il 

= - f*l 

= 711 

= 0 

= 0 

= 0 

(Mo) 

(M,) 

/70wr r = 1,2,...,«— 1. 

Problème (Pifc), / = 2, 3, ..., n — 1 Déterminer les solutions des 
équations aux dérivées partielles 

d2n<Pu = 1. 

satisfaisant aux conditions aux limites 

d2n~\<Pui - <Pi-ui) 

(1,5) 

<Pt, î 

dxnd y" 

ôxn 1ôy" 

= -

= -

(i = 2,3, ...,n - 1) (M0) 
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D. V. Ionescu 

et 

d2(" 1)(ç>f,i - (Pi-uù 

dxn~ dy"'1 

d2{n~r)~\<pi,i - ) 

dxn-r~lôyn~r 

dn-r)-! 

= 7ii-

= 0 

n — ra .,n — r— 1 5xn~rôy 

52(" r 1)(>f,i — Ç>i-i,i) 

= o (l,6r) 

= 0. 

pour r = 1,2,...,«— 1. 

En plus il faut que les <pÉ>1 vérifient les conditions supplémentaires 

p. 2ft 1 , _ 0 (Pn-1,1 

dx" *5 y 

P2(n-i) ü SPw— 1,1 

ôxn 1dyn 1 

a2(n-r)-lm _ <Pn-1,1 

5xn"r_1ô/-r 

a2(n-r-l) ° rn-1,1 

= A„ 

= - 7«1-

= 0 

= 0 

(Uo) 

(1,1,) 

dx"~'~'dyn~'-' 

pour r = 1,2,...,«— 1. 

D'après les conditions aux limites la résolution du problème (Pi5i) 

est liée au problème (Pu). 

Les constantes Xu À2, et 711,721» •••57ni seront déterminées 

de manière que le problème (Pi(i) soit possible. 

Problème (Pi;fc), k = 2, 3, ..., n — 1. Déterminer les solutions des 

équations aux dérivées partielles 

d2>i,fc _ x 
ôxnôyn 

satisfaisant aux conditions aux limites 

(1.8) 



L'extension d'une formule de cubature 

d2n <Pi,k-i) "A 1 dxndy - \ik. (k = 2,3, n — 1) 

ö2(" {(Puk-<Pl,k-l) 

et 

d2«-r)-l<Pu* 

(1.9o) 
= Vi ,k-

dxn~r~1dyn~r 

d2(n~r)~l((pUk-(Pi,k-t) 

= 0 

dxn 2ôy" r 1 

a2<"-r" 1 \<p Uk - (pUk-x) 

= 0 (k = 2,3, ...,n — 1) 

(1,9P) 
= 0. 

dKn~r~1ô(pn~r~i 

pour r = 1,2,...,«— 1. 

En plus il faut que les cpik vérifient les conditions supplémentaires 

et 

d2n Vi.»-i 

dxTdf'1 *.yn 

f)2(n-l)m ° SPl.n-l 

dxn~xdyn~ 1 *1.J 

a2("-r)-Vi -1 
dxn-rdyn~r-1 

a2("-r-1V1 -1 
-1 

= Un 

= - y 1 ,n 

= 0 

= 0 

(U0r) 

pour r = 1, 2, n — 1. 

On voit bien d'après les conditions aux limites que la résolution 
du problème (Pnk) est liée au problème (Pu). 

Les constantes p,u ji2, et yll5 y12, ..., yln seront déterminées 

de manière que le problème (Pj) soit possible. 

Problème (Pi ft) i,k = 2, 3, ..., n — 1. Déterminer les solutions des 

équations aux dérivées partielles 

d2ncPik = 1. 
dx"dyn 

satisfaisant aux conditions aux limites 

(i.ii) 
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D. V. Ionescu 

d2n \<Pik-<Pi-1,0 
dxn_1d/ = -ki 

d2n l(<Pik~<Pu-1) = - nk (i, k = 2,3, n - 1) 

d2(n~ + <Pi-uk-i - <Puk-1 - <P<-i,0 (1.12o) 
= lik-

dx'-dy"-* 

à2{n r) \<Pi,k~<Pi,k-1) ii-ra ,,n — r— 1 dxn~rdy = 0 

= 0 

(i, k = 2,2, ...,n — 1) (1,12,) 

= 0 d2(" r ((puk + (Pi-uk-i - Vu-1 - (Pi-i,k) 
öxn"r"1a/"r"1 

/?owr r = 1, 2, n — 1. 

En plus il faut que les q>ik vérifient les conditions supplémentaires 

0 Vn-l.k 

ôxn ôy" 
— A„ 

(k = 2,3, ...,n — 1) (1,130) 

d2(n 1)(n_1)fc — <p„_1>k_1) 

a2(n — r) — 1 „ ° Vn-l.k 

= - Ink-

dx'-y"-' 
= 0 

(fc = 2,3, ...,n — 1) (l,13r) 

d2(n r ((Pn-Uk-<Pn-l,k-l) 

öxn_r"1a/~r_1 

pour r = 1, 2, ..., n — 1. 

Ensuite il faut que 
/)2/I 1 

= o 

■Bfl i»"-1 ôxndy = Un 

(i = 2, 3, n — 1) (1,14q) 

a2(n_1)(<Pi,«-i -1 ja ,,n — 1 dx"_1dy = - 7i,n xi,yn 
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L'extension d'une formule de cubature 

et 
n2(n-r)-l 
V _ Yi.n-1 
ôxn-rôyn~r ~L 

= 0 

(i = 2,3, — 1) (l,14r) 

pour r = 1, 2, n — 1. 

Enfin il faut que 

a2(n-l) ° (Pn-l.n-1 

= 0 

et 
ôxn 1dyn 1 

fj2(n-r-1)„ 0 tyn— l,n— 1 

Jn,n 

= 0 

(1,150) 

dx"~r~1dj;n~r~1 

pour r = 1, 2, ..., n — 1. , 

Les constantes yi>k seront déterminées de manière que le problème 

(Pi)k) soit possible pour i, k = 2, 3, n — 1. 

2. Le problème (Plt) 

2.1. En intégrant l'équation aux dérivées partielles (1, 3) avec les 

conditions (1, _y0) on trouve 

a2(n-l)„ 

a n_1;, nl\ = (* - xOCj - ji) - h (y - y±) - - *i) + ru (2,1) ôx oyn 

Ensuite en intégrant cette équation avec conditions (1 , <p2) on trouve 

d2(""r>H 1 / V/ V - = - (* — *i) (.F — i) — dxn-rdyn~r rl rl 

---Ax(x — xt)r Uy-Ji)'-(r — 1)! r! lV V V 7 

-, -\rr-.Pi(y - J'i)P"1(* - xiï + (r — 1)! rl 

(2,2) 

+ 1 
(r - l)!(r - 1)! 

Sciences. — 1970. — 669 
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D. V. Ionescu 

pour r = 1,2 La démonstration se fait par la méthode de 
l'induction complète. 

3. Le problème (Pm), / = 2, 3, n — 1 

3.1. Déterminons d'abordlafonctioniîParl'équationaux dérivées 
partielles (1, 5) et les conditions aux limites (1, 60) et (1, 6r), corres¬ 
pondent à i = 2. A l'aide de la fonction (plt déterminée dans le 
§ 2, on a 

(P 21 

d«-»<p21 

(p n 
ôx" *3 y" 1 

- À2 = (x2 - xx) - (2X + X2) 

<P 21 

3x" *3 y" 1 
ô2(n~1)(pli 

- Hi 

ôx" lôyn 1 
+ 12 1 = -l(*2-*l) + 7ll+y21 

En intégrant l'équation (1,5) avec ces conditions, on trouve 

P2(n-i) 
1 _ fil. = (3 i) 
ôx'dy"-1 { ' } 

= (x - Xi)0 - yt) - (Â1 + À2)(y - yt) - pt(x - xx) + yn + y21 

Ensuite, il faut intégrer cette équation avec les conditions (1, 62) 
correspondent à r = 1. On a 

32»->21 n — 2a ,,n— 1 dx" 
>11 

ôxn~2ôyn~ 1 = -(2-K1)2(j-i) -

- (x2 - xy - Ji) - -y (x2 - xx)2 + yn(x2 - xO 

d2n-3cp 21 Ôx" 2 

ô2(n-2V2 1 n-2a ,,n — 2 dx"-2ôy 

= 0 

02(n-2)(pii 
ax"-2ô/~2 
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L'extension d'une formule de cubature 

En intégrant l'équation (3, 1) avec ces conditions on trouve 

Q2(n~2) 1 --, „ = - (X — Xi) (V — Vi) — dxn'2ôyn~2 2! 2! } 

- ~ xi) + À2(x - x2J](y - yif - (3.2) 

- - *i Y {y - yô + [yn(* - *1) + Vn(x - x2J](y - yj 

En général, on a 

ôxn~rdyn~r r!r! 

- -7T7-: t>i(* - *i)r" 1 + A2(x - x2y~ *] (y - y!)1, -(r — 1)! r\ 

, (3.3) fi(y-yiï l(x-xly + (r — 1)! r! 

+ (— 7\î7 — ïv11 ~ xàr~x + 721 ~ - y J'1 (r — l)!(r — 1)! 

On démontre cette formule par la méthode de l'induction complète, 
en remarquant que pour r = 2 elle coïncide avec la formule (3, 2). 

La formule (3, 3) est valable pour r = 1, 2, ..., n. 

3.2. En général on a 

d2(" r)<Pui =-L(x-xJiy - yt)r -dx n-rôyn~r r\ rl 

- -Î— — + ... +ii(x-xI.)r~1](-y1)r~ (r — 1)! rl 

- , — \ Tny - >;i)r-1( - xtY + (r — 1)! r! 

+ -77 -7V,ii(x_xi)r~1 + +Vii(*-Xi)''"1]();-yY'1 (r — 1)! (r — 1)! 

On démontre cette formule par la méthode de l'induction complète. 
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On remarque d'abord que la formule (3, 4) est valable pour i = 2. 
Ensuite on intègre l'équation aux dérivées partielles 

d2n<Pi+ i,i _ 1 dx2nôy2n 

avec les conditions aux limites (1, 60) et (1, 6r) correspondant à l'indice i + 1 et en tenant compte de la formule (3, 4). On remarque que la formule obtenue donnant 

fi2(n-2)(ü_ _ Vi+ 1,1 
dxn-rdyn~r ' 

peut se déduire de la formule (3, 4) en remplaçant i par ƒ + 1 . 
La formule (3, 4) est valable pour i = 1,2,...,«— 1 et r = 1,2,..., 

n. 

3.3. Il reste à déterminer les constantes Xu X2, Xn et yll5 y2U 
•••> y ni par les conditions supplémentaires (1, 70), (1, 7 ). 

D'après la formule (3, 4), on a pour r = 1 et / = n — 1 

=(k~ Kly ~ yi) ~ (Al + + x"~y ~ yi> ~ 

- - *i) + (yn + y21 + ••• + y„-lfl) 

Les conditions (1,70) nous conduisent aux équations 

+ X2 + ••• + Xn = xn — Xi (3 5) 
Vu + Vu + "" + 7nt = Mi (*» - *i) 

En remplaçant dans la formule (3, 4) r par r + 1 et i par n — 1 on a 

-<7 TWTT-*'),+1('- -

1 r. / \ . . i / \,-i / V + 1 [(x - Xx) + ••• + - X)'] (x - xj 

yiYix-xj*1 + 

r\ (r + 1)! 

! (3,6) 

r! (r + 1)! 

+ -j—rOyiiC* ~~ xi)r + + 7n+î;î(x — n-iXK — yiï ri ri 

— 672 — 
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Il résulte qu'on peut écrire 

a2(B-r)-l„ 0 <Pn-1,1 

1 (y-yj 
r! r! 

dxn-r~1dyn-r _1 

(x„-Xi)r+1 
r + 1 (Ai(x„-Xi)r + — + A„_1(xi n-x„-l)r)J + 

/ (x„ — Xi) + y»-i,i(*» - x"-i) - /V , i r + 1 

En écrivant que le premier membre est nul pour r = 1,2, ...,«— 1 
quel que soit y, on est conduit aux équations 

h (x„ - *i)r + ■•• + K-l(x„ - XB-i) = -r + 1 

(r = 1,2, ...,n - 1) (3,7) 

/ Ar / \r (X„ — •Xi)'"'"1 
7ll0»-*l) + — +y»~ l,l(Xn-Xn-l) = Ml r+{ -

(r = 1,2,...,«- 1) 

En résumé les constantes Xu Â2, ■■■, K et y™ Izu • ••> Jn2 sont données 
par les équations (3, 5) et (3, 7) c'est-à-dire par les systèmes 

Âi + + A„-1 + A„ = x„ — 

- Xl) + - *n-l) = X " 2* (3,8) 

et M*«~ *i)" 1 + ■" +-i(*»-x«-iY 1 = — — — n 

Vu + •" +y„-i,i +yn-i=i*i(xn-x1) 

/ \ / \ (*n — *lY Vll(*B - *l) + + yn-l,l(Xn - Xn-l) = 1" -— -

(3,9) 

Vll(*.-*l)" 1 + i(x„-X„-1 )" ' = 1 — -— 
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D. V. Ionescu 

D'autre part, d'après la formule (3, 6) on a 

a2(n-r-l) 0 <Pn-1,1 n — r— la ,,n — r — 1 dxn-r~ldyl = 0 (r = 1,2, n — 1) *n,yi 

ce qui montre que les conditions (1, 7) sont satisfaites. 

Ainsi le problème (PM) est résolu. On a la formule (3, 4) valable 
pour i = 1, 2, ..., n — 1 et r = 1, 2, r. Pour r = n, la formule 
(3,4) donne la fonction (pn. 

Les systèmes (3, 8), (3, 9) montrent que 

Vu = i/*i> 721 ~ Vu • • •» Tn— i = tiMi-

4. Le problème (Pi,k) k = 2, 3, ..., n — 1 

4.1. Ce problème est analogue au problème (Pi.i) et on a 

g2(n-r) i - = -(x — Xi) (y — y i) — ôxn-rôyn~r r\ r\ ' 

1 . . v-i 
(r — 1)! r! (x-xj (y-yi)r-

- yiï 1 + ••• + ßk(y-yk)r 1](-i)r + (r — 1)! r\ 

+ ? — rî7 — TT.buiy - yiY~l + ■■■ + yiAy - ykY'i* -xiï'1-{r — 1)! (r — 1)! 

pour k = 2, 3, 1 et r = 1, 2, ..., n. 

Les constantes nu [i2, •••, Un sont données par le système d'équations 

H ! + •••+ n„~ i + ßn = x„ — 

t*i(yn - y i) + --' + Vn-i(yn - yn-0 = 
(4,2) 

* - + - + h-l(Vn - Vn-l)""1 = (y" yiT 
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L'extension d'une formule de cubature 

et 7u + ••• + 7i,»-i +71,«= h{yn->>i) 

yn (yn-yi) + - + yi,n-i(yn-yn-i) = y" 
(4,3) 

+ yi,n-l(yn ~ -Vn-l)" 1 -

On a 
Vil — Aii, y 12 — 12' •••,7l n (4,4) 

5. Le problème (Pijk) i, k = 2, 3, — 1 

5.1. Le problème (Pf fc) pour i, k = 2, 3, n — 1 est lié aux 
fonctions (pn et q>i>k pour /, k = 2, 3, n — 1 déterminées dans les 
§3 et § 4. Commençons par déterminer <p22. On va intégrer d'abord 
l'équation 

Ö2> 22 = 1. 
ôx"5 y 

avec les conditions aux limites 

d2n~l(<f>22 - Vil) 

(5,1) 

dxn 1dyn 

S2n~\(p22 - Ç>2l) 

= -A, 

,na„n-1 dxndy = -H2 (5,2) 

d2{" X\(P22 + (Pli - <Pt2 - <P2l) 
dx'dy"-1 — y 22' 

Mais d'après les formules (2, 1), (2, 1) (4, 1) on a 

d2(n_1V/) 
, ,-1- „I1! = (* - *i)(;v - yi) - K (y - - M* - *1) + Vu ôxn ldyn 1 

Hxn-iôyn-i = (x~ xJ(y ~ yJ - ( + - <pi) -

-Pi(x-.Ki) + 7ii +721 a2(n-1), --— = (X — Xi)(ƒ — Ji) — (j; — )>i) — dxT-y"-1 - (ßi + ßz)(x - Xi) + yu + y12. — 675 — 
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Il résulte alors d'après les formules (5, 2) que 

d2""V22 
ôxB_1ay" 

d2n-lq>22 "3 i,n — 1 ôxnôy 

= (x2 - *l) - 0*i + 2) 

= {(?2 - <Pl) - (Pl + H2) 

d2<»-»q>22 
ôxn 1dyn 1 = (k2 - k1)(<P2 - Vi) - 0*i - Hi)(k2 - Ki ) -

- (1 + *2) (y 2 - yù + Tu + y 21 + 712 + y22 

En intégrant l'équation (5, 1) avec ces conditions, on trouve 

Qxn-ldyn-l = (X - - l) - 0*1 + X* - *l) -

- (A 1 + A2)(y - Ji) + yn + y2i + 7i2 + 722-

« Ensuite on integre l'équation (5,3) avec les conditions » 

(5,3) 

d'" 3Q?22 - <Pl2) 
dx" 2dyn 1 = 0, d2" 3(q>22-<p2i) ,n — la ,,n — 2 dx" 5 y = 0. 

52(" 2)(<P22 + <Pll -<Pl2~ <P2l) 
dxn 2dyn 2 

et l'on trouve 

a2°-2V» 

= 0. (5,4) 

dxM~2dyn-2 2! 2! 

1 - [i( - yô + Pi(y - 2)] (x - xi)2 -

- DM* - *1) + Wx - x2)] (y - i)2 + 

+ [7ii(* - *1) + 72 1(* - x2)](y - y±) + 

+ [Vi2(* - *1) + 722(* - x2J] (y - y2). 

En général on démontre par la méthode de l'induction complète 
que 
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à2(rr)Ç>22 1 / V/ \r --î--= -(x — Xi) (v — Vi) ôxn~rôyn~r r! r\ 'K 

1 

(r — 1)! 2! 

1 

Oi (y - y i)r 1 + p2{y - y2)r *] O - *i)r -

[A1(x-x1),'~1 + À2(x - x2y-1](y - yty + (r - 1)! r! 

+ 7 — -, — [(yiitx-xi)'""1 + y2i(-2)r"1)(>;-j>i)r_1 + (r-l)!(r-l)! 

+ (yi2( - i)r_1 + y22(x - x2y~i)(y - y2)r _1] 

La formule (5, 5) est valable pour r = 1, 2 

5.2. Toujours par la méthode de l'induction complète, on démontre 
que 

d2(n~r)(pi2 1 

ôxn rôyn r r! r! 

1 

yî)r-

(r - 1)! r! 

1 

l>i(y - yùr 1 + i*2(y - y2)r *] O - *i)r -

(r - 1)! rl 

1 

[AiO - xj 1 + ••• + Xt(x - Xi)r *] (y - yxy + (5,6) 

[(ViiO - ),_1 + •" + Jn(x - - yj-1 + (r — l)!(r — 1)! 

+ (Vi2(x - i)r_1 + ••• + yi2(x - x£)r_1) (y - j2)r_1] 

Cette formule est valable pour i = 1, 2, ..., n — 1 et r = 1, 2, n. 

5.3. Montrons comment on détermine y12, y22, yn2 par les 
conditions supplémentaires (1, 130) et (1, 13r) correspondant à K = 2 
c'est-à-dire 

u Vn-i,: 

ôxn~1ôy" l*-y (1,130) 

Ô2(" X\(pn-1>2-<Pn-Ui) 
dxn ld yn 1 
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et 

a2(n-r)-l 0 <Pn-1,2 

dxr-r-1dyn~r 
= 0. 

d2{n r I)(ç>„-1,2 — <?>»-!, l) 
dx"~r~1dj>l,~,,~1 

(U3P) 

= 0. 

pour r = 1, 2, n — 1. 

En remplaçant dans la formule (5, 6) r par r + 1 et i par i + 1 
on a 

d2(" r l)<Pn-1.2 _ _ J _ / _ x y+l/v _ v Y+ 1 _ 
dx"~r_1dy_r~1 (r + 1)! (r + 1)! 1 1 

- ,/ ~ yiY + (y - - xl}'+1 -r!(r + 1)! 

r!(r+ 1)! [A1(x-xl)r+ ••• + !/](ƒ-)r+1 + 

(5,7) 

+ -r-,[(7ii(*-*i), + — + v»-i,i(*-*»-i)r)(y-yîf + r\ r\ 

+ (y12(x - xx)r + ••• + y„_i,2(x - k„_ !/))<? - <p2)r]. 

De même nous avons la formule (3, 6). 

d _ Vu-i,i _ _ i _ Cx — X y+1fv — v y + 1 — 
dxn~r~1ôyn~r~1 (r + 1)! (r + 1)! " ' 

,, * - yiY(x - *i Y+1 -r\(r + 1)! (5,8) 

r!(r+ 1)! 

1 

[(x - xj)1, + ••• + A„_i(x - x„_ i)]r(,y - J>i)r+1 + 

+ — ,[Vii(-Xi)r+ "• +y»-i,i(x-Xn-i)r](>;-y iï-r ! r! 

En dérivant par rapport à y les deux membres de la formule (5, 7) 
on a 
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a2("-r)->,-lt2_ 1 
dxn-r~xdyn-r r\(r + 1)! 

1 

(x-Xi)'+1()>-J>i)r-

(r + l)!(r — 1)! 

1 

l>i (y - y iï 1 + v2(y - y2Y *] (* - *i)r+ 1 -

- — &i(x - xty + ••• + /i„_1(x-x„_1)r](j-y i)r+ 

+ 7 — KrrX(y it(x~xiY+ ••• + yn-i,i(x-*«-i)r)(>;-Ji)r_1 + (r — 1)! r! 

+ (7i2(x-x1)r+ ••• +7„-i;2(-n-i)r)(3;-yzï'1]-

On déduit des formules (5, 7), (5, 8), (5, 9) opur r = 0. 

P2n-i ° <Pn-u: 

ÔKn 1d(p" 

52(B-1)(<; pn-U2 - (pn-Ul) »-la„ -1 ôk" ô(p 

= (K„ — Ki) — (Aj + ••• + X„-i) 

= y i2 + + y»-1,2 - /(k„ - *i) 

En écrivant que les conditions (1, 130) sont satisfaites, on a les 
équations 

Ai + A2 + = xn — Xi (5,10) 

Vl2 +722 + "• +Vn2 =MXn~X1) (5>U) 

L'équation (5, 10) coïncide avec la première équation (3, 8) nous 
retenons l'équation (5, 11). 

Dans l'équation (5, 9) supposons r = 1, 2, — 1 et remplaçons 
X par x„. Nous aurons 

a2(n-r)-l 0 Vn-l,: 

dxn~r~1dyn~r 
_ 1 (y-yj 

r! r! 
(*n - *i) 

r+ 1 

r+ 1 

(Ai(x„ Xi) + + i(x„ X„_i)) 

yuOn-*i)r + ••• + 

+ 

+ 
r! (r — 1)! 

I ( \r Cn Xl) + yn-l,l(xn-Xn-l) - Ml--— r r + 1 
r + 1 

+ 
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+ i (y - yiï 
r! (r - 1)! y12(icn - Kty + ••• + 

( \r (*n - X1 ) + 7n-l,2(Xn - Xn-l) ~ 1*2 --7" r + 1 

Mais d'après les équations (3, 8) et (3, 9) les deux premières grandes 
paranthèses du second membre sont nulles pour r = 1,2, — 1 
et par suite les premières conditions (1, 13e) conduisent aux équations 

yi2(x„ - xi)r + ••• + yn-lt2(xn - x„_1)r = fi2~ — -p7 — (5,13) r + 1 

pour r = 1, 2, ..., n — 1. Ainsi on a le système formé par les équations (5, 11) et (5, 13). 

y 12 + ••• + In-1,2 + y«2 = ßl(x„ - Xi) 

/ \ / \ (x„ — X,)2 
y i2 (xn - *i) + ■ • • + y„-uK - O = v-2 2 

(5,14) 

7i2(x„-x1)n 1 + ••• +yn-i,2(x»-x„-i)n 1 = p2— -— n 

qui détermine y12, y22, y„2- On a 

7 12 = 12, 722 = 22, ■ • 7n2 = n2 (5.15) 

D'autre part en remplaçant dans les formules (5, 7), (5, 8) x et y 
par x„ et y2 et en retranchant membre à membre ces formules on a 

32(" r x\<pn_U2 - (pn-ul) 
dx n—r — 1 3 ,,n — r — 1 ôy" = 0. 

pour r = 1,2, — , n — l,ce qui prouve que les conditions (1, 13r) sont 
complètement satisfaites. 

5.4. Les fonctions <p13 et cpi2 servent à déterminer les fonctions 
cpi 3 pour i = 2, 3, ...,n — 1 en intégrant les équations aux dérivées 
partielles (1, 11) pour k = 3 et les conditions aux limites (1, 120) et 
(1, 12r) pour k = 3. De la même manière on détermine les fonctions 
<Pf4, <Pis, •••> pour i = 2, 3, ..., n - 1. 
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Supposons que nous ayons démontré que 

d2(n-r) 1 - = -(X — Xi) ( V — Vif — ôx"-rôyn-r r\ rl U 

— \rr-.[ßi(y-yiï _1 + -+Hj(y-yjY'1 - *iY -(r — 1)! rl 

— 7T7-:[>i(*-Xi)r~1 + "• + (*-*i)r~1](}'-yi)r + (r — 1)! rl 

+ / — tv? — i vS(yii(x-xiY~x + - + yn(x-xiY~i)(y-y1Y''i + (r — l)!(r — 1)! 

(5,16) + (?12(* - *i)r 1 + ••• + 7i2( — f)r 1)(-J2)r * + 

+ ................ 

+ (Jij(x - xi Y'1 + ••• + 7ij(x - xi)r~l)(y - >;J)r~1] 

pour r — 1, 2, n) i = 2, 3, n — 1 et j = 2,3, ..., k. Cela est 
vrai pour k = 2, parce que dans ce cas la formule (5, 16) coïncide 
avec la formule (5, 6). 

En même temps nous supposons que les constantes yitJ,y2j, 
y„j sont données par le système d'équations 

ytj + + y«-u + y m = i*j(*n - xi ) 

7ij(x„ -x1)+ ■•■ + - x„_x) = ///*" (5,17) 

yij(x„ - xt)n 1 + ••• + y„-u(x„ - *„_!)" 1 = nj— — — n 

pour j = 1, 2, ..., k comme nous l'avons montré pour j = 1 et j = 2. 
Nous allons démontrer que les formules (5, 16) sont encore valables 
pour j = k + 1, r = 1, 2, n et i = 2, 3, n — 1. 

De même nous démontrerons que les constantes 7i>k+i, y2,k+i, 
yn,k+ 1 sont données par le système (5, 17) pour j = k + 1. 

5.5. La formule (5, 16) est vraie pour i = 1 ,j = k + 1 parce que 
dans ces cas elle coïncide avec la formule (4, 1) valable pour r = 1,2, 

— 681 — 



D. V. Ionescu 

n et k = 2, 3, n — 1. Alors pour démontrer la valabilité de 
la formule (5, 16) pour l'indice j = k + 1, r = 1, 2, n et i = 2, 
3, n — 1 on va employer la méthode de l'induction complète. 

Pour cela on va intégrer l'équation aux dérivées partielles 

S2"<Pl+ = L (5j18) ôxnôy 

avec les conditions aux limites (1, 120) et (1, 12) correspondant aux indices i + 1, k + 1. 

5.6. En remplaçant dans la formule (5, 16), i = n — 1, j = k — 1 
et r par r + 1, on a 

= (r + 1 W + 1)!(X - X'r '(y - M" -

1 (ßi(y-yiY + + Pk+t(y-;+i)r](x - *i)r+1 -r!(r + 1)! 1 r\(r + 1)! + Àn+l(x - - y J*4"1 + 

+ ~T-l(y ni*-xj + ■■• + y„-i,i(x-xn-iï)(y - yiï + r\ r\ 

+ ................. 

+ (7l,fe+l(-l)r+ •" + — „-1 )r)( — yk+ l)r] 

Nous aurons aussi 

d2(" r 1)(Pn-i,k+i _ 1 _ (x _ x y + 1 r y _ y y + 1 _ 
dx-'dy"-1-1 (r + 1)! (r + 1)! " Vl) 

1 [>i (y - yd" + +vk+i (y - fc+i)r] -r!(r + 1)! 1 [>1(x-x1)r+ ••• +A„_1(x-x„_1)r](>;-j>1)r+1 + r\(r + 1)! (5,19) 

+ [6,ii(x-*i)'' + ••• + y„-i,i(x-*„-i),')0-yi)r + 

+ ................. 

+ {yi,k+i(x-xiY + ••• + y„-i>fe+i(-n-i)r)(>;-yk+i)rl 
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Nous aurons aussi 

a2(n-r-l)„ i 
_ _ Vn-l.k _ _ * _ / _ \r + 1 / . . _ y + 1 _ 
Ôxn-r-1ôy"-r-1 (r + l)!(r + 1)! 

1 

r!(r+ 1)! 

1 

l>iO - yiï+ — +i*k(y-ykïlix - x1)r+1 -

r!(r + 1)! [A1(x-x1)r+ ••• + K-i(x-x„_ !)r](y - y1)r+1 + 

(5,20) 

+ -r-.[(7ii(-i)r+ ••• +yn-i,i(*-x«-i)r)0-ytï + ri ri 

+ • 

+ - *i)r + ••• + y„-i,k(x - xn-iï)(y - Jfc)r]-

De ces deux formules, on déduit pour r = 0, 

<Pn l,fc+ 1 = (?C„ — ÏCj) — (Ax + + • • • + x) dxy" 

d2(-n V ((pn-uk+l-(Pn-l,k) 
dx" 1ôyn 1 

= yi.fe+1 + "• + 7n-l,k+l ~ ßk+l(Xn ~ *l) 

En écrivant que les conditions (1, 170) pour l'indice k + 1, sont 
satisfaites, on a les équations 

+ Xn = x„ — xx (5,21) 

7l,k+l 7n,k + 1 ftk+tjn l)# (5,22) 

De même pour r = 1, 2, n — 1 nous avons 

ô2("-,-1)((p„_1>fc+1 fe) 
ôxn~r~1ôyn~r~i 

et aussi la formule 

a2(n-r)<rl ° *rn— l,k + 1 

dx'-dy"-" 
= 1 (y -y,)' r! r! 

= 0. 
n,yK 

(Xn - Xt)rH 
L (r + i)' 

+ 

(5,23 

- (i(*«- Xi)' + "• + Vi(x„ - x„-i)r) 
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+ yn-i,i(*»-*»-i)r-/'i — — 7 — 1 + r + 1 J 

+ 

+ i (y - yk+iï 1 rl ( r — 1)! Ti.fc+iC*«— xi)r + "• + 

r + H 

D'après les équations (3, 8) et (5, 17) les k + 1 premières grandes 
parenthèses sont nulles et nous aurons 

A l'aide de formules (5.21) - (5.24) on démontre que les conditions 
(1, 120) (1, 12r) correspondant à l'indice k + 1 sont satisfaites si les 
constantes yltk+i , sont données par le système d'équa¬ 
tions (5, 17) pour j = k + 1. 

Il résulte du système (5, 17) qu'on a 

pour i = 1, 2, ..., n et k = 1, 2, ..., n — 1. 

Il reste à déterminer les constantes y1>n, y2>n, ynn-

5.7. Pour cela il faut écrire que les conditions aux limites relatives 
au côté y = yn du rectangle D sont satisfaites. 

Ces conditions sont 

ô2("-r)-l ç 
dxl .n — r— 1 

lik = (5,25) 

(i = 2, 3, ..., n — 1) (5,26) 

d2(" <Pi-l,n-l) 
ôx"~1dyn~1 = - yin (i = 2, 3, ..., n - 1) (5,27) 
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et 

n — ra ,,n — r— 1 dxn rôy 

d2(" r - <Pl-l,n-l) 

= 0 

= 0 
dxn~r~xydn~r~x 

pour r = 1,2, n — 1 ainsi que 

P2(n-1) ° Srn— l.n— 1 

(i = 2, 3, ..., n — 1) (5,28) 

(i = 2, 3, ..., n — 1) (5,29) 

ôxn 1ôyn 1 

a2(n-r-l) 0 Y'n— l,n— 1 

= 7«

= 0 

(5,30) 

(5,31) 

pour r = 1,2,...,«— 1. 
A l'aide de la formule (5, 16) pour i et j = n — 1 et ensuite pour 

/ — 1 et j = n — 1 on démontre d'abord pour r = 0, que 

à2n Vi.»-1 

ôxnôyn 1 

d2("_1)(<P/,n-i -n— 1 a ,,n— 1 

= (j>» - 3>l)-C"l + "• +Hn-1) 

= 7il + •" +7i,n-1 yi) dx" 5 y 

pour ; = 2, 3, ..., n — 1. 

En écrivant que les conditions (5, 26), (5, 27) sont satisfaites, on 
est conduit aux équations 

ßi + ••• + fin = yn — yi (5,32) 

Va + •" + Vin = Uyn - yù (5,33) 

pour i = 2,3, Comme l'équation (5.33) coïncide pour i = 1 

avec l'équation (4.3) on peut dire que l'équation (5.33) est valable 
pour i = 1,2 En utilisant les formules (5,25) pour i = 1,2, 

..., n et k = 1, 2, ..., n — 1 on peut écrire la formule (5.33) sous la 
forme 

+ ••" + Un-l) + fin = i{yn — Jl) 

et on déduit ainsi que 

lin = kv-n (5,34) 

pour i = 1,2,...,«— 1. 
Il reste à déterminer yn n. 
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La formule (5.16) donne pour r = 1 et i = j = n — 1. 

ß2(n-l) =(x,-x1)(y.-y1)-dxT-y-1 

~(ß 1 — +t*n-i)(xn-x1)-(X1—An-1)yH-Ji) + 

+ (7ll + •" + Tn-l.l) + •" + (7l,«-l + ••• + 7n— l,n— l) 

et en utilisant les formules (5.25), on peut écrire 

d2(n~i\o 

8 ajc.--r -(».-»jo. -y,)-

- {yn - yt - Vn){xn - *i) - (x„ -Xi-k)yn - yt) + 

c'est-à-dire 

+ (*„ - *i - K)(yn -y i - /0 

d2("-1Vo v Vn-l.n-l Ànnn-dxn 1dyn 1 

La condition (5.30) montre alors que 

Ynn (5,35) 

Ainsi toutes constantes yik sont déterminées. 
Les conditions (5.28) sont vérifiées, parce que en utilisantles formules 

(5.25), (5.34) et (5.35) on peut écrire 

p2(n-r)-l u *ri,n — 1 n-ra , ,n — r — 1 ôx"-rdy _ 1 (k — Ki)r 
rl rl 

\yn - yiï 
r + 1 

- 0*i (yn - yiï + ••• + Pn-i(yn - yn-ùr) + 

kj{x-Xj)r 1 
rl (r — 1)! Pi (yn-yi)r + ••• + 

r + 1 + 

+ 

+ Âi(x - Xi)r 
rl ( r — 1)! Pi{yn - yiï + ••• + 

r + 1 
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et le second membre est nul pour r = 1,2, — 1, d'après les 
équations (4, 2). D'autre part, nous avons 

d2(" r l)((Pi,n-1 -
axn-r-1ô;;n-,'~1 = 0 

pour r = 1, 2, 1 et / = 2, 3, n — 1, ce qui montre que 
les conditions (5.24) sont vérifiées. 

De même nous avons la formule 

p,2(n-r-i)fn 0 Yn-l.n-l 
n — r— 1 p ,,n — r — 1 ôxn r dy 

_ 1 On - *l)' 
r+ 1 

«y» r! (r+!)! 

(yn-yiY 
r + 1 

- - yiï + ••• + i*n-i(yn - y«-iY) 

Pi (yn-yiï + ••• + 

+ 

+ h (x„ - xj 
r ! r! 

, / y + A*n-lV>n Jn— U r + 1 + 

+ 

+ r! r! iCn - i)r+ •" + 

+ Mn-l(yn - <Pn-lY - r + 1 

et d'après les équations (4, 2) le second membre est nul pour r = 1,2, 
n — 1. 

Il résulte que les conditions (5.31) sont vérifiées. 

6. Conclusions 

6.1. En remplaçant dans la formule (1.2) les fonctions <pik par la 
solution des problèmes aux limites traités dans les § 1-5, on est conduit 
à la formule de cubature 
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yn Xn 

JJ fdxdy = £ Xif(xi,q))dy + Hk ƒƒ(*, yjdx -
D y\ xi 

-î rt&yJ + frJZLdxdy. D 

où les coefficients A1} X2, A„ et jul5 /i2, /*„ sont donnés par les systèmes (3.8), (4, 2) que nous pouvons écrire encore sous la forme 1 + -2 + *" + = xn ~ xl ßi+n2 + + Hn = yn - yi 2 2 XiK1 + X2k2 + ••• + X„k„ = 

2 2 
Ml + V-2 <P2 + ••• + V„<Pn = y" „ 

(5,37) 

Ajicï"1 + À2Kn2-1 + - + AX-1 = n 

mï'1 + HzvT1 + - + pyfiT1 = n 

et où 

Yik = ld* k • (5,38) 

pour i, k = 1, 2, n. 
Le reste de la formule de cubature est donné par 

R=IS'pSr"dxdy- (5,39) D 

où la fonction q> coïncide sur les rectangles Dik avec les fonctions (pik données par les formules (5.16) pour r = n. 

6.2. Relativement aux fonctions (pitJ on peut faire une remarque 
très importante qui est utile pour l'étude de la fonction q> sur le 
rectangle D. 
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D'après les formules (5.16) on a pour r = n 

(Pij = {x-x\T(y-yiY-

1 

+ 

(n — 1)! n\ 

_ 1 
(n — 1)! n! 

1 

- yiT'1 + - + vAy - yjT _1] -

[Aj(x - Xi)"-1 + ••• + Xi(x - Xi)"-1] + 

[At(x - Xi)"-1 + ••• + Aj(x - X,)""1] (n — l)!(n — 1)! 

I>i (y - yi)n _1 + ••• + ßj(y - y,)"-1]-

ce qui peut s'écrire 

<Pij = 
\R — 1 

(x - Xjf _ (x - xj _____ 
r! (n — 1)! 

(y - yiY „ (y - yiY'1 n\ - Mi -----u 

(x-xi)n~1~\ 
' (n — 1)! J 

(y-yjY'1! 7 (n - 1)! J 

(5,40) 

( n - 1)! 

pour i,j = 1, 2, n — 1. 

On peut interpréter la formule (5.40) de la manière suivante. 

Considérons les deux formules de quadrature pour g e C"[xnx„], 

ReCj,,). 

g(s)ds = + À2g(K2) + ••• + Ang(Kn) + (-1)" i j/(s)g{n\s)ds 

(5,41) 
. yn 

h(s)ds = nMvi) + ßiHVi) + ••• + fh(yH) + (-1)" J e(t)hw(t)dt 

(5.42) Dans les formules (5.41), (5.42) les coefficients At, Az, A„ et fj,u n2 , fin sont donnés par les systèmes (5.37) et la fonction W (s) coïncide sur les intervalles [xnx2]5 [x2, x3], [x„_ 1? xn] avec les fonctions — 689 



D. V. Ionescu. — L'extension d'une formule de cubature 

n! (n — 1)! 

W r.\ = (s - K.y _ (s-xQ""1 _ (s-*;,)""1 
2 n! 1 (n — 1)! 2 (n - 1)1 

(5,43) 

y M = (s ~ *i)" _ ; (s~xi)" 1 _ ; (s-*2)" 1 _ 
"~l() ni 1 (n — 1)! 2 (ïi — 1)! 

tandis que la fonction 0(t) coïncide sur les intervalles [j/l5 y2], [y2, 33], yn] ayec les fonctions 

n\ (n — 1)! 

e (ù-(t-ytf ,, (' - -Vi)"-1 u('~ri 
0AO --m (n_iy tu (n_1}, 

(5,44) 

e /rt_(<-yi)" „('-y O" 1 u('-yi)n> 9-'lW --riT "l {n — 1)! "2 (n — 1)! 

~ 1 -7 -7. -(n - 1)! 

La formule (5.40) montre que 

<ptJ(s,t)=<I>l(S)6j(t) (5,45) 

et cette formule est très importante pour les applications. 
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