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AUTRES COMMUNICATIONS

ANALYSE NUMERIQUE

L’extension d’une formule de cubature

D. V. IONESCU
(Cluj, Roumanie) (*)

Dans les C.R. de I’Acad. des Sc. de Paris [1], nous avons donné
la formule de cubature

Yn+1 Xn+1

Idexdy*l;lJ f(x;, y)dy + Zn: 'ukj 7(x, ) dx —

—,i VS (Xis yk)+ff o 4 xdy (1)

iL,k=1 ”6 n

relativement au rectangle D,

(o SX<Xp115 Vo< VE Yyr1)

et 2 un réseau de neeuds M, (x;, ¢,) avec ’hypothese
x0<x1<”'<xn<xn+1; Yo< Vi < < Vy< Vpt1- (H)

et & une fonction fdonnée sur D, continue sur D ainsi que ses dérivées
partielles
aZp—lf aZp—lf aZ(p—l)f
OxPOy?~ 1 OoxPT19yP OxPTloyP!

pour p=1,2,....n

(*) Présenté par M. Th. LEPAGE.
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D. V. lonescu

La fonction ¢ a été déterminée sur D, par un probléme aux limites.
Les constantes A;, y; et y; sont déterminées par les équations

A = Xeki = X7
== T r—1 ’
(2
. Ynii— Yo'
X == r=0,1,....,.n—1
k;1“k r+1 ( )
ct
Vi = Ailly- (i,k=1,2,...,n) (3)

On peut se poser aussi le probléme de I’existence des formules de
cubature (1), avec une des hypothéses suivantes

Xo <Xy < <Xp<Xpt15 Yo= V1 < V2 <+ <V < Yn+1 (H,)
Xo < X3 < <Xy < X415 Vo= V1 < V2 < ' <Py < Vns1 (Hz)
Xo =X < <Xy <Xpt15 Vo= V1 < V2<'" <Vn<DVn+t (H3)
Xo =Xy < " <Xy <Xpys3 Vo= Y1 < Y2 <+ <YPp= Vnt1 (Hq)
Xop=X; < <Xy=Xp4+15 Yo=V1 < V2<: < VYn= Vn+1 (Hs)

L’étude des formules de cubature dans une des hypothéses
(H,) — (Hs) se fait comme dans notre travail [1] déja cité. Pour
abréger nous exposons dans ce travail la formule de la forme (1)
avec ’hypothése (Hs) en insistant sur les problémes aux limites qui
se posent a cette occasion.

1. PRELIMINAIRES
1.1. Considérons un rectangle 4, (x < x; < X2, y1 < y < yy) et
deux fonctions fet ¢ continues sur 4, ainsi que leurs dérivées partielles

62p—1f aZp—lf apr
OxPOy?~ Y 9xP~ 1o y? 9xPd yP

aZp—l(p aZp-—IqJ a2pq0
OxPOyP~V oxP~ 1o yP OxPO yP
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L’extension d’une formule de cubature

pour p = 1,2, ..., n. Alors on a la formule de transformation

2nf y=
6‘x”6y
=—Z ( az(n r—l)q) azrf _ aZ(n—r—l)(P azlf _
ox" Tyt T T ox" oy )y, \OXTTTTROYTTITYOXT0Y ),
_ a2(n—r—1)(p aer N aZ(n—r—l)(P aZIf _
axn—r—laxn—r—laxrayr - axn—r—layn—r—laxrayr -
n—1 ~ aZ(n—r)—l aZr
+ Z n—r n— :pl rf -
\Ox"" "0y ax"oy"
* (1.1)
2(n—r)—1 ~2r
(2 — _(p_ o°f dx +
axn rayn r laxrayr vz
n—1 R 2(n—r) 2r
+ Z 4 — P o°f _
OxX"TTTIOY"TTOXTOY )k, y
Y1
2(n-r)—1 2r
_ 6_ ) gf o“'f dy +
axn r layn raxrayr Xy

“aZr dx

+ d

f 350y Jdxdy.
A4

1.2. Considérons le rectangle D, et le réseau de nceuds M, dans
I’hypothese (H ). Puisque xo = X1, Yo = Y1, Xn = Xp+1> Vn = Vn+ 15
nous €crirons x;, yi, Xn» V» a la place de x, ., y,+1. Nous désignons
par D, le rectangle

Diixit S X< Xig13 Yo S Y < Yt
et nous aurons le parage du rectangle D par le rectangle Dy,.
Nous attachons aux rectangles D, les fonctions ¢;, continues sur
Dy, ainsi que leurs dérivées partielles
2% gy PPy OPPoy
oxPoyP~V 9xP 19y OxPOy”
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D. V. Ionescu

pour p = 1,2, ..., n. Alors on peut appliquer la formule fondamentale
pour chaque intégrale double

2n
Jj(pik a ndXdy (i,k=1,2,...,n—1)
®
D

ox"0

En ajoutant membre a membre toutes ces formules, on obtient
la formule suivante

n—1n—1 [ alnf
oL axdy =
iZ1 k;:l fv ¢k6x"6y" d

Dk

_ nil a2(n-—r—1)(p"-l’n_1 627 _ aZ(n—r—l)(pn_l’1 aer _
=0 axn—r—l ayn—r—l axrayr - axn—r—layn—r—l axrayr -
_ al(n—r—l)(pl’"_1 azrf 4 aZ(n—r—l)qD11 627 N
axn—r—layn—r—laxrayr - 6xn—r—layn—r—laxr6yr -

+ "il "il [(az("—r—l)(%'.l — Qi_1.1) é*f > _ <6Z(n—r_1)((pi,n—l ~ Qi tn-1) a*f ) ]+
X, Y1 Xis Yn

Y=o =1 axn—r—layn—r—l axrayr axn—r—la(pn—r—l axra(pr
+ni1nil 62("_r__1)(_(l’1i,k “_‘P_l,k—1) azrf _ a2("—r-_1)(-€f’;:_—1,1 “_(P_n—1,k-1) aer +
r=0K=0 Ox"~T oyt T T 0xT0Y ) s ox" T lgynTr1 OxX"0Y ). s

n—1ln—1n—1 2(n—r—1) R . _ . _ . 2r
+ Z Z z 0 (@i x :P_;r—_lik—1n_r_(P1;,k—1 <Pz—1,k) arfr + (1,2)
r=0i=2k=1 0x 0x 0xX" 0y ., v

nil nil Xi+1 aZ(n—r)— I(P' ) 627 aZ(n—Z)— I(P' | az'f d
+ [ ) — s — x +
F=0i=1 [(ax"-'a Y T 9x"0 y’)ml < ox"roynr-1 6x’6y’)x, y”:|

x
i+1

n—ln—-ln—lx aZ(n—r)—l Pir — Pir 1) aer
+ = D dx +
rZO izﬁ kz‘z ( ox""royr 1 X0y /..,

X

Yic+ 1

n—1n—1 2(n—r)—1 2r 2(n—r)—1 2r
+ Z z f [(a n—r—1 (pnl-’-kr a" fr) - (?‘ n—r—1 qD’:l__:“’k l’a {) ]dy +
r=0k=1 ox OYy"TTOX0OY" ),y 0x oy"""ox"0y" ).,y

y

Yk +1

n—1ln—1n—1 ~22(n—r)—1 L — @, aZr
+ Z Z Z J (O ((pl,k @; l,k) f) dy+
x’y

r=0i=2k=1 OxnrTlgynr ox"oy"

y
n—1n—1 2n
+ 55 || L2k raxay.
i=1k=1 ox"o y"
Dix
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L’extension d’une formule de cubature

La formule (1, 2) est fondamentale pour ce travail.

1.3. Relativement a la formule (1,2) nous traiterons plusieurs
problémes aux limites.

Probléemes (P,,) Déterminer la solution de I’équation aux dérivées
partielles

52"991 1
ox"oy”"

satisfaisant aux conditions aux limites

9%"~ ICPl 1
Ox"710y" .,y

= 1. (1,3)

aZn— I(P
g_9 = — 1,4
6x”6y"_1 . K ( 0)

2(n—1
9" Vo,
axn-—layn— 1 X1, V1

et
az(n_—ri—lqo11 — 0 (1’4r)
axn r layn—r X1,y
62(n—r)—1<011
axn—rayn—r—l <, V1
aZ(n—r—l)gD11
axn—r—layn—r—l x1,71

pourr=1,2,...,n— 1.

Probléme (Py), i =2,3,...,n — 1 Déterminer les solutions des
équations aux dérivées partielles

2n
970 _ g, (1,5)
ox"o y"

satisfaisant aux conditions aux limites

" i1 — Pi—1,1) — — A
- 13
5x"—18y" x, y
a.".n—l(p'l
— ol = — i=273,..,n—1
Ox"oy" i ( ) (1,64)



D. V. Ionescu

a2("—1)(@;’,1 - (Pi—l.l)

PCESPIER . = Yir-
et
az(""')_l((l’i,l — §0i—1.1) 0
ox"TrTloynTr w0
2(n=ry—1,,
7" %) g (1.6,)
ox" r(’)y" r X, y1
az("—r—“((/’i,l _q)i—lyl) = Q.
ox"TrT gyl o

pourr =12 ... n— 1

En plus il faut que les @, , vérifient les conditions supplémentaires

~2n—1
Y Dn—1,1

6xn—layn
0" Ve, 4
axn— layn—l

=1

x, ¥

n

(1,7,)

= = Vnt-
X, »1

et
2(n—r)—1
0 ) @Pn—1,1
axn—r—layn—r

2(n—r—1
a (n=r )(pn—l,l
axn—r—la Vn—-r—l

=0 (1,7,)

x’y

=0

X, Y1

pourr =1,2,....n — 1.

D’aprés les conditions aux limites la résolution du probléme (P;,;)
est liée au probléme (P,,).

Les constantes A;, A5, ..., 4, €t Y11, Y215 --+» Yn1 S€ront déterminées
de maniére que le probléme (P; ,) soit possible.

Probléme (P;,), k = 2,3, ...,n — 1. Déterminer les solutions des
équations aux dérivées partielles

aZn
2 Puk (1,8)
ox"o y"

satisfaisant aux conditions aux limites

azn_1¢1,k _ _2]

ax"_lay" X1,y
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L’extension d’une formule de cubature

9%~ 1(‘P1,k — ¢1,k—1)

= — . k=2,3""’n—1
ax"a yn_ ! X5 Ve #k ( )
N 1,9
¥ (@ — Pra—1) =9 4 (1:%0
ox"~ 1oy ! s
et
2" lg . 0
ax"_'_layn_r X1, Ve
PN — Pik—1) =0 (k=2,3,...,n—1)
ox""2gyn 1 X, Ve o
. 1,9,)
o2 l)((1’1,I<_‘I"1,lc-—1) = (. (
axn-r—laq)n—r—l -~

pour r =1,2 ....n — 1.

En plus il faut que les ¢, vérifient les conditions supplémentaires

a2n—1

Pin—1 _
5x"0 n—1 = Hn
ox0y x,vn (1,10,)
62(”_1)(p1,n—l = —7
axn—layn—l - t,n
et
aZ(n—r)—l(pl’"_1 _ O
n—r n—r—1
ox"""0y Xo¥m (1,10,)
aZ(n—r—l)(Pl.n—l =0
axn—r—layn—r—l _—

pour r=1,2,...,n — 1.

On voit bien d’aprés les conditions aux limites que la résolution
du probléme (P,;) est liée au probléme (P,,).

Les constantes pq, ta, ..., Un €t P11, Y125 ---» Y1a S€ront déterminées
de mani€re que le probléme (P; ;) soit possible.

Probléme (P; ;) i,k = 2,3,...,n — 1. Déterminer les solutions des
équations aux dérivées partielles

2n
07w _ . (1,11)
ox"o y"

satisfaisant aux conditions aux limites
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%" NPk — Qi—1.4) = — .
ox"" 1o y" 1.y '
2n—1 —w.
9] (Qoik foz,k-l) = —u (i,k=2,3,.,,,n—1)
6x"0y" ! X,y
o 1,12
" P+ Pimih—1 — Pik—1 — Pi—1,1) - ( o)
= = Yik-
ox" " '0y Xis Vi
et
A (I ek TN, =0
axn—r—layn—r 1y
A2(n—r)—1 L. h
0 (@i _<p1,,k-1) —0 (k=22,...,n—1)  (1,12,)
ox""Toy" " x, Vi

62("_'—1)((P.-,k + Pi-1k-1 — Pik—-1— (Pi—-l,k)
ox"rolgynTrt

X1,Y

pour r = 1,2, ...,n — 1.

En plus il faut que les ¢, vérifient les conditions supplémentaires

A2n—1
0 (pn-l,k

= A
axn-—layn

Xnsy

n

(k=2,3,....,n—1) (1,13,)

o2 1)((Pn—1,k — (Pn—1,k—1)
Ox n—layn—l

= — Pnk-

Xn, Yy

et
2(n—r)—1
ot n Pn—1,k

=0
axn—-r— layn-r

X0, yX

(k=2,3,...,n—1)  (1,13)

62("—r_1)((/’n— 1,k ™ Pn—1,k— 1)

=0
axn—-r—layn—r—l —
pourr= 1,2, ...,n — 1.
Ensuite il faut que
aZn-—l i
n q)n,—ll = Hn
ax 6y X, ¥n

(i=2,3,..,n—1)  (1,14,)

02"~ 1)(90.',"— 1~ QPi-1,n— 1)
axn— layn— 1
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L’extension d’une formule de cubature

et
2(n—r)—1
6 (n=n) qoi,n— 1

= =0
axn rayn—r— 1

X, ¥n

(i=2,3,..,n—1) (1,14)

az("_r_l)(q)i,n—l —_ (Pi_l,n—l) =0
axn—r"lay"_r—l Xis ¥Yn
pourr=12,...,n— 1.
Enfin il faut que
62("_1)(pn_1’"_1 — ‘y
Ox"1oy"t ey
) (1,150)
2" Vg, m-1 =0

axn—r— layn—r~ 1 _—
pour r = 1,2, ...,n — 1. \

Les constantes y, , seront déterminées de manicre que le probléme
(P; %) soit possible pour i,k =2,3,...,n — 1.

2. LE PROBLEME (P;,)

2.1. En intégrant I’équation aux dérivées partielles (1, 3) avec les
conditions (1, yo) on trouve

9% Vg,
a1y T =(x —x)(y — y1) — Ay — y1) — sua(x — x1) + y11(2,1)

Ensuite en intégrant cette équation avec conditions (1, ¢,) on
trouve

aZ(n—r) 1 . ,
— q:,l_l,= (x—x)(y—y1) —
ox" "0y rirl
1 - r
TR S O
- (r—-ljm#l(y — yo)y T (x = %) +
1

pralx = 2y THY =y T

+
(r — DI(r — 1)
ScCIENCES. — 1970. — 669 — 45



D. V. Ionescu

pour r = 1,2, ..., n. La démonstration se fait par la méthode de
I'induction compléte.

3. LE PROBLEME (P, ;), i =2,3,...,n — 1

3.1. Déterminons d’abordlafonction ¢, ,, parl’équation aux dérivées
partielles (1, 5) et les conditions aux limites (1, 6,) et (1, 6,), corres-
pondent a 7 = 2. A Paide de la fonction ¢,,; déterminée dans le
§2, on a

aZn—l 62n+1
n—1 (przll—l = n—1 ‘P'1'1_1 —).2=(x2—x1)—(/11+/12)
ox" 0y v,y OX"T'0y .
(')Zn—-l(le _ p
aona.on—1 - T 1
ox"oy" ! .
~2(n—1) 2(n—1)
0 0
5—"_18% =#,,—1_1—1 + 921 = — pi(X2— X))+ P11 +V2y
gx y K2,n1 ox y X2, ¥1

En intégrant I’équation (1, 5) avec ces conditions, on trouve

62(71— 1)
2l = (3.1)
ox"" 0y

=(x—=x)(y = y1) = (A + ) (y = y1) — (= x1) + 711 + 72

Ensuite, il faut intégrer cette équation avec les conditions (1, 6,)
correspondent a r = 1. On a
a:z"_?’(le _ 62"_3(P11
axn—Zayn—l x axn-—Zayn—l

(k2 —x)*(y— y1) —

1
2,y x2.y 2

— 2 = x ) (y — y1) — %(xz - x1)2 + 751(x2 — x4)

2n—3
a i P21 0
axn—layn—z -
az(”_z)‘le 52("_2)(011
n—2 n—2 = n—2 n—2
ax ay X2.901 ax ay X2, 1
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L’extension d’une formule de cubature

En intégrant I’équation (3, 1) avec ces conditions on trouve

62("_2)‘.021 —
5X"_26y"_2 212

(x —x)*(y — y1)* —

1

_ 1_@(Al(x —x1) + A(x — x)](y — y1)* — (3.2)

_ I%ul(x —x)2(y — y) + [711(x = x1) + 2.0 — x)](y — y1)

En général, on a

aZ(n—r)qD21 1 , .
axn—rayn-—r r! r!( l) (y yl)

BTGRP CEE a [CE D

(3:3)

1 - )
—(—r—mul(y— yi) T Hx —xy) +

[vaa(x = %)™+ p2a(x = %) " 1 (y = y))~?

N 1
(r = Di(r — 1)

On démontre cette formule par la méthode de I’induction compléte,
en remarquant que pour » = 2 elle coincide avec la formule (3, 2).
La formule (3, 3) est valable pour r = 1,2, ..., n.

3.2. En général on a

aZ(n—r)(Pi’l _
ox"~roy"™ " rlr!

(x—x)'(y— y1) —

eI RN OREPICEE e (RSN

o (r _11)_! " pi(y — y) T = xg) +

+ o= 1)!1(,_ )Y [Pia(x = %) 7 4+ o Fyulx—x) " J(y — y) !

On démontre cette formule par la méthode de I'induction compléte.
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On remarque d’abord que la formule (3, 4) est valable pour i = 2.
Ensuite on intégre ’équation aux dérivées partielles

0*"Pi1 1,1 -1
axZnayZn ’

avec les conditions aux limites (1, 6,) et (1, 6,) correspondant a Pindice
i + 1 et en tenant compte de la formule (3, 4). On remarque que la
formule obtenue donnant

2(n—2
9 )(Pi+1,1

axn—ray'x—r

s

peut se déduire de la formule (3, 4) en remplagant i par { + 1.
La formule (3, 4) est valable pouri = 1,2, ...,.n — letr =1,2, ...,
n.

3.3. 1l reste a déterminer les constantes A,, A,, ..., 4, €t P11, V21,
.-» Yn1 par les conditions supplémentaires (1, 7,), (1, 7).

D’aprés la formule (3,4), on a pour r=1¢eti=n—1

2(n—1
0 (n )¢n—1,1

ERCESPIES =k—x)(y—y)—(GAr1+ -+ 4Dy —y1)—

— (X = x) + i+ v21F o F Veor,1)
Les conditions (1, 75) nous conduisent aux équations
Mt bt A = (3.5
Yt Va1 + o+ Ve = Ba(Xe — Xy)

En remplagant dans la formule (3, 4) rparr + letiparn — lona

A W — 1 (x = x, )+ (y — py+t —
ox"~rTlgyrTrml (r + DI(r + 1) ' '
1 r r
- m[}q(x — X))+ Ao (x = X)) ] (x— x )T —
1 o (3.6)
— mlﬁ()’ — ) (x — x;) +

1 r n— r r
+ﬁ(')’11(x —x) + -+ ’Yn+i:i(x — X 1) J(y — ¥1)
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Il résulte qu'on peut écrire

2(n—=r)—1
6 (" r) q’n—l,l

n—r—1

A.n—r—1
0Xx oy Xy

_ r —_ r+1
= .l (y yl) (xn xl) -— (ll(x,,—xl)r + -+ 2'n—l(xll'_’xn—l)r) +
r! r! r+1

l(y_ yl)r_l _ r
+r! = 1) Y11(%n — X)) + - +

' (xn - xl)
+ V11X — Xp—q) — /-
Y 1,1( 1) Hi T+ 1

En écrivant que le premier membre est nul pourr =1,2,...,n — 1
quel que soit y, on est conduit aux équations

_ r+1
ll(xn _ xl)r 4o ln—l(xn _ xn_l) — (x, xl)
r+1
(r=12,...,n—1) (3,7)
. , x,,—x r+1
Yi1(Xs — X)" + - +3’n—1,1(xn"xn—1) =ﬂ1(——'i)—
r+1

(r=12,....,n—1)

En résumé les constantes A;, A5, ..., A, €t Pus Y215 ---» Yn2 SONt données
par les équations (3, 5) et (3, 7) c’est-a-dire par les systeémes

’11+ +”{n-—1+ln=xn_x1

Ay(%y = %1) 4 o+ Ay (% — Xn_g) = (x, —2x1)
(3.8)

_ r
ll(xn - xl)n—l + -+ '{n—l(xn - xn—l)"“1 = (xn xl)

n
ct
Yir+ o F VPa-t,0 F V-1 = pi(x, — x4)
X, — Xx;)
Pi1(Xp — Xg) + oo+ Yoo, 1 (Xe — Xp—1) = /~‘1£—21—)
(3.9)
}’11(xn - xl)n_l + -+ )’n—l,l(xn - xn—-l)n~1 = Uy (x,, _nxl)
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D’autre part, d’aprés la formule (3, 6) on a

2(n—r—1
o2 )(Pn—1,1

| =0 =12

Xn>¥y1

ce qui montre que les conditions (1, 7) sont satisfaites.

Ainsi le probléme (P; ;) est résolu. On a la formule (3, 4) valable
pour i=1,2,....,.n —1 et r=12,...,r. Pour r =n, la formule
(3, 4) donne la fonction ¢,;.

Les systémes (3, 8), (3, 9) montrent que

Vi1 = A1l Va1 = Aally, ooy Va1 = Aully-

4. Le pROBLEME (P, ) kK =2,3,..,n — 1
4.1. Ce probléme est analogue au probléme (P; ;) et on a

0" 4 1 :
? — X — X r — r__
ox" oyl r!( D'y = y1)

1 r—1 r
—mﬂq(X—?ﬁ) (y =y —

(r —11)! Ly =y 7y — ) T = )+

+ [)’11()’ - }’1)’_1 + ...+ ?1,k()’ - )’k)r_l](x _xl)r—l'

1
(r—=1i(r -1
pour k =2,3,...,.n—1letr=1,2,..., n

Les constantes uy, i, ..., 4, sont données par le systéme d’équations
Byt oot gy T Uy =X — Xy
n )’1)2

(V= y) + o F PtV — Yoo1) = (y 3
(4,2)

(Vo — y1)°

.ul(yn - yl)"-—1 + -+ un—l(yn - yn-—l)n_1 = n
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et Yig o F Vi1 + Yin= 4V — Y1)
_ 2
lYIl(yn - yl) + ot yl,n—l(yn — yn—l) = A’\.l(y—n-—-&
2
(4,3)
Y1a(n = YO T A Vi1 (Ve = Vo) = 2, Q= 90" —nyl)
On a

Y11 = Ay, Viz = AiUzs oo Vin = ilﬂn (454)

5. Le proOBLEME (P, ) i,k =2,3,...,n — 1

5.1. Le probléme (P;,) pour i,k =2,3,...,n— 1 est lié aux
fonctions ¢,y et ¢;, pour i, k = 2,3, ...,n — 1 déterminées dans les
§ 3 et § 4. Commengons par déterminer ¢,,. On va intégrer d’abord
I’équation

02> _ g, (5.1)
ox"d y"

avec les conditions aux limites

62n—1(¢22 — @12) - _ 2
n—1 n 2
ox"" 0y X3,y
aZn—l _
(:P.zzn_1§021) = —u, (5,2)
ox"0y X2
2 D(@ry + @11 — P12 — P21) = 7,s
axn—layn—l - 22
Mais d’aprés les formules (2, 1),(2,1)(4,1) on a
62(n—1)(p11
PICES Pt (x = x)(y = y1) = Ay — y1) — (x = x1) + 714
x"" 0y
az(n—l)q)z1 _ ' ) 5
ax,,—_léy,,—_{ =(x—=x)(y—y)— (4 + 1) (¢ — 1) —
— ,ul(x - J’1) + Y11+ V2
aZ(n—l)qo
W =(x=—x)(y—y)—4(y—y)—

— (g + 1) (x — x1) + 711 + V12
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Il résulte alors d’aprés les formules (5, 2) que

62""1(;)22

axn—layn = (x?- - xl) - ()'1 + ’12)

X3,y

2n—1
0°" " 0,5

P — = (P2 — @1) — (11 + 12)
0x"0y

X, Y2

62():—1)
n—1 (p,,z_z_l = (K, — kK)(p2 — @) — (4 — pa)(iy — Ky) —
ox" 0y %2, V2

— (A +A)(y2 = yi) + v F Y21 P12+ V22

En intégrant 1’équation (5, 1) avec ces conditions, on trouve
az(n_l)fpzz
e lg i1 =(x—x)(y— y1) = (U1 + p2)(x — x;) —
¢ (5:3)
— (A1 + A2)(y = Y1) + P11+ Y21 + V12 + V22

« Ensuite on integre 1’équation (5,3) avec les conditions »

0" "3 (@22 — @12) =0 0*" (@22 — @21) 0.
axn—Zayn—l . ’ axn—layn—z 72
2 D@y + @1y — P12 — Pay) —0. (5.4)
axn—zayn—z xX2,¥2
et ’on trouve
92—

(x—=x)*(y — y1)* —

Ox""29y""2 2121

= o Dy = 2+ ey = ¥1 (5 = %)

1
BETE) [A1(x = x1) + A2(x = x2)](y — y1)* +
+ [y11(x = x1) + 72.(x — x2)](y — yo) +
+ [y12(x — x1) + y22(x — x2)] (¥ — y2).
En général on démontre par la méthode de l'induction compléte
que
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a2(:_"‘)()022 1 r r
ox"~Toy"™"  rlr! ( (=)

- (r——-lT)!_i[ul(y - )+ pa(y — y2) 1] (x = x;)" —

B (r—lW!-[ll(x - xl)r— T+ Aa(x — xz)r_lj(y — y) +

+ (110 = %) ™+ 920(x = %) "Ny — y) 7 +

1
(r — 1)i(r — 1)!

+ Pr2(x = x ) T+ p22(x = X)) (Y — )]

La formule (5, 5) est valable pour r = 1,2, ..., n.

5.2. Toujours par la méthode del’induction compléte, on démontre
que
62(”_r)¢i2 1

PRI = (x—x))(y=y) —

e (= ) ey = pa) T (= XY —

(r—1DiA!
1

B m[h(x —x) " e A=) T (y =y (5.6)

e e (A CERED SRS MR D (RNt

+ (Pi2(x —x ) T 4+ F oyl —x) Ty — y2) ]
Cette formule est valable pour i = 1,2, ..., n — letr=1,2,...,n.
5.3. Montrons comment on détermine Yy, V22, ---» Yna par les

conditions supplémentaires (1, 13,) et (1, 13,) correspondanta K = 2
c’est-a-dire

62n_l¢n—l,2} — )b
n—1 n n
oxX"~0y" |y (1,13,)
62("_1)(%.—1,2 - (pn'—l,l) = — Yn2
axn—layn—l - r
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ct
o | -
x y xn,)’ (1)131‘)
a2(”—r—1)(q0n_1’2 — (Pn—l,l) = 0.
ox"rTlgynTrl Y2

pour r =1,2,...,n — 1.

En remplagant dans la formule (5,6) r par r + 1 et { par i + 1
on a

02("—r_1)(Pn—1,2 _ 1 (x _ xl)r+1(y —y )r+1 _
Ax" g y" Tl (r 4+ DI(r + 1) !

- m(ﬂl(y — y) Fua(y— y)1(x —x )yt —

- ! ———— [A(x = %) + o+ A (= X )]y — y) T+
r! (r 1)
(3,7)

1 . ) )
+ S Lon G =X + (e = X)) (= )+

+ (P12(x = x) A+ o F Pumr2(x = Kam )0 — @2) ]
De méme nous avons la formule (3, 6).

az(n_r_l)q)n—l,l _ 1
ox"~r gyl (r + DI(r + 1)

(x=x) " (y=y) " =

BT p(y — y)(x—x)*t— 5.8
1 r r r+1
G I e ) A= x )T (0 = )

1 , . )
+ m[?u(x — X))+ o F Puo (X = x,-) (Y — yi)-

En dérivant par rapport a y les deux membres de la formule (5, 7)
on a
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62("_r)—1(pn—1,2 1 r+1 r
pre s ity e - ACRR U S 4

1
S+ DI(r—1)

![ﬂl(y - yl_)"l + /,1,2(}) —_ yz)""l] (x _ xl)r+1 -
L R NS M T T s [CE Y

1 ) -
+—[(y“(x—x1)’+---+y,,_1,1(x—x,,_1))(y—y1) '+
(r—1)r!

+ (7120 = %)+ o A P2 — X))y — 2y ']
On déduit des formules (5, 7), (5, 8),(5,9) opur r = 0.

aZn—lqo 1.2 .
W o =, — k)= (A1 + -+ 4oy)
2(n—1) _
9 (@n-1.2 .(p"_l'l) = P12+ F Va1, — Ma(Ks — K1)
ox" o 1 o2 ’

En écrivant que les conditions (1, 13,) sont satisfaites, on a les
équations

A+ + -+ A, =X, — X, (5,10)

Viz + Y22 + o+ Va2 = (X, — Xy) (5,11)
L’équation (5, 10) coincide avec la premieére équation (3, 8) nous
retenons ’équation (5, 11).
Dans I’équation (5, 9) supposons r = 1,2, ..., n — 1 et remplagons
x par x,. Nous aurons

2(n—r)—1
a = Pn—1,2
axrr—r—layn-—r

=lw—yﬂrm—XJ“_

r! r! r+1

Xn, ¥

- (ll(‘xn - xl)r + -+ "{n—l(xn - xn—l)r):l +

1(p— @) !
rt (r—=1)!

+ [?11(xn_x1)r+ e+

(xn _ xl)r+1:, +

+ n— Xp — Xp— " —
Y 1,1( 1) Hi T+ 1
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r+1

1(y — y»)

+
rt (r—1)

[?12(’% - Kl)r + -+

Cesrt]

+ n— Xn — Xp— f—
Y 1,2( 1) 2%) 1

Mais d’aprés les équations (3, 8) et (3, 9) les deux premiéres grandes
paranthéses du second membre sont nulles pour r = 1,2, ..., n — 1
et par suite les premiéres conditions (1, 13,) conduisent aux équations

(xn _ xl)r+ '

5,13
r+1 ( )

)’1z(xn - x1)r + e+ )’n—l,z(xn - xn—l)r = H2

pour r = 1,2, ....n — 1.
Ainsi on a le systéme formé par les équations (5, 11) et (5, 13).

Viz + o + Pn-1,2 + V2 = uZ(xn — xl)

V12(Xn = X1) + o0 F Puo 1,200 — Xum 1) = .uz(x"_'—z—xl)z
(5,14)
Viz(n — %)+ (6 = X)) = liz(x"——nx—l)—n
qui détermine y,,, Y22, -.., Pu2- On a
Viz = A1lz, V22 = Azllz; s Vn2 = Aulla (5.15)

D’autre part en remplagant dans les formules (5,7),(5,8) x et y
par x, et y, et en retranchant membre & membre ces formules on a

62("_r—1)((pn—1,2 — P, 1,1) —_ O.
6xn—r—layn—r—1

Xns Y2

pourr = 1,2, —, n — 1, ce qui prouve que les conditions (1, 13,) sont
complétement satisfaites.

5.4. Les fonctions ¢,;; et ¢;, servent a déterminer les fonctions
¢; 3 pour i = 2,3, ...,n — 1 en intégrant les équations aux dérivées
partielles (1, 11) pour & = 3 et les conditions aux limites (1, 12,) et
(1, 12,) pour & = 3. De la méme maniére on détermine les fonctions
Qia> Pis, ---, pour i = 2,3, ....n — L.
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Supposons que nous ayons démontré que

aZ(n_r)(p,’j _ 1 . ,
1 L o )
T Ly — vy '+ (v — v 7 (x — %) —
1 r— 1 r— r
T ool T X T A e A =) T (= )

[(i(c—x)" "+ - + 9 (x=x) " D(y—y) '+
(5.16)

N 1
(r — DI(r — 1)

+ Pa(x = x) T (= x) Ty — y)T 4
+ .
+ (i(x = x) T A F oy —x) D (y = y) ]
pour r=1,2,....n) i=2,3,...,n—1 et j=2,3,...,k. Cela est
vrai pour k = 2, parce que dans ce cas la formule (5, 16) coincide
avec la formule (5, 6).

En méme temps nous supposons que les constantes y; j, y2 j, ...,
v.; sont données par le syst¢éme d’équations

Vij+ o F Vuma,j + Vaj = pi(%, — Xx4)

2
X, — X
Vij(Xy = X1) + o Vo1 (X — Xy) = ,Ujg——-z—l) (5,17)

2
Vi (X — %) T s Y (X — X)) T = #j(x";nxl-)—
pourj = 1,2, ..., kK comme nous I’avons montré pour j = 1 et j = 2.
Nous allons démontrer que les formules (5, 16) sont encore valables
pour j=k + 1, r=1,2,...,neti=2,3,...,n— 1.

De mé€me nous démontrerons que les constantes y; x4 1, Y2 x4 15 ---»
Ynx+1 sOnt données par le systéme (5, 17) pour j = k + 1.

5.5. La formule (5, 16) est vraie pour /i = 1,j = k + 1 parce que
dans ces cas elle coincide avec la formule (4, 1) valable pour r = 1, 2,
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onet k=23 ..,n—1. Alors pour démontrer la valabilité de

Ia formule (5, 16) pour Vindice j =k + 1,r=1,2,...,n et i = 2,

3, ...,n — 1 on va employer la méthode de I’induction compléte.
Pour cela on va intégrer ’équation aux dérivées partielles

azn(pi—f- Lk+t _
0x"0y

avec les conditions aux limites (1, 12,) et (1, 12) correspondant aux
indices i + 1,k + 1.

(5,18)

5.6. En remplagant dans la formule (5,16), i=n — 1, j =k — 1
etrparr+ 1, on a
aZ(u—r—l)

DPn—1,k+1 1 F+1 r+1
axn—r—layn-—r—l (r+ 1)'(I'+ 1)'( 1) (y yl)

o m(“l()’ — 1)+ (V= ke ) ] (x = x)" Y —

1

~ gy PO R e e YT v

1 ) ) )
o LOnG =X o y (e = % (= wa)
+ .

+ (Prp+e (X —x)"+ o + Vo te+1(X = Xue 1 Y)Y — Yier 1) ]
Nous aurons aussi

H2n—r—1)

Pn—1,k+1 1 r+1 r+1
= X — X — —
axn—r—layn—r—l (r + 1)' (r + 1)'( l) (y yl)

- m[#l(y — ¥yt F e (Y — Y )] (e = x )y =

1

T TR A = VIO = )

(5,19)
1
+ W[(YIl(x - xl)r + -+ 'P,,_l,l(x —_ x,,_l)')(y —_ yl)r -+
+ -
+ (Praer(x =X Y+ -+ Va1 hr1(X = Xue )WY — Vs )]
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Nous aurons aussi

p=r=Dg _ 1 (x — %, Y"1 (y— )+t —
axn—r—layn-—r—l (r + 1)!(7‘ + 1)' 1 1
———1 r r r+1
— — + B + — xX— X f—
"+ 1)![ﬂ1(}’ Y1) (Y — yi)1( 1)
1

[’q'l(x - X1)r+ cer 4 l,,_l(x — x,,_l)’](y —_ yl)""'l +
(5,20)
1 . .
+ r'_r'[(y“(x —x) o F Yo (X = X ) (Y — y) +

CA(r + 1)

+ . . .
+ (Pip(x = X)) + o Ya k(= X2 )) (v — 2)]
De ces deux formules, on déduit pour r = O,

62n~1

(fnl—l,k+1 =, —K)— (A + A+ -+ 4,_,)
ox"" ay”

Xn, Yy

g1 ((Pn—l,k+1 — q)n——l,k) —
axn—'layn—l

Xns Yic+1
=Yixi1F+ o F o1 — Mes1(Xn — xy)

En écrivant que les conditions (1, 17,) pour l'indice k& + 1, sont
satisfaites, on a les équations

)s.l+"'+)«.n=xn_xl (5,21)

Vig+1 F 0 F Vo1 = Hir 1 Kn — Ky)- (5,22)

De méme pour r = 1,2, ...,n — 1 nous avons

az(n—r—l)((l’n_—l,k+1_— Pr—1,) -0 (5,23
ox"— " layn r—1 -
et aussi la formule
0> g, sy — }_(y — y) | Gen— %)
ox"~r~loy* ™ |,., ! r! (r + 1)

— (A0 = x1)" + o+ Ay (X — xn—l)r):l +
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l(v—yl)r—l r
+ - X, — X)) + -+
r(r—1) vl 2
r (xn_xl)'“*_1
+ n— xn-—x”_ J— —_— 14
Y 1,1( 1) Ky 1
+ -

l(y — Ykrn) |

+ o (r=1)

|:‘VI,k+ 1(x,, — xl)' o T I

+ Voo kr1(Xn = Xpm1)" — Hiw s

D’aprés les équations (3, 8) et (5, 17) les £ + 1 premiéres grandes
parenthéses sont nulles et nous aurons

2(n—-r)—1
A R
axn—r—layn—-r

_ (e —gusr) !
rt (r=1)

[Vl,k+1(xn — X)) + -+

Xn,y
. X, — X r+1
+ yn— 1,k+ l(xn - xn— 1) - ﬂk-*—l (r—l):l (5a24)

A T’aide de formules (5.21) - (5.24) on démontre que les conditions
(1, 12,) (1, 12,) correspondant a l’indice k¥ + 1 sont satisfaites si les
constantes ¥, x4 1, ---» Yn—1,k+1 sont données par le systtme d’équa-
tions (5, 17) pour j = k + 1.

Il résulte du systeme (5, 17) qu’on a
Vik = Aibdye (5,25)
pour i=1,2,..,netk=1,2,...,n — 1.

Il reste & déterminer les constantes vy ,, Y2 n> -5 Prn-

5.7. Pour cela il faut écrire que les conditions aux limites relatives
au coté y = y, du rectangle D sont satisfaites.

Ces conditions sont

a2n—1(p‘ -1
O Pim-t| i=23,..,n—1 5,26
axnayn—-l X ym H ( ) ( )
2m=1) — .
0 (@in=1 = Pic1n=1) = — Vi (i=2,3,...,n—1) (527
axn—layn—l -

— 684 —



L’extension d’'une formule de cubature

et
2(n=r)—1_,
A /S § B (i=23,..,n—1)  (528)
ax" rayn r—1 _—
H52(n—r—1)( > — ©;
o (_(px_,nl—l _(p_l‘l’"_l) =0 (i=2,3,...,n—1) (5329)
ax" r yan r-1 Xis Yn

pour r=1,2,....,n — 1 ainsi que

A2(n—1)
% @Pn—1,n—1
) (5.30)
X —)/ Xn>Y¥n
A2(n—r—1)
(% (n=r (pn~1,n—1 :0 (5 31)
A n—r—1 —r—1 ’
Ox" " ayn r Xns ¥n

pour r = 1,2, ...,n — 1.
A l’aide de la formule (5, 16) pour i et j = n — 1 et ensuite pour
i—1etj=n—1 on démontre d’abord pour r = 0, que

A2n—1
c Din—1

T oA -1 = n - + -+ n—
oy (¥ — 1) — (14 Hy-1)

X, ¥n

2(n—1

0% )(q)i,n—l — 90:'—1,.:—1)
é\xn—layn—l

=Y+ F Vimer — AV — V1)

Xis¥n

pour i =2,3,...,n — 1.
En écrivant que les conditions (5, 26), (5, 27) sont satisfaites, on
est conduit aux équations

Uyt o+ 1y =Yy — W1 (5’32)

Vi Vi = (Ve — Y1) (5,33)

pour i = 2,3, ...,n. Comme P’équation (5.33) coincide pour i = 1
avec 1’équation (4.3) on peut dire que I’équation (5.33) est valable
pour i = 1,2, ..., n. En utilisant les formules (5, 25) pour i = 1, 2,

.,netk =12 ..,n—1 on peut écrire la formule (5.33) sous la
forme

Apy + o o y) + Vi = A(Ya — V1)
et on déduit ainsi que
Vin = Ailly (5,34)

pour i=1,2,...,n — 1.
Il reste & déterminer ¥y, .
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La formule (5.16) donne pour r =l eti=jj=n — 1.

2(n—1)
a (pn—l,n-—l

axn—layn—l

= (xv - xl)(yn - yl) -

Xns ¥n

- (iul ke ol 1)(xn - xl) - ():'1 “';Ln—l) Yn — yl) +
Ot F Ve ) F o F Q- F o Yam 1)
et en utilisant les formules (5.25), on peut écrire

2(n—1
o )(Pn—1,n—1

axn_lay,,..l =(xn_x1)(yn_y1)_

Xns ¥n

= (Vn = V1= ) Xy — X1) = (X = X1 = 4))yu = y1) +
+ (xn — X, — A’n)(yn - V1 .un)
c’est-a-dire
a2("_1)(.0n—1,n—1
axn-—layn—l

La condition (5.30) montre alors que

= Anllp-

Xns ¥n

Vin = Anbly. (5,35)
Ainsi toutes constantes 7y, sont déterminées.

Les conditions (5.28) sont vérifiées, parce que en utilisantles formules
(5.25), (5.34) et (5.35) on peut écrire

o2n—n-1 _ 1 (K - Kl)r (y,, - yl)r+l
rtor! r+1

Pin—1
axn—rayn—r— 1

- (Aul(yn - yl)r + .- +Hn——1(yn - yn—l)r)] +

Ar(x — x) !

o (r—1) ]I’Ll(yn —y)+ -+

r (Y= oyt
Ay e B
Hn—1(Vn — Yu—1) e
+o
Ai(x —x;)y 1
rt (r— 1)

[ul(yn —y)+ e+

. r+1
+ #n—l(yn - yn-—l)r - (_y%]
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et le second membre est nul pour r =1,2,...,n — 1, d’aprés les
équations (4, 2). D’autre part, nous avons

2(n—r—1
oy )(¢i,n—1 — (Pi—l,n—l)
axn—r—layn—r—l

=0

Xis Yn

pour r=1,2,...,n—1 et i=2,3,...,n— 1, ce qui montre que
les conditions (5.24) sont vérifiées.

De méme nous avons la formule

_ l(xn — xl)r+1 (yn _ yl)r+1
wmyn P (r+ 1) r+1

~2(n—r—1)
¢ (Pn—l,n—l

axn—r—layn—r—l

— (i (Yu— Y1)+ F (Y — y,._:)’)] +

;_L_l ('xn - xl)r
r! r!

+ }ul(yn—yl)’+-~+

r (yn—yl)r+1

+ U, - n— VYn— - 1+

M1 (Y y 1) 11
+ -

An—l (xn — Xp- l)r
r! r!

+

[ul(yn — )+

r (yn_ yl)r.{.l
+ n-— n~ ¥Yn-— -
Hn=1(Vn = Pu~1) o

et d’aprés les équations (4, 2) le second membre est nul pour r = 1, 2,
o — 1.

Il résulte que les conditions (5.31) sont vérifiées.

6. CONCLUSIONS

6.1. En remplagant dans la formule (1.2) les fonctions ¢, par la
solution des problémes aux limites traités dans les § 1-5, on est conduit
a la formule de cubature
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f f faxdy = ¥ A f G @)dy + 3, f £Cx, v)dx —

= ?’a n

”‘,i YuS (i, ,Vk)'l‘ff oy dxdy.

ou les coefficients Ay, 4,, ..., 4, et uy, i, ..., u, sont donnés par les
systémes (3.8), (4, 2) que nous pouvons écrire encore sous la forme

A’l+j'2+”'+ln=xn—xl

ﬂ1+ll2+"'+ﬂn=yn—J’1

2 _ 2
Ky + AaKy + 0+ Ak, =% — X 3 xl;
2 _ 2
Hi@y + 2@y + o F = 22 . Y1
(5,37)
Ay 2 e A = T
n
107+ s e ph T = __y,,; Y1
et ou
Vi = Aitle (5,38)

pour i,k =1,2,...,n
Le reste de la formule de cubature est donné par

f f Zafy dy. (5,39)

ou la fonction ¢ coincide sur les rectangles D,, avec les fonctions
@ données par les formules (5.16) pour r = n.

6.2. Relativement aux fonctions ¢, ; on peut faire une remarque
trés importante qui est utile pour I’étude de la fonction ¢ sur le
rectangle 1,
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D’aprés les formules (5.16) on a pour r = n

1

(X - x,)"(y - ,V1)n -
nin!

Pij =

1 o o
——,;l—,[ul(y—yl) "y — ) -

("= 1)
— -nTll-)m[ll(x —x)" T e+ A —x)"T ] +
T Ty e R T e Al = 3]

[ (y — y)" 4+ p(y — y)" 1

ce qui peut s’écrire

oy = |:(x P D) Y C k) i 1]

r! Y= 1) “(n— 1)
- - (5,40)
(y = yq) (y— y1)" ! L _(y — yj)" !
[ a1y APy ]

pour i,j=1,2,...,n — 1.
On peut interpréter la formule (5.40) de la maniére suivante.
Considérons les deux formules de quadrature pour g € C'x,x.],

R € Cn(yla yn)
Jg(S) ds = A1g(x1) + A29(ic2) + -+ + A g(,) + (— 1)"[ Y(s)g™(s)ds
x1 x: (5,41)
Jh(S)ds = uih(uy) + ph(@2) + - + pah(y,) + (= 1)"J B(1)h™(1) dt
2 » (5.42)

Dans les formules (5.41), (5.42) les coefficients 1,, 45, ..., 4, et
His U2y ..., 4y sOnt donnés par les systémes (5.37) et la fonction ¥ (s)
coincide sur les intervalles [x,;x.], [x2, x3], ..., [¥n—1, xa] avec les
fonctions
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O s

_(S—Kl)"_ (S‘xl)"—l_ (s —x) !
als) = n! & (n— 1) 42 (n— 1)

(5.43)

(5= xy)" — ] (s—x)" ' (s—x)! —
ama(s) = n! T o(n— ! 2 (n—1)!

n—1
e An—l(s — xn—l)
(n = 1)

tandis que la fonction 0(t) coincide sur les intervalles [ y;, y,], [y2, ysl,
«s [Yn—1, ya] avec les fonctions

0,(¢) = (t— }’1)2_ #1(t — )"

! (n — 1)
ox() = E 2 —  CE 2 — i
(5,44)
On—1(1) = (—t:n,v—‘) - 10(;—i-—"1;!—1 - uz(—t(;_y_—ﬁl;l_l —
— e

La formule (5.40) montre que
@ij(s,1) = ¥i(s)0,() (5.45)

et cette formule est trés importante pour les applications.
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