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ECUATIA FUNCTIONALA DE BISIMETRIE

de
TH. ANGHELUTA

§ 1. Sub denumirea aceasta se intelege ecuafia funcfionald
(1) [z (%, 9), 2(w, v)] = 2 [2 (%, u), 2(y, 0)]

unde z(x,y) este functia necunoscutd, iar x,y,u, v sint variabile reale
independente. Asupra acestei ecuatii D. Aczél' a ficut o analizi subtild
si aprofundati din care a dedus apoi solufia ecuafiei. Ne propunem aici
si rezolvim aceastd ecuatie folosind metoda datd de N. H. Abel®. Procedeul
ce urmdm fiind direct, simplifici aflarea solufiei.

Pentru inlesnirea scrierii introducem notatiile
o = z(%,y) B = a(x u)
Y =z(y, v) 3 =z (u, v)
Cu aceste notatii avem
z(a, 8) =z (B, v)
Derivind aceastd ecuatie, pe rind, in raport cu %, y, #, v obtinem ecuatiile
A (0\'., 8) o, = Zp (E"! Y) ﬁ:
Za (% Y) & =2 (B, ) v,

a (
Zs (0(., b) 0. Zp (B’ T) Bu
25 (ot, B) 8,
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1, J. Aczél, Einige aus Funktionalgleichungen zweier Verdnderlichen ableitbare Diffe-
rentialgleichungen, Acta Sct., Math. Tom XIII, Fasc. 3—4, Szeged, 15. XI. 1950, p. 179 — 189,

2 N. H. Abel, Recherche des fonctions de deux quantités variables indépendantes x, ¥,
telles que / (x, ), qui ont la propriété que f (2, f(#, ¥) ) est une fonction symétrique de z, x et y,
Oeuvres éd. L. Sylov et S. Lie ; Cristiania, 1881, t. I, p. 61 —65; idem, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, Berlin, Bd. I, 1826, 8. 11 —15. >
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Apoi agezdm aceste ecuafii astfel

Za (o, 8) o, = 23 (B, ) B,
2 (B, ) By = 25 (a, ) &,
Z (B, Y) Yy = % («, 3) o,

Il}mulﬁm aceste ecuafii membru cu membru si suprimim factorul comun
din ambii membri. Se deduce astfel ecuafia

o, B. Yo J, = &y Bty 9;

sau incd ecuatia

o, . B.yyd,
my Bu T.II 8!1
Prin notatii avem '
o0 =2(%y),. «=2z(%y)
B. = 2 (%, u). Bu = 2, (%, u)
Yo = %y (yv T})’ Yo = 2, (_% '”)
3, = 2, (u, v), 3, =z, (u, v)

Cum in primul membru al ecuatiei precedente nu figureaza variabilele # si v,
inseamnd ci expresia din membrul al doilea este independentd de aceste
variabile, deci ele pot lua orice valori. Inlocuim asa dar pe v cu u si pre-
supunem cd u este o constentd oarecare, In felul acesta avem

Bm = Z (x’ M’) = fl(x)’ u = % (x’ M’) = fz(“’)
apoi evident

si fncx T =%08 =h0), =24 =ho)
8, = (ZH(M, v))viu= a, 8,, = (Z”(’Lb, ﬂ))u:u = b

u

a si b fiind doud constante.
In urma acestor egalitifii ecuatia de mai sus are forma

o, afi(x)fa(v)

@, b))

Dacd notim

f) =12
f2()
i revenim la insemnirile vechi ale derivatelor a«, i «,, ecuajia precedentd

se scrie
% (%) _ af(x)
z, (vy)  bf()

= -
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sau
7o

T v

2 & =4
% (% i)
la numiritori n-am mai pus in evidentd variabilele x §i y, deoarece nu poate
fi nici o confuzie.

Integrarea ecuafiei (2) cu derivate parfiale de primul ordin, liniard
si omogeni, revine la integrarea ecuatiei diferenfiale ordinare

af(#)dx + bf(y)dy = 0

F(x) fiind o funcfie primitivd a funcfiei f(«), integrala generald a acestei
ecuatii diferenjiale este

aF(x) + bF(y) 4+ ¢ =C

¢ fiind o constantd introdusi de functia primitiva, iar C o constanta arbitrard,
Prin urmare solujia generald z(», ¥) a ecuafiei (2) are expresia

(3) 4% y) = ¢ ()

unde s-a pus

t = aF(x) + bE(y) + o

Y (#) fiind o functie arbitrard de ¢

§ 2. Pentru rezolvarea ecuatiei (1) se face ipoteza cd funcfia ¢ (f)
este crescitoare sau descrescitoare sau mai scurt strict monotond. Aceastd
ipotezd este folositd in memoriul amintit al lui Abel insé fird a fi enunfata

epxlicit.
Din egalitatea (3) urmeaza apoi
Z(ny) = V@O af (%),  z(xy) =900
tinind seami de semnificatia functiei F(x). Aceste egalitdfi se mai pot scrie
af(x) _ by) _ 1
z(%y)  %4(%y)  ¢'0)
Functia {(f) fiind presupusd strict monotoni, din (3) mai rezultd
t=¢7 [2(%, )]

notafia din membrul al doilea insemnind inversa funcfiei ¢(¢). Prin urmare
§’'(f) este functie de z(x,y) ca si ¢, adicd

—— = (2)

'(?)

deci

&) _ HO) _ e
2(%,9) %% )
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Din expresiile derivatelor z, (x,9) si z, (, y) se deduc derivatele de
ordinul al doilea

-

2, = Y (O (%) + §'[@)af' ()
Zy, = V" (1)abf () {(y)
2, = 9 OBL () + V' (05 (¥)
_ Inainte de a trece mai departe socotim necesar de a preciza ci pe lingd
ipoteza de mai sus mai presupunem despre solutia z(x,y) ci posedi deri-
vatele partiale de primele doud ordine.
Apoi formim expresiile folosite in memoriul citat!

¢ ()ab/()f(y) ¢ (0@ (%) + ' ([)af' (%)

Rip _ Zax |
z %

¢ ([@)of(y) V' (f)af(x)
de unde
Z  Ze_ (%)
ot o 1B

Urmeazi astfel ci expresia din primul membru depinde numai de variabila x,
Notind

X (%)
f(%)
avem
o Z X(w)
7, 2,
In mod analog se giseste
S =)
z, 2,
unde
')
Yy = L9
T

Formidm incd expresia

(4) 2y _ V(b)) _ 470

2z, VR0abi()fy) )

si se deduce analog cd primul membru depinde numai de z ca gi {, adici

Z
2 — Z(z)
2,2,

unde s-a pus

()
oA —
)=
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b
§ 3. 84 dovedim acum egalitatea
e W (2
hz)
Pentru aceasta, din expresia functiei A(z), §2, deducem
() b
= — 20 &
Y2 dx
Tinind seamd de notafia funcfiei Z (z) urmeazi
h(2) = ~Z(z)ﬂ
dz

Impértim ambii membri cu A (z) §i avem

Bz v A
S == -
insi din (3) se deduce
v =1
2

si egalitatea anunjati este doveditd.

Ca si aflim solutie ecuatiei (1) mai este necesar si ardtim cd func-
tiile X (%), Y(y), Z(z) sint egale cind se inlocuiesc valorile %, y si 2 cu ace-
eagi variabild de ex. z, adicd

X(x) =Y(2) =Z(2)
Egalitatea primelor doud este evidentd prin insisi definifia lor (§ 2).
Rimine si dovedim egalitatea
(5) X(2) = Z(2)

Se va vedea ci egalitatea aceasta serveste la determinarea funcfiei ¢(f)
din (3) ca si fie solufie a ecuafiei funcfionale (1).

Pentru demonstrarea egalitifii (5), scriem dar ca funcfia (¢) veri-
ficd ecuatia (1). In modul acesta referindu-ne la notafia din (3) a lui ¢(¢),
obtinem conditia

¢ {aF [2(x, 9)] + OF [2(u, v) 1} = b {aF [s(x, u)] + bF [a(y, )]}

fnsd prin ipotezd funcfia {(f) este strict monotond si deci condifia aceasta
revine la cea urmditoare :

aF[2(%, )] + bF [2(u, v)] = aF [2(x, u)] + bF [2(y, v)]

Apoi derivim egalitatea aceasta prin raport cu x gi ne reamintim cd F (#)
este functie primitivd a funcfiei f(x). Se obtine astfel egalitatea

1z, 9)] 2.(% 9) = [la(x, #)] 2,(x, )
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suprimind din ambii membri factorul a. Acum se deriveazi egalitatea ob-
tinutd prin. raport eu y gi se giseste

Fla(x )] 2% 9) 2,(%, ) + flz(%, 9)] 2, (%, 9) = 0
Punem aceastd egalitate sub forma

B
fz) 2z,

unde nu s-au mai scris variabilele x si y in éxpresia funcfiei, neputind fi
vreo indoiald. Dupd notatiile folosite (§ 2), egalitatea aceasta este tocmai
aceea din (5).

__ § 4. Egalitatea (5) odatd demonstrati, putem trece la rezolvarea acua-
fiei functionale (1).

Scriind aceastd egalitate sub forma

[ K@

f(2)  h(z)
deducem de aici

Hz) = h(z)

facind abstracfie de un factor constant in expresia functiei f (2), cdci ace-
asta revine a inmulfi numerele a i b cu acelagi numir. Din egalitatea din
urmi rezultd prin integrare

F(z) = \h(z)dz

Inlocuim pe % (2) cu expresia aflatd in § 2 si avem succesiv

dz dt
F(z) :Sqf(t) _]¢’( pr

t)a
Dupid egalitatea folositd in § 3, egalitatea devine
F(z) = \at
deci
Fz) =it
Stubstituind lui z valoarea din (3)
Fly@]=t
deci
Y =F)

i prin urmare solufia ecuafiei funcfionale (1) are expresia

G ) — F! [aF(x) + bF(y) + ¢]
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Verificarea se face inlocuind in (1) pe z (¥, y) cu aceastd expresie. Proce-
dind astfel avem i

F' {aF [F~"(aF (%) + bF(y) + ¢)] + bF[F'(aF(u) + bF(v) + ¢)] =
— F ' {aF[F"(aF(x) + bF(y) + ¢)] + bF[F " (aF(y) + bF(v) + ¢)1}
de unde
aF[F\(aF (%) + bF(y) + ¢)] + bF[F ' (aF(u) + bF() 4 ¢)] =
= aF[F~(aF(%) + bF(u) + ¢)] + bF[F(aF(y) 4 bF(v) + )]
si prin urmare egalitatea vidit satisficutd

a[aF (%) + bF(y) + ¢] + b[aF(u) + bF(v) + ¢]
— a[aF(x) + bF(u) + ¢] + b[aF(y) + bF(s) + c]

GYHKLIMOHANBHOE YPABHEHHUE BHUCHMMETPHUH
(Kpatkoe cozep:kanue)

Hexons ot mpouuTHpoBaHHOil 3anucu AGessi, aBTOp AA€T HOBBIH METO/,
orauualonuiica or merona K. Auens, ang paspemieHusi JaHHOTO (YHKLHO-
HAJILHOIO ypaBHEHHSI.

L'EQUATION FONCTIONNELLE DE BISYMETRIE
(Résumé)

Partant du mémoire cité d’Abel, on donne une mnouvelle méthode,
différente de celle de J. Aczél, pour résoudre 1'équation fonctionnelle con-
sidérée.




