A LOBACSEVSZKIJ—BOLYAI TER EGYENES VONALU
FELULETEINEK NEHANY TiPUSAROL
S A TER NEHANY MAS KERDESEROL

GERCELY JENO °

1. Az euklideszi tér hengerfeliileteinek megfelel6i a I,obacsevszkij—
Bolyai geometridban az asszimptotikus csticsti kidpok. Ilyen kiipon egy
tér vagy sikgérbe pontjain dthaladé s egymaskézt asszimptotikusan parhuza-
mos egyenesek 4ltal alkotott feliiletet értiink. Iegyen a feliilet egy sik-
metszete (1.4dbra) a g gérbe s az ennek A, pontjan dthaladé alkoté @, ; a,-nek

a (o)

a g gorbe S sikjdra es6 vetiiletét tarté egyenest jeléljitk aj-vel, az S sikkal
bezdrt hajldsszogét pedig «-gyel; a, sugir al-re esd vetiilete legyen d.
Ekkor, mint ismeretes

o, = II(2) 1)
szakasz, ahol J] a Lobacsevszkij féle fiiggvény.

2 — Babeg— Bolyai Matematici
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A B pontban az S sikra emelt b, merdleges asszimptotikusan parhuza-
mos a,-gyel és igy — a pdrhuzamossdg tranzitiv volta miatt — a feliilet
minden alkotéjaval. Igy tehat a feliilet barmely alkotéjat megkapom, ha
a g gorbe valamely 4, pontjan at a sik B pontjaban az S sikra emelt b
merOlegeshez asszimptotikus parhuzamost hizunk. Ennek az S sikra esé
vetiilete a szerkesztés értelmében az A, B szakasz ; tehat minden alkotonalk
az S sikra es vetiilete atmegy a B ponton s a B pont a vetiilet egyik vég-

pontja.
Legyen a g gorbe polarkoordinatas egyenlete — olyan koordindta-
rendszerben, amelynek kezddpontja B —

d = g(p) (2)

ahol ¢ a B ponton dtmend valamely adott sugartél szamitott szig. Ekkor
a d az alkotokon fekvd, a g gdrbe pontjaibél az asszimptotikus parhuza-
mossdg irdnydban vett sugardnak az S sikra esé vetiilete. A (2) egyenlet
ismeretében tehdt meg tudjuk hatdrozni a feliilet barmely alkotéjanak az
S sikkal bezdrt hajlidsszogét, o-t;

o =II(d) = II [g(¢)] (3)

g az asszimptotikus csticsti kip tetszés szerinti sikmetszete. Ilyenmdédon

a leliiletiinket metsz6 minden sikon van egy, a feliiletiink szempontjdbdél

kitiintetett szerepli, a B ponttal azonos szerepet betolté pont, az illetd

sikra meréleges és a feliileti alkotékkal asszimptotikusan parhuzamos

egyenesnek a sikkal valé metszéspontja. Hz egyik végpontja az alkoték
azon vetiileteinek, amelyek az illeté sikra merodlegesek.

A T,obacsevszkij—Bolyai geometria nevezetes egyenesvonali feliilet-

tipusat. képezik azok a felilletek, melyeknek alkotéi egy sikkal dllandé

szoget zarnak be. Ezeket

a feliileteket dllandé haj=

lasd feliilleteknek nevez-

ziik. (2. abra) g sikgdrbe

sikjat jeloljik S-sel. A g

gorbe A pontjain 4t a

gorbe egyik oldalan, a

gorbe sikjaban fektes-

stink ¢ allandé hosszii-

J sagli egyenes szakaszo-

kat a g gorbétél kiin-

duléan. A szakaszok vég-

pontjai a g gorbén kiviil

egy mdsik g; gorbét irnak

le. A szakasz g; girbén

fekv 6 végpontjat jeloljiik

Aq-gyel. A;-ben allitsunk

m merblegest az S sikra,

s a megfelel6 szakasz g-n

levé A végpontjan A4t

m-hez asszimptotikusan
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parhuzamos egyenest jeldljiik a-val. Lzek az a egyenesek a szerkesztés
értelmében az :
o« = J1(d) (4)

allandé szoget zarjak be az S sikkal. Az a egyenesek altal alkotott feliilet
tehat 4llandé hajlasu feliilet, s viszont minden, az S sikhoz 4llandé hajlast
feltilet a leirt médon szdrmaztathatd.

A g, gorbe az alkoték adott irdnyi asszimptotikus pontjai S sikra vett
merdéleges vetiileteinek mértani helye. Ezt a gorbét a feliiletnek az S sikra
vett asszimptotikus merdéleges konturjinak nevezziik.

Specidlis dllandé hajldsi feliiletek

Ha a g gorbe kor és g; a kor kozéppontja, akkor a kapott feliilet egy-
attal asszimptotikus csticsti kip. Vezérgorbéje a kor, csticsa a kor sikjira
a kozéppontban meréleges egyenes asszimptotikus pontja.

Legyen a g gorbe egy Bolyai féle L vonal. (I,obacsevszkij féle oriciklus).
A gorbe egyik oldalin a gdrbére merélegesen huzott egyenlé d szakaszok
végpontjai, amint ismeretes, ugyancsak egy L vonalat irnak le, s igy az
ilyenmédon szdrmaztatott édllandé hajlasu feliilet asszimptotikus konturja
ugyancsak L vonal.

Vegyiink vezérgorbének egy egyenest, s a d szakaszok legyenek az
egyenesre meroélegesek. Végpontjaik ekkor az a egyenes d tdvolsigi aequi-
distans vonalat irjak le. Az aequidistans vonal a megfelel§ 4llandé hajldsi
feliilet asszimptotikus konturja.

A T,obacsevszkij— Bolyai tér barmely egyenesvonalt feliileténél értel-
mezhetjiitk a felillet tetszés szerinti sikra vett merdleges asszimptotikus
konturjat. Vizsgaljulk
egy egyenesvonali fe-
lilet valamely g sik-
metszetét. (3. dbra).
A felillet a alkotdja-
nak az S sikra esé ve-
tiilete legyen a’, a’ és

7

a hajlasszige a. o gTz‘

o« =I1(d) 4ltal meg-
hatdrozott — 4 tavol-
sagot a g gorbétdl
szdmitva redmérjiik
a’-re mindkét irdny-
ban P, illetve () pon-
tokig. A P és é (
pontokban S sikra
emelt  merdlegesek,
mint ismeretes, asszimptotikusan parhuzamosak a-hoz. A szerkesztést min-
den alkotéra elvégezve, a P és () pontok mértani helyét a feliilet S sikra
vonatkozé meréleges asszimptotikus konturjanak nevezziik.
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Az asszimptotikus cstcstt kdp meréleges asszimptotikus konturja
minden sikra egy pont, az alkotékkal asszimptotikus s az illetd sikra merd-
leges egyenesnek a sfkkal valé metszéspontja.

2. Vizsgaljuk végiil a Lobacsevszkij— Bolyai térnek a sikra kifejthetd
feliileteit. (Ennek a feliiletesaladnak egyébként specidlis feliiletei az asszimp-
totikus csticsti kiipok.)

Az emlitett felilletek tanulmanyozdsira nagyon alkalmas a Klein—
Beltrami reprezentédcié. Valasszunk a reprezentdcié abszolut feliiletéiil egy
valdés S ellipszoidot.

Konnyen lathaté, hogy a I,obacsevszkij—Bolyai tér minden sikra
kifejthetdé feliiletének a reprezentdciéban is sfkra kifejthetd feliilet felel
meg és viszont. Ez annak a kévetkezménye, hogy a reprezentdcids tér
mozgdsai linearisak.

Az abszolut feliiletet tartalmazé bedgyazé euklideszi tér egy sikra
kifejthetd feliiletének vezérgdrbéje, éle legyen g.

Elsd esetként tegyiik fel, hogy g teljesen az abszolut feliilet kiilsejében
halad, az 4ltala el6allitott feliilet viszont metszi S-t. Fkkor a Lobacsevszlij—
Bolyai térben olyan sajatos egyenesvonald feliletet kapunk, amelynek
szomszédos alkotéi nem metsz6, de egy sikhoz tartozé egyenesek, tehat
szuperparallel egyenesek hatdrhelyzetei. Ilyen tipust egyenesvonald felii-
letek az euklideszi térben nincsenek. A kifejthetd feliilet két érinté sikjdnak
metszévonala ugyanis ebben az esetben a Lobacsevszkij—Bolyai térben az
illet6 sikokban fekvé alkotékhoz szuperparallel egyenes, ha olyan érintd-
sikokat vesziink, amelyek alkotéi a vezérgérbe valamely pontjanak elég
kis kornyezetében vannak. Valamely adott érintésikban fekvd alkoté s az
elébb emlitett szuperparallel egyenes kozis merblegesének az alkotén levd
talppontja a mozgé érintdsiknak az adotthoz valé konvergencidja esetén

— sima vezérgdrbét tételezve fel — az alkoté jél meghatdrozott pontja
felé tart. Fizeknek a pontoknak mértani helyét — az euklideszi tér meg-
felel6 fogalmanak analogidjara — a sajitos nem-euklideszi feliilet strikcids

vonaldnak nevezziik.

Altaldnos esetben a g vezérgérbe metszi az abszolit ellipszoidot. Ekkor
azok az alkoték, amelyek a g gorbének az ellipszoidon beliil fekv szakaszait
érintik, a szomszédos alkotékat a Lobacsevszkij—Bolyai tér pontjaiban
metszik, s a vezérgdrbének ezelk a szakaszai a megfelel§ kifejthetd feliilet
élének részeit alkotjak a T,obacsevszkij—Bolyai térben. Ezzel szemben a
feliiletnek azok az alkotdi, az az alkoté sokasdga, amely a vezérgérbének
az abszolit feliiletén kiviili részeiben érinti ezt a gérbét, olyan feliiletrészt
képvisel, amilyenrdl fenntebb volt szé.

A TLobacsevszkij—Bolyai tér kifejthetd feliiletei tehdt Altaldban két
tipushoz tartozé feliiletdarabokbdl allanak. Az egyik tipushoz tartozé
feliiletdarabok alkotéi a Iobacsevszkij—Bolyai térben futé vezérgdrbe-
darabokon érintik a vezérgorbét s igy a szomszédos érinték ezeken a ve-
zérgérbedarabokon metszik egymdst, a mdsik tipushoz tartozé feliiletdara-

5 Egyenesvonali feliiletek a Lobacsevszkij-Bolyai térben 21

bok szomszédos alkotéi a feliilet érintSsikjaiban felvd szuperparallelek hatir-
helyzetei. ;

A két kiilonbozd tipushoz tartozéd felilletdarabok olyan alkotékban
csatlakoznak egymdshoz, amelyek a vezérgérbét az abszolit feliilettel vald
metszéspontjaiban érintik. Ilyen médon ezek az alkoték a vezérgérbedarabok
asszimptotdi, s egytittal asszimptotdi a strikcids feliileti gorbéknek is. A
felitlet valés vezérgorbedarabjai s a strikciés gorberészek tehdt asszimp-
totikusak, s kozds asszimptotdik a vezérgirbe abszolut Ifeliileten levd
pontjaihoz futé alkotdk.

3. A Lobacsevszkij — Bolyai tér tovabbi érdekes kérdése két,a térben kitérd
egyenes, normdlis transzverzdlisainak megvizsgaldsa, vagyis azoké az
egyeneseké, amelyek a két adott egyenest metszik és mindkettére merd-
legesek. Ismeretes, hogy a Lobacsevszkij— Bolyai sik két kitéré — szuper-
parallel — egyenesének egyetlen normdlis transzverzdlisa van, két metszd
egyenesnek és két asszimptotikusan parhuzamos egyenesnel viszontnines
normalis transzverzalisa. Az is ismeretes, hogy az euklideszi tér két kitéré
g egyenesének egy — és csak is egy — mnormalis transzverzdlisa van.

A T,obacsevszkij— Bolyai tér két kitér§ egyenesére vonatkozdan a problé-
mat a Klein—Beltrami reprezentdcié segitségével vizsgaljuk. Az S abszolit
ellipszoid két egymadst nem metszé s nem egy sikban fekv$ htirja repre-
zentdlja a Iobacsevszkij—Bolyai tér két kitérd egyenesét. (4. sz. dbra).

Ismeretes, hogy az a
egyenest metszé és red merd-
leges egyenesek S-nek azok a
hirjai, amelyek a-t és a-nak
S-re konjugilt egyenesét —
ezt a’-vel jel6ljiilk — metszik,
Ugyanez érvényes a b-t metszd
és erre meréleges egyene-
sekre. Az a és b egyenesek
normalis  tranzverzalisinak
reprezentdnsai ezek szerint S-
nek azok a hirjai, amelyek
tarté egyenesei az @, b hiro-
kat s az a’ és b’ egyeneseket 4 ol
metszik, SOk

Az a és b hirokat tarté egyenesek s példdul az ¢’ (ugyantigy vehetndk
a b'-t is) metsz6 egyenesei, mint ismeretes, egy mésodrend{i egyenesvonald
feliilet alkotoi. Ezt a &' (ill. a') egyenes vagy két pontban metszi, vagy egy
pontban érinti, vagy alkotdja a felilletnek, s végiil lehetséges, hogy nincs
kozos pontja a feliilettel. A feliilet és a b’ kozos pontjain dthaladé s nem
az a, b, a’-vel ugyanazon rendszerbe tartozo feliileti alkotok adjdk az a és
b normalis transzverzédlisanak reprezentdnsait, ha ezek nemcsak az a, b
htrokat tarté egyeneseket, hanem magukat az a, b hirokat metszik.

Kimutatjuk, hogy vannak olyan a és b egyenesek, amelyeknek a
Lobacsevszkij—Bolyai térben két valds mnormdlis transzverzdlisuk van,
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Az a és b egyenesek tartsanak valami médon — de térbeli kitérs jelle-
giilket megtartva — az S feliilet egy-egy érint6jéhez.

Lrintési pontjukat jeldljiik A és B-vel. Konjugilt egyeneseik ekkor
ugyancsak az 4 és B pontokon
atmend, az S feltiletet érinté a
és b’ egyenesek. A 4 egyenest
metsz6 egyenes az A és B ponto-
kat Osszekotd ¢ egyenes, ez pedig
az S hirja. a-tés b-t mozgassuk
folyamatosan az S belseje felé.
a’ és b’ mozgdsa s ezzel egyiitt
a 4 egyenest metszd egyenesek
mozgasa is folytonos; ezek az
egyenesek a és b elég kis elmoz-
ditdsdra a c egyenes elég kis kor-
nyezetében maradnalk, tehdt hiir-
jai az S feliiletnek, s igy a és b
két normalis transzverzalisinak
reprezentacidi,

A most bebizonyitott tétel

RS mdés megtogalmazdsban a kovet-

kez6 : A Tobacsevszkij —Bolyai

térben vannak olyan térbeli (nem egy sikban fekvd) négyszogek, amelyek-
nek mind a négy szoge derékszog.

Ismeretes, hogy az euklideszi sikban van olyan siknégyszog, amelynek
mindenik szoge derékszog, viszont nincsen olyan térnégyszdg, amelynek
mindenik szige derékszog lenne. Ha ugyanis ilyen léteznék, akkor olyan
kitéré egyenesek is léteznének, amelyeknek két normadlis transzverzdlisuk
van, ez pedig lehetetlen.

Ezzel szemben a Iobacsevszkij—Bolyai térben nines olyan siknégyszog,
amelynek minden szoge derékszog volna, ellenben vannak ilyen térnégy-
szogek.

Igy megkaptuk az euklideszi V. axioma egy térbeli ekvivalensét. Fz a
kovetkezd : mincsenek olyan térbeli négyszigek, amelyek minden szoge
derékszig.

4. Ismeretes, hogy egyenes b
szakaszok mis egyenesre vett ve- Q
tilleteinek kérdése a Lobacsev- -
szlkij—Bolyai geometridban egé- t
szen mas jelleg(i, mint az euklide- P
sziben. Legyen példdul (6. dbra) d
a b egyenesen fekvd ¢ hosszii-
sagld szakasz, PQ-nak a b-t 2K
(O-ban metszé a egyenesre vett 77 -
merdleges vetiilete P’'Q’=/{' sza- / o e Q Q
kasz. Ismeretes, hogy a ¢’ szakasz y
hossza nemcsak a-t6l és ¢-tdl, 6. abra

/

b
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hanewr PQ-nak a b-n elfoglalt helyzetétdl, tehit az OP = d tavolsigté
is fiigg, s 4llandé ¢ és « mellett a d monoton fogyd, O felé tarté fiiggvénye-
Hasonlé a helyzet akkor is, ha a és b nem metsz$ egyenesek. Azt varhat.
nék, hogy ilyen koriilmények kozott az dn. vetiileti tétel is bonyolultabb
lesz, mint az euklideszi geometridban.

Nagyon kénnyen igazolhatjuk, hogy ez nines igy. A vetiileti tétel
valtozatlan alakban érvényes a Iobacsevszkij —Bolyai geometridban is,
tehat un. abszolit tétel. A vetiileti tétel — mint ismeretes — azt mondja
ki, hogy adott A é B pontokat osszekotd tetszés szerinti tort vonalnak
valamely egyenesre vett vetiilete fiiggetlen a tekintetbe jové tort vonal
alakjatél, s egyenld az A és B pontok vetiileteinek tdvolsagaval.

Allitdsunk igazoldsa egyszerfien abbél a ténybdél kévetkezik, hogy a
vetiileti tétel bizonyitdsdban nem kell felhaszndlnunk a szakasz hossza és
vetiiletének hossza kozotti konkrét osszefiiggést, hanem csak a vetiiletek
osszegezésének additiv sajatsdgit, ez pedig fiiggetlen az V. axiomatol.

Bolyai Tudomanyegyetem
Geometriai Tanszék

O HEKOTOPLIX JIMHEWYATHIX MOBEPXHOCTX B [IPOCTPAHCTBE
JIOBAYEBCKOI'O—BOJISAK

(Kpatkoe copmepxkaHue)

B nacrosiieii pa6ote n3yvaioTcs HEKOTOPHIE BaX{Hble CBOHCTBA KOHHUE-
CKHX NoBepxHocTell B npocrpanerse Jlobauesckoro-Bo/san, HMeIOmuX aCHMITO-
THYECKYIO BEpIIHHY, KpOMe TOTO, paccMaTpHBAIOTCH JHHe[uaThle IMOBEPXHO-
CTH, IPSMBIE KOTCPHIX 06Pa3yloT MOCTOAHHBIN YroJ ¢ HeKOTQPOH IMJIOCKOCTBIO,
a Takwe JHMHeUAaThe INOBEPXHOCTH, KOTODBIE MOXKHO PAa3BépTEIBATE Ha
IJI0CKOCTE, [loKasniBaercsi, UTO JIHHeHYaTble MOBEPXHOCTH B IPOCTPAHCTBE
Jlobauesckoro-Bodsu umeior o6pasyionne nByxX THIOB, OO6pa3yOLIHE [IEPBOTO
THIIA [IEPECeKAIOTCS B TOMKAX HAIpapJsiiollell KpUBOi, a 06pasyiollie BTOPOro
THIIA ABJASIOTCS [PEJeJbHbIMHE CIYUasMH PACXOAAIIUXCH NPAMbIX. Onpeness-
I0TCA JIMHWH C2KATHA 3TUX LOBEPXHOCTEH H [10KA3hIBAETCS, UTO ACHMITOTHYEC:
KHe [psiMble HalpasJsiolelics KPUBOH COBNAJANOT ¢ ACHMTOTHUECKUMH IIpsi«
MBIMH JIHHHH CIKATHS.

Bo Bropoil uactu paGoTel 10Ka3LIBAeTCs, uTO B mpocTpancTse JloGauesc-
Koro-Bolsiu  cylecTByIOT - TpAMEE, HMelollHe ABRe HOPMA/bHBIX TPAHCBEpP-
canbHuIX. MTaK, yTBepyKICHHE, O TOM UTO ,,HE CYIIECTBYIOT MPOCTPaHCTBEHHbIE
UeTBePEXYIOJLHHKN, KOTOpble uMeIH Obl TOJBKO NpsIMBIe VLB ABJSETCH
3KBHBAJGHTHEIM C aKCHOMON DBK/IUAA.

HaxoHel, 10KasslBaeTCs], YTO TeopemMa O [POeKLUUH HA MPIMYI0 ABJIAETCH

abcomoTHOH TecpeMol,




24 Gergely Jenb 8

SUR QUELQUES CLASSES DE SURFACES RECLEES DE L'ESPACE
LOBATCHEVSKI—BOLYAT

~ (Résumé)

I/étude s'occupe des surfaces droites des coHnes & sommet asymptotique
de I'espace T,obatchevski— Bolyai, des surfaces dont les génératrices forment
des angles constants avec un plan, des surfaces réglées pouvant étre déve-
loppées sur un plan et des plus importantes propriétés de toutes celles-13.
I’auteur démontre que les surfaces réglées de I'espace Iobatchevski—
Bolyai pouvant étre développées se composent de parties appartenant a deux
types. Les directrices voisines du premier type s'intersectent dans les
points de la courbe de support, tandis que celles du deuxidme type sont
les cas-limites des superparalleles. I'auteur définit la ligne de striction des
sturfaces pouvant étre développées et il démontre que les asymptotiques
de la courbe de support et de la ligne de striction sont communes,

Dans la deuxiéme partie il démontre que dans I'espace Lobatchevski —
Bolyai il y 4 des droites a deux transversales normales. De cette fagon
l'affirmation comme quoi ,,il n’y a point de quadrilatéres non-plans ayant
seulement des angles droits” est équivalente a I'axiome d’Euclide.

Finalement l'auteur démontre que le théoréme de projection sur une
droite est un théoréme absolu, :

DESPRE POLINOAMELE LUI CEBiSEV ALE
MULTIMILOR FINITE DE PUNCTE DIN PLAN (I1I)

de

G. CALUGAREANU

Sd notdm cu E o multime finitd formatd din N puncte ¢,, . v =1,
2,...,N. Notind cu P(z) =2"+ a2 +...4a, un polinom oarecare
de gradul # in 2z, normat prin condifia ca termenul siu de gradul # in z si
aibd coeficientul 1, si formim media ponderatd de ordinul 2q

1

- N
unde numerele p, verifici conditiile Y =1; u>0v=12..., N
=

=1
Intr-o not4® apiruti in 1949 am considerat media simetricd ce cores-
punde cazului p; = p, = ... = uy. Notind atunci cu f2g minimul mediei
J2q cind coeficientii a,, a,, ..., a, variazi indspadent luind valori complexe
oarecare, am aratat cd existd un singur polinom P, () pentru care mini-
mul 7y, este atins gi, gradul # rdminind fix, avem
lim P (2) = T,(2; E), limjo, = M, = max |T,(z; E)|
=t q-rm ZsE
unde T,(z; E) este polinomul Cebisev corespunzitor mulfimii E.
Pe baza acestei proprietiti am aritat in aceeasi notd cd polinomul
T,(2; E) se poate pune sub forma specialj

@ Lz E) = EK‘ﬁK\'a' Ky (2 —0) (z—¢,). . (2 — Gl V (Cyp Cuar e -5 €0a)J
n E K I B [ ¥l o s vs Cvy) P

1 G. Cilugdreanu, Asupra polinoamelor lui Cebisev ale_mulfimilor plane mdvginile si inchise
(1I). Buletinul gtiintific Acad. R.P.R., T. II. 1950, p: 7.



