O CALE PENTRU A CAPATA IDENTITATI INTRE
EXPRESII CUPRINZIND SIMBOLUL COMBINARILOR

de
DUMITRU RIPIANU

1. Incercind si rezolv o problemi de geometrie elementari propusi
de tov. prof. Tiberiu Popovici [1], am fost condus si calculez valoarea
urmétoarei siime : e

n. (a|L g
S R T
s;a o sn—!—g—}-l—Zs

in care a §i ¢ sint numere intregi nenegative, C5, este simbolul combinirilor,
iar [p] inseamnd partea intreagi a numirului .

Spre a calcula suma de mai sus, am indicat un procedeu pentru a cipita
identitdti intre expresii cuprinzind simbolul combinirilor. Aplicind proce-
deul in cazul anumitor expresii particulare, am gisit ci suma S are valoarea

O e & S
w+qg—2a-t1

Aceastd relafie are loc si dacd # este un numdir real oarecare, cu conditia

de a iInfelege prin C, expresia ;—, mim —1) ... (m —p+1). si de alua

Ch = 0 pentru p < — 1.

Mijlocul cel mai folosit pentru a cdpdta relafii intre expresii cuprinzind
simbolul combindrilor este de a scrie cu ajutorul formulei binomului obig-
nuite sau generalizate o expresie in mai multe litere in doui feluri deosebite
si de a egala egala apoi coeficientii aceleeasi puteri ale uneia dintre ele.

In nota de fati se extinde acest mijloc scriind o anumits expresie
(expresia E din (3)) in doud feluri ¢i egalind coeficientii unui produs de
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doud puteri a doud dintre litere, ceea ce ne dd o cale pentru a cdpidtaiden-
titati de felul amintit, dupd care se foloseste calea cdpatatd la un exemplu

simplu, cipatindu-se valoarea sumei S.
2. Sd considerdm relafia /
P )
) — § ag(mn® (1)
Q( =0
n care P(u) gi Q(u) sint doud polinoame, in %, cu coeficien{ii polinoame in
% i p, care — dacd x si p sint fixaji — are loc pentru
lu| < & = A(#, p) = min. |u|, uy, g, ... (1,)
L3 .

fiind zerorile lui Q(u) si in care ay(x) sint dar polinoame in x si 2.

Se va presupune ci pentru orice valori ale lui x §i $ (din inter- 1
valul [0,1] se are |Q(0)| > 4, A4 fiind un numar fix pozitiv, ceea (Ly)
ce ne asigurd in (1,) 2 > 0 si in (1) « > 0.

Se va lua - A
] < o = min. min. |u(z, 2)| = X (L,)
X P

Inmulfind termenii relatiei (1) cu 2" si integrind termenii re-

(2)
latiei capatate in raport cu x intre 1 — ;b gi 1, 'se. Are
1

5 n Pu) & ,,
E = E\(p) = S %" dx = Ey(p) = ¥ u.“’g x"aq(x)dx. (3)
l—p Q(M =0 I—p J
Operatia (2) cere ca seria care s-a 1ntegrat termen cu termen
in relatia (3) si fie uniform convergentd in x, pentru 0 =1—p=x=1, (30)
ceea ce se poate avea in exemplul considerat luind pe u destul de )
mic in modul,

Daca 24, 2, sint coeficientii lui p (¢ =1) din coeficientii lui (3,)

u? din E,(p), respectiv E,(p), iar vé ) coeficientul lui #? din coeficientul lui

p? din E,(p) in relatia (3), se are
NG)

g =

Moy = Vi.a )

Daca 3¢ )q este coeficientul lui % din polinomul in p: R(p) =

= S x"ay(x)dx, iar ulls, coeficientul lui « din expresia lui E{® (0), se are
T,

din (&)
L ll bl ) e
Lt 1ui g2din B (0) = coef. lui p%din R(p) (5)

a !
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Spre a cdpita relatia (5) s-a dezvoltat pe E,(p) din (3) in serie Mac-
Laurin, ceca ce se poate face, data fiind ipoteza (1 ), care ne aratd ci daci
|#| < e crigiva e un punct ordinar pentru functia E 1(p).

Relafia (5) ne dd calea indicatd spre a cipita 1dent1ta1;1 dintre cele
amintite,

3. Se va lna in (1) P(u) =1, Qu) =1 — xu — pus.

Se are atunci

21
Ay = ay(x) = Ch Q_th (6)
h=0
w s 1 = £
pentru ci (1) se scnem = qagﬂ agu®,
de unde se are
Qotz = Pay + Xy (7)
aga cd dacd (6) are loc pentru ¢ =g si 9 = ¢ -+ 1, (7) ne da
Er
gt o Yo (GBI o Gl et e gy
2 q+2
unde ¢ = 0 pentru g fard sof (cind [qgl] ['H'z] sie=p ] pentrugcu sot
sl
deci @510 = Z Chipnd® ™2 g1 asa cf si g2 are forma (6). Ori g, = 1

si @, = x an acea formd, care este dar generald. Se are dar

3]

R(p)= Cot P11 — pyrrati—2h] _
h=p " t+g+1—2h . =
[%] C‘f_h n+q+1—2h (8)
e P e — LB h+s
fr;b n+qg+1—2h ; (= L Cn+q+1._2;, b

asa ci 3% g Se are luind in (B)
S=4a — ]Z } 1 (9)

Din (9) se deduce cid pentru % > a nu se capitd in (8) termeni ih p% asa
ca (8) ne da

win. (a1, [4])

( 1)0—1 85121)91 Z ('"

h=0

s G i .
) Cc]—h (10)
gl — 2k
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Daci [g]< a — 1, indicele superior de sumatie din (10) este

-

daci [%] >a — 1, acelagi indice este 2 — 1, asa cid cu ajutorul lui (5)

se are

min.(a, [—g—]) Cﬂ_h
iy h ~h n+q+1—2h L= a—1a(2)
S(n) = g (= 1" Comiy e T2 =t (1) ol =
e 0 dacd [%]Sa —1 i
._oc—i—( 1) H(l) unde o = co g .
— )l = =
(— 1) P daci [2}_a

Daci [%] = a — 1, cu atit mai mult [%J << a, deci gi in S(n) indicele
superior de sumatie este [EZ] ;asa ci o = 0. Dacd [%] = a, in S(n) indicele

superior de sumatie este @, insi cum a — 1 < [%] in (— 1)"7' 8P, este

—_ a
a — 1, asa cd se va adduga o = (—1)° Co—a la (—1)°7 8@ spre

#n+g4+1—2a
a avea pe S(n).
a
a Co—a
n+4+g+1—2a
cd pentru @ = ¢ + 1s-ar avea « % 0, In timp ce (11) cere in acest caz x=0.
Ori, din (3) se are

; pentru

Nu se poate in toate cazurile o = (— 1)

) (p) — (' o lu®® %"
E(p) = Sl_p R e dx +
9=l o S ) (12)
B s R e e i
i sgo e (1 — W)™ dp® (1+pu)*°

pentru cd dacd (12) are loc pentru ¢ = ¢, se atre

da L (g 4 1) | 2@ g2
iy 7 () - d
B = g

g | MZQ(l L0 p)ﬂ q—1 MZ(Q"-S‘-I) d.‘r-{—l (1 . p)n

EftH () =

—5=—1 =
=™ @t BT T B
RUEA =l DI (1 _i))n
(1— )" dp® (L pu) T

2(q+1) n :
— () wHx gt § sy
5=0

1—p (1— “xﬁpuz)ﬁz
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aga cd dacd (12) are loc pentru ¢ = ¢, are loc gi pentru ¢ = g -+ 1. Ori,
1 2 .n &
E — U x dx __|__ (1 = ?b)
LS R e e e
este dar gemerala §i care me dd cu ajutorul formulei lui Leibnitz

este de forma (12), care

dd: (1(p) 8(8)) = Y, CL1P ()™ (p) )
P h=0

a— (eI 0s

El (— 1) v’ = ————— S (@a—h—1)|C{n(n—1)...(n—h+1ju*" (14)
5=0 h=0

Luind || <1 si folosind formula binomului generald

A= ij CH=L s ([u] < 1) (14,)

relatia (14) se scrie
a-—-l
EP0) =% (—1)° g Gomam 18 S (o= h—10 ol — T
s—o n—o (1b)
4 ¥ (%_h+1)u20—2~s+5—h

Luind in (15)

83=¢—2a-+2-+s+4h (16)

se are dar
a—1
E-Lt(;[l.)a = E (= 1)s

s=r_nax.(0,a—q—l)

Cila—h—1) | n(n—1). ..
h=max.(0,a—qg—1) (17)
= b+ DO

pentru cd din (16) se are

d=h—a+1l+s+g—atl=s—a+1+ht+tg—a+1
si cum din (15) se are k—a -+ 1=s5s—qa+1=<0, pentru ca 8§ =0
trebuie ca s g —a +1=0si A+ qg—a+1=0, si cum din (156) se
mai are s =0, # =0 se deduce

s=max. (0,6 —g—1) 5i h=max. (0, 2 — g —1). (17y)
Relafia (17) se scrie
@y a=1 |
ba= > (@a—h—1)!nn-—1)...
h=max.(0, a—g—1) (18)
=1
voslm— b+ 1) S (—1)CE eIz s
s=h

S st

e —

B

=P
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Luind in relajia
k

T E ( )BCI_S Crx+5 o C!’f’l—ﬂ—l (19)
5=0
(care se afli de pildd in [2], la pag. 251, formula (25))
k=a—1—h m=qgq—a+1+h n=rh (20)
se are
et 8~h ~a—l—h—b a—1—h
E (_ 1) Cﬁ+BCq-—a+I+h = Cq-—a (21)
=0
Se are dar in (18) insemnind s = 4 + §, cu ajutorul lui (21)
§ (_ l)SCfl Cﬂ_l"l?l =
= s Lg—ati+ (22)
a-—l—i
=.(—1) E (— 1'Clss C;’—-é+§‘+2 = (—1)"ce="

cepliunea lui generald; CH = F MM —1)...(M— P 41), P fiind

un intreg =1, iar M o cantitate oarecare.

In prezenta nots, slmbolul de combiniri Cj se foloseste in ac- ]

Daci M este un intreg, M = 0iar P = M + 1, atunci in virtu- (24)
tea relafieidin (23) se are Ch =0

Asa ci (11) se scrie cu ajutorul lui (18) si (22)
S s "
S(n) = e —1 —1)...
(n) = a + : mmm,a_q_”( )'n(n —1) 25)
m—h+1)(g—a)g—a—1)...(¢g—2a 4+ h+2)

Din (13) se deduce c# pentru s = 0, termenul nin — 1) .
v+ (m — h 4 1) din (14) si (25) se inlccuicste cu 1, iar din (19) (26)
pantruhﬁa—ltermenul(g—a)(q—c;—-l) (g —2a+ h + )

din (25) se inlocuieste cu 1.

Dacd a = ¢, relagia (25) se scrie insemnind ¢ =g — a:

(n+a—20+1)S0) == Plang =D g1, g a sy -

a—l - 27
—-(n-|-'q“—a+1)E(—l)"n(n—n...(n_h+1)§(q_1)... (30

h=0

g —a+h+2)]

; /
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asa ci insemmind 4 =% — 1, se are
Plaa g St=1°0l—1... G2 Fi—
T+ DI —1) ... F—at ) —
a—1
—(rtg—at+ )Y (—an—1) ... p—h+ 1) g —1) .
h=1 —
AT — @ A ] =

a—2

=(=1)""nlglg—1)...G—a+2) — (r+g—a+1) ¥, ()" (n—1) (1—2)...
— A : h=0 )

n=Tqlg—1)...G—e+h+3)]=nPla—1, n—17. (28

intrucit pentru s =0 (deci % = 1), avindu-se in (27) expresia » pentru
n(n—1)...(n—h+ 1), se are in (28) expresia 1 pentru (n — 1) (n — 2)

. (n— k) dar pentru & =a — 2, deci h = a — 1, se are in (27) expresia
1 pentru q (g —1). (q —a—+h+42), deci in (28) expresia 1 pentru
dlg —A .ialg=a + h + 3), asa ci conditiile (26) se péstreazd in relatia
(28), din care se are

Pla,n,q) =nPla—1, n—1, g

Pa—1,n—1, 9 =@m—1)Pla—2, n—2, g

P2n—a+2 g)=mn—a+2 Pln—a+1,yq)

de unde —
Plan g =nn—-1)...(n —a+ 1) (29)

dat fiind cd din (27) se are P(1, #, ) = n.
Aga dar, din (27 si (29) se are
Ca

S() =n—|—q—2a—|—1

Dacia = [%—] , se are in (25) si (27) termenul dat de o; daci [%] +

(pentru a = q) (30)

(30,)

+1=a=g,se are %<a, decig — 2a + 1 = 0; asa cd expresia

lui o din (11) ne di « = 0, aga cum cere acea relatie.

Daci a=gq -+ 2, se are[%]giiii—1<a—1, aga ci (25) se

. 28
SCrie b
e R Rt
St = — h;_?_l( H)nm—1) ... i

veem—h+1)(g—a)lg—a—1)...(g—2a+h + 2)
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Insemnind dar

I

@g_EH_n%&—ly“m—k+naaam”@—a+h+m (32)

=0
relatia (31) se scrie L

' a—1
st = =N Ble — 1) — 01— 721 (33)

Se are din (27) si (29)

£ 1 o
A — co(g — il;
Qa—1) = et (G- DG —a D 5

+ (=) —1) ... (n—a+1)]

fnlocuind in (34) pegcursipe acul + 1, unde 0 =/ <a — 2, (35)

=
Il
o

L e e B D) ] BY
nw-t+r—1
Luind in (36)r =g —a 4+ !+ 1, se are in (32)
i g g e R R e
Qy ==t e AR g —at I+ D G- e D).
g—a+ 1)+ (—Dinn—1)... (n—1)] )
1 vk =
P —1) ... (g — 1 — 1)! — 1.
n+g_a+lw@ )..lg—a+1)+ (=1 nr—-1)
=D =1 .. (F—a+I+2)] J
Luind dar in (37) I = — ¢ — 2, valoare care (dat fiind ci se are

a = g + 2), verificd relatiile (35), se are

=LY il =
m495m—ﬂ+5_ +1[@ )...¢g—a+1)+ 9
F (=T —1).. 0 —q+2)7 @—1)...(~a)]
asa cd se are din (33), (34) si (38)
i (B o
W —Aa 1l mlg—Zadi

(pentru a =¢ + 2)  (39)

S(n)

/
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Dacd a =¢q + 1, L} = a_l]Swa_1<a—‘l,deciin 11) « = 0,

2 iy s
aga cd se are din (25), (32) si (34) avind ¢ = — 1
— 1 Ch=1
st == Qe — 1) = s (o)

Folosind conventia Chy= 0 daci P = — 1 (M fiind o cantitate oare-
care) si insemnind indicele de sumafie cu s, se are din (11),- (30), (39),
si (40) in toate cazurile relafia

wllf) | e a-orr
pIER e e e e + = % T 1 (A}
s=0

in care a gi ¢ sint intregi = 0, iar #» un numdr real oarecare. Relatia (35)
cere @ = 2, insd pentru a = 0 sau 1, relatia (41) se are indati direct.
Se are din (6) pentru 0 =1 — p=x=1:

[5]

(]
Yayd = 3y CriE Y, Cr=2"(p20),
5 Eh
_asa cd
Q Q Q
= ! 2 7
Rl — Z 2lay(x)u®| = Z wlag (%) |u]® < Z (2 |u))*< 4Ll 11 <&
o=q = g9=q 1—2 |%,

pentru |u| < % si ¢ > N = N(e), ¢ fiind luat dupd voie de mic, asa ci

o0

1 ; -
Ryl = Z 2 ag(%)u®| = e pentra |u| < S0 g > N si x oarecare in inter-
9=q . ; :
valul considerat. Asa dar proprietatea (3,) are loc daci se ia |#| < min.
1 1 A ; e
[—, |, o fiind valoarea minimi in raport cu x ¢[0,1] a celui mai mic

dintre modulele rddédcinilor ecuatiei 1 — ux — pu? = 0.

Catedra de teoria functiilor
Universitatea ,, V. Babeg'*
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CIIOCOB INOAYYEHUA TOMAECTB MEXAY BBIPAKEHMSIMMU
COAEPHKALIMMH CHUMBOJI COYETAHHWM

(KpaTkoe copeprxanue)

B naunuoii cratee ykaswiBaetcsi crocod NOMYYCHHS TOMIECTB MeXKAY Bbl-
PANCHHSIMH, CONCPIKALIHME CHMBOJ COUETAHHH, OMHPAIOLIHAC HA COOTHOLIe-
nue (1), B xoropom P(u) m Q(1) — 1Ba MHOrouIeHAa OT u K03 -
AUEHTAMH, MHOTOWICHEl OT X W p, MOCACIHHE ABA NMPHHHMAS BelleCTBEHHDIE
sHatenns u3 npomexxyria [0,1]. Coornowenne (1) umeer mMecto ms ZLOBOJIBHO
madqoro [u, ecim |[Q(0)|> A, rme A >0, ocradres HEH3MEHHBIM, :

Wurerpupys no x mexay 1-p u 1 ufeHsl cooTHOMmeHUs (1), ymnoxennsie
Ha x™ monyuaercs CooTHoleHHe (3), KOTOpOE HMEeT MeCTo AN NOBOJBHO
Masoro |u. i

O6osnauas R(p) = S x"ag(x)dx, momywaercs ecnm cpasumTh

I—=p
koagpuiuentsl #? B cooTHOEHHH (3),.B xoropom E|(p) pasnaraercs B pAan
Max-Jlopena, cootnormenue (5) B KoTOpOM 3aKTIOYaAETCH VKA3aHHBEIH cIoco6
NOMYYEHHS COOTHOIICHHT, -

Hanunoe coornoutenne npuMensiercs s ciayuae P(u)=1,0Q(u)=1—xu—pu?,
lioflyuas cooTHolleHHe (41), KOTOpoe HMEET MECTO N5 BCSKHX HEJbIX a4 H
7(=0), mpuuEM 7 — HEKOTOPOE BELIECTBEHHOE qHCNO, a '

Cﬁ,:%M(Mﬁl)...(M—P—Fl)

(P membiit > 0,aM — moGoe BelecTsenmoe YHCJIO), IPH YCJORHH

Ch=0 dmx P=—1-aCh=1.

UN PROCEDI; POUR OBTENIR DES IDENTITES ENTRE EXPRESSIONS
RENFERMANT LE SYMBOLE DES COMBINAISONS

(Résumé)

Dans la note présente on indique un moyen pour obtenir des identités
entre expressions renfermant le symbole des combinaisons, qui se fonde
sur la relation (1) ot P(u) et Q(u) sont deux polymémes en u, avec les coef
ficients polyndmes en «x et p, ces deux derniéres prenant des valeurs réelles

de l'intervalle [0,1]. La relation (1) a lieu pour |u| assez petit, si |Q(0) | > A,

A > 0 étant fixe.

En intégrant par rapport a x entre 1 — p et 1 les termes de 1a relation
(1) multipliés par %", on obtient la relation (3), qui a lieu pour |u| assez
petit.
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1
En désignant par R(p) l'exprgss_iong x'ag (x)dx, on déduit en
I=p
égalant les coefficients de % dans la relation (3) dans laquelle on développe
E,(p) en série de Mac-Laurin la relation (5), laquelle fournit le moyen
d’obtenir des relations de ce genre.
On applique la relation en question au cas oit Plu) =1, Qu) =1—
— % — pu?, obtenant ainsi la relation (41), qui a lieu pour tous « et ¢

entiers = 0, » étant une quantité réelle quelconque, et Ch =P_IM (M-1)

... (M — P+ 1) (P entier > 0, et M une quantité réelle quelconque),
avec la convention C‘;} =0 pour P= — 1, C%,- = 1.




