Asadar valenta p a domeniului A este cea mai micil valoare a intre-
gului » pentru care avem lim @,(2) = 0, » — oo. Putem scrie

[ s )

A

[e=*=a=F — pldo, do, ... do, dog.

3. Proprielifile de mai sus igi gfisese aplicafii in studiul transfor-
mirilor continue ale planului, $i consideratii similare se pot face si in
spatii cu mai multe dimensiuni. '

Fie Z = X(a, y) +iY(2, ») o transformare continui a domeniului
simplu conex si univalent D in domeniul A, carve poale fi multivalent.
Vom presupune ci X si 17 posedd in D jacobianul i—ji(" : 1}), miirginit in

D(zx, 4

D. Atunci, notind cu { =£ +iy, avem

1 - i ’ ) T g < 'l |
Fn Q) = _S S he—HM(X—8% (smq‘,u’j}(m-)ﬁ’ da dy.
n D{z, y)

D

Pentru univalenta donieniului A va fi necesar si suficient 88 avem,
oricare ar fi A > 0,

- S S SS he— M=) (Y =Yy ¥ { B
™ d D(xy, yy)
(9) e
N2, )
D

In mod analog, putem explicita functiile G,(2) cu ajutorul ecirora
putem determina in general valenta p a domeniului A.

Din (9) putem deduce o conditie necesari si suficientd pentru uni-
valenfa unei functfii olomorfe in cercul unitate, asupra cireia vom reveni
intr-o Noté ulterioari.

D(X,, T,)
| D3y y5)

dwydyda,dy, <<

d zdy.
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DESPRE FUNCTIILE UNIVALENTE

(Lucririle sesiunii generale stiing., iunie 1950. Bueuresti,
Ed. Acad. R.P.R., 1951, 204—209).

Comunicare prezenlald in sedinfa din 3 iunie 1950

in teoria functiilor univalente joaci un rol esential o teoremi a lui
Bieberbach, numitii {eorema ariei. Am incercat, intr-o Not#d anterioard,
si dau o generalizare a acestei teoreme, stabilind o condifie necesard i
suficienti pentru univalenta unui domeniu plan. Voi ardta aici care e forma
pe care o ia aceasts condifie in cazul unei functii holomorfe in cercul uni-
tate, funetie datd prin dezvoltarea

Z=f) =21+ a2+ ...+ ag" 4

S4 notiim en T' cercul unitate din planul (2), iar cu y cercul de raza
r < 1, concentric cu I'. Atunci Z = f(2) transformi cercul v intr-un do-
meniu A. Am viizut cil pentru ca A si fie univalent, e necesar gi suficient
s avem, oricare ar fi A > 0,

S gg S S re M=t de, deog < 4,
m
A

A

unde A este aria domeniului A. Aceastd arie este miirginitid, ca si dome-
niul A deoarece r << 1. Conditia de mai sus se mai scrie.

T

185 SS A AL BTN | f () |2 f'(w) |2 rdrdBpd pdl < SS |f(2)]|2 rdrd® pu-

Y Y 24

nind z = re’%, u = pe¥, { = f(u). Dezvoltind in serie exponentiald, apar

urmitoarele constante :

(1

hpui%gm@—ﬂmwwﬂMwawmmww&

A Y

iar condilia de univalentd se scrie

et s o I .
(1) Jogh — T 22+ {_” A2 — (1) -—iﬂ' Al e A X S 0.
2 "

Pl
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Caleulul constantelor %, in funefie de coeficien{ii taylorieni «, ai
functiei f(z) se tace tard dificultate. Avem

1 i
—?SS SS [f(&) — JO) 1" [f(z) — fw)]" f'(2) J'(z 2) f'(w) f'(u) rdrd 0 pd pdt =

= i ((]_)mﬂ(”‘) (’”‘) A
afl=0 oL B

' 1
AD — jgggg J4) J) 1) T8 ) £1(2)

T T

S () f' () rdrd6od odt.

Apol pulem serie :

- : | § " . ‘w1 > £ B+1
A( / e I’x,’i I’n.kz, n-03) [)‘13 = g g [i ___( _.)_ ] [ f_ (‘)‘] ?df‘(la
«+14le+1

r

1 ) ,.\.-z -1
——— [ 2) =—— [1 4 agz + ag2® 4o =

41 B

+1 i " o
=wig: [_O'L 1‘ (@ b ag2® 4 L) F = (e )

A1

(a2 + ...)% +-] BINE sbste 3
4 a1 - e -

-+~ (aa -+ —;i .’?f) e ((,54 L Al dl) az‘) o i CR

b
v O 1
— %' Y@ atm T roraplray {y :
”;};'] Cm @ daledl I_j“l (;./)_l’ — 2 - (OL -} 2) a'gzall—l—

+ (o + 3)(&53 +- % a%) 4 (o 4) ( @y |- agatg -

L Mag 3 L
6

agadar

r o

Buy= S ST”fm*%(m4*2)ﬂﬂJ“ewlnmkk...
0 0
[?\Be—ﬂiﬂ __I_ ({3 + 2) azeatﬁ—&l)i{) _I_ - .] ?’d?‘i’lo
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271
gi {inind seama de S e™®d0 = 0, m # 0, giisim
0
I?
oo
: SR L 230k :
By =21 Y, (@ + 0)? S pBte=ROE0. G0, ooy, =
a=1
o>f-a [ ]

=YV (a4 a) r?&0®0R,,

azl
c>f—a
Avem aici
(1(1) i 1 () C(I) | i (‘1:4
e T e | i i b e et B ru = ay +
a - 2
afe — 1)
4 al@atty + el as,

coeficienfi care apar gi in consideratiile lui L. Bieberbach V.
Gisim astfel ;

1 I\ n
knp = — E (,l)-:t'i‘{s (_E..) / %) Bai Bicaiskny A= B =
o

T a,3=0 \

P o p2m C(O) 2
m'n:E mat™ | C% |

m=1

ceea ce precizeazd complet valorile constantelor ce apar in condifia nece-
sard gi suficientd de univalentd (1).

e pune intrebarea, cu privire 1a conditia (1), daci ea nu se poafte
lipsi de constanta poaltna, arbitrard 2, inlocuindu-se prin nigte relatii
intre coeficientii k. si A.

2. Condifii necesare (dar nu suficiente) de univalentd, de o forméa
ceva mai ,51mphb decit (1), se pot deduce din alte inegalitdti, inlocuind
teorema ariei. Am ariitat, intr-o Notd anterioard, c¢fi intre aria $i momen-
tul de inerfie al unui domenm mirginit p-valent, in raport cu un punct g
oarecare, avem relatia

A2 < 21‘51}{5!.

TIatd o demonstratie elementari a acestei inegalitéti.

S% consideriim un numir finit de domenii univalente din plan, doud
cite douii disjuncte, mésurabile in sens Jordan 31 fie P un punct oare-
care din plan. Si trasim cercurile minima eu centru P, care confin suc-
cesiv aceste domenii, si fie ry,ry, ..., 7s razele lor qﬂemte in ordine cres-

1) L. Bieberbach, Konforme Abbildung, ed. 111, 1937, Samml. Gdschen, p. 111.
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(:fht()"‘hl‘?. Se poate ca mai multe domenii si corespundii unui acelagi cere
de razi Te. Sa Elotaun cu A, aria totald a domeniilor ce corespund ; zel h
§1 83 ardtdm cd avem, notind A = 4, 4 4,4 ... + 4 s ' ’
(2) A < 2n(ri A, 4 1734, + ... + r24,)
Putem serie aceastd inegalitate sub forma :
Al (A +A)A, (A + A+ AN A+ ... 4 (4, + Ag =+
co - Ap)dy + A4, (441 T le)As Sl (Al R 4‘111-11)4’{-:1 <
< widy  wridy, + L. A AL w24, i, L. S SR
Se vede, atunci ci primul termen din membrul sting este < primul

ter ; ept arec / )
IA&HE%H (itml 1‘11ei)1luil (Jhcpi-, deo;ue(e 4, < wrf; tot astfel, termenii de
g 2, deoarece 4, 4 4, < =rj, ..., precum §i termenii de rang , deoa-

:ﬁeu avern 41 4+ 4,4 ...+ Au< wrd. Apoi, termenul de rang n-- 1
d}n P]."Hll]il]. ulieqﬂ)ru este < cel de rang #--2 dinmembrul sting este < ultimul

in membrul dr narece ' cass
drept, deoarece A, 4 A, + ...+ 4, , < nr2. Aceasta de-

monstreazi (2).
nk i 1 1 10} o g0 29 Ty .
ke I&ﬁ; ?eix‘ftleﬁ:ll;e{{:ﬁl% dfivi”&l 5(1:;111;?:3 (1(111;1;11 z'..l’i'ca cercwi eu centrul P,
: o : SeLY < e. Aceste cercuri taie
din domeniile date nigte domenii mirginite partial de arce de cercuri o
inegalitatea (2) se va aplica gi acestor domenii partiale. Se vede q‘{-ur;]gi, g
trecind la limitd pentru = — 0, obfinem , allinel ¢

I'n

42

A2 £ 9n S s (AR 5
Q

;‘fﬁ%ﬁgﬁiﬁ Iﬁomﬁfi’t‘ﬂ di" jlt}cl'f,ﬂ'e al sistemului format de domeniile date
] > cu densitatea 1, fatd de P. Cum insd ix o e
e - RV Lyl e . insd inegalitatea e valabild
oricare ar fi pozitia lui P in plan, ea se poate serie 2 St

(3) A? < 2rlg,

13‘1139 1 é; %-.te momentul de inerie fafil de centrul de greutate al domeniilor

Eiig duf aceasta formd, (3) devine o egalitate in cazul unui domeniu
o f’ dormcy it cuﬂlm'zu; deci, ea nu poate fi amelioratd. Formula presu-

pune ](,jcu lomeniile sint univalente §i nu calci unele peste altele.

o nmj; Ei 1:"01’1)& de domenii multivalente, putind si 5i calee unele peste

5 e, astiel inecit nicio regiune din plan si nu fie acoperitd mai mult de

p ori, avem formula mai generals

(4) A? < 2nply,

In{;llec?rﬁ ill’m-le S:il_l_]il lL.<3.0cot-if:fe de atitea ori de cite ovi sint acoperite, iar mo
ntul de inerfie tot astfel, socotind mas: 1% in reginni perite.de
DU \ g sa dubld in regiunile acoperite de

TuPu*tEmd(}esem_l_lpun_e, prin tz”:ieh}ri convenabile, domeniile date in
p grupe de dcmenii univalente, in fieeare grups avind numai domenii 2
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cite 2 disjuncte in modul urmitor : Vom pune in prima grupii domeniile pla-
nului care se gilsese acoperite de p ori de citre domeniile sistemului dat,
in a doua grupi domeniile planului care se gisesc acoperite de p — 1 ori,
jmpreuni cu cele din prima grupi (cite un al doilea exemplar) ete., ter-
minind cu domeniile planului acoperite o singurd datd de gistemul dat,
impreuni cu toate domeniile grupelor precedente. Notind cu A4, aria to-
tald o domeniilor din prima grupa, iar cu I,(P) momenul lor de inerfie
fati de P, apoi eu A, i I, ,(P) valorile analoage pentru a doua grupd
ele., vom putea scrie :

AZ < 2nl,(P), A%y < 2nlyy(P),. .., A} < 2nI,(P).

Atunei, media aritmetici nedepigind media geometried,

(Al A4 ... 4-Ap)2 g A4+ A3+ ...+ 45 o)
.Ii) })

£ Lyt T+ -5+ 1)

si deoarece A = A, +A;+ ...+ 45 I= ILi+I,+ ...+ I, avem
A% < 2xpl(P). Insd, P fiind arbitrar in plan, rezultid (4). Egalitatea are
loe aiei in cazul unui dise circular acoperit de P ori.

Tn locul momentului I, putem introduce diametrul mediu b de or-

ordinul 2
3 = SS SS af? - do, deog

A A

al sistemului dat, de domenii, A. Avem

SS”JE dop = I(a) = Ig + A - «G?, 83 ,SS (Ig + A+ oG¥do, = 241,.

A A
TFormula (4) devine deci

|

(5) A3 < npdt, A = (mp) * 3.
3. Din (5) putem deduce o condifie necesard pentru ca f(z) s fie

p-valentd in cercul unitate |z| < 1. Avem, atunci, cu notatia intrebuin-
fat# incd de mai sus:

g — SSSSLf(z) — flu)[21f () |2 | f/(w)|? rdrd 0 pd pdt = k.

1) W. Blaschke, Eine isoperimefrische Eigenschafl des Kreises. Math. Zeitschrift, 1 (1918),
52.
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N — c—————

——ﬁvﬁ—i

Relatia A3 < pr?ly ne di Bl < 2pr (BB — BubBy), lar dupi
caleul gisim

m=1

co 3
( Y, mr? am|? ) =
oo / 0 L e e
< 2?3 [( E ?Z'i'-?'gmf m |2) € ( E (‘))?, TL 1) 1.2(m o ]Oi‘}) IJ)) =T

m=1 m=1
2]

Avem aici o condilie necegari de p-valenfi, ficind s intervind coefi-
cientii taylorieni ai funefiei f(z), direct si prin intermediul combinatiilor
oR.

oo LB
— | Y mrmCQ 09,

m=1
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DESPRE UNELE SPATII BANACH SI FUNCTIONALELE
LOR LINIARE

(Studii si cere. gtiinl. Cluj {. 3—4, II (1951), 1-5)

Comunicare prezenlald de Prof. T. POPOVICIU, m. cores. Acad. R.P.R. in sedinfa  din 19
mai 1951 « Filialei Cluj a Academiei R.P.R.

1. Fie ¢(n) o functie crescitoare de n, astfel ca g(n) —» co, n — oo
Considerind toate girurile numerice

D= {lp} 0 =1;2,... || =0[q(n)]
ca puncte ale unui spatiu X, putem organiza pe X ca spatin vectorial
definind
T+ y = {an} + {ba} = {an 4 ba}, 15 = t{an} = {tan}.

Aici numerele a, cit §i t, pot fi reale sau complexe. Se vede cii, singura
resirictie la, care sint supuse sirurile din X fiind

lan]| = olq(n)], adici la]
¢(n)

- —= 0, . — o
atit @ + y eit sl tw aparfin spatiului X odatd cu @ si y. Axiomele spatiului
vectorial se verificd ugor. Obfinem un spatin X vectorial noimat, definind

| @l = Sup&_l_

- g(n)

§i axiomele normei se verificii si ele imediat.
Spatiul X astfel normat este §i complet. Si presupunem

Fy = {a‘ﬂv}; Xy EX, s :1125"'5 ”mu_"'rﬂ” < &g Wy v > N(e).

Aceasta se mai serie

| @ — @
Sl;l:p —E@L” <e; | — any| < 2p(n); u, v> N(c);n =1,2,...
de unde
Gpy = Aupy M = 1,2,...
1G6—c, 286
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