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Consideratiile de mai jos au pornit de la fncercarca de a caracteriza, din
punct de vedere analitic, transformarile univalente ale unui domeniu plan.
Hie

X =X (z; y), Y =Y lm ),

o transformare continua intr-un domeniu d. Care sint conditiile ce urmeaza a
fi verificate de functiile X s1 Y, pentru ca transformarea sa schimbe domeniul
d intr-un domeniu D univalent adica cu d(‘D])ellJB simpla? Vom obtine aceste
conditii, dacd stim sd caracterizim geometric univalenta unui domeniu plan,
cu ajutorul unor constante metrice legate de forma acelui domeniu.

Reluind terminologia utilizata de noi intr-o lucrare anterioara [1], vom
uumi domeniu riemannian (sau cu acoperire multipld) un domeniu plan D
asternul pe o suprafais Riemaunn, obtinutd prin suprapunerea mai multor
plane, intre care se ».la])llcsLP 0 comunicatie cu aJuluru] unor taletur: ficute
de-a lungul unor arce de curbe. Fie acum D cea mai mare mul{ime deschisa,
care se gaseste acoperitd o singurd dati de domcmul D; fie D, cea mai mare
multime deschisa acoperita de dous ori de domeniul D ote. Yom scrie simbolie

D o~ D P i e ke

facind abstractie de frontierele domeniilor. Dacd D, este vida pentru n > p,
insd Dy =0, vom spune ¢t D este un domeniu p- mfpni intr-un punct Mg Dy
uai('ufﬁ iocufn este g. Sd considerim [unctia
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rul{ Wy, K = - A eI
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i (nM,)=Kx~

unde integrala se extinde pe intreg domeniul 1, dwy este elementul de arie
continind punctul curent My, iy este distanta punr'rFIm- M, si My, o este o
constantd pozitiva, iar A un parametru pozitiv, care va c e;,te indefinit. Fiey
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un cerc cu centrul M, si de razi p. Avem, extinzind integrala pe acest cer
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Facind aici p—>o00, si notind cu II planul simplu XOY, se vede cé
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oricare ar fi valoarea parametrului A. Lasind insd p fix si fdcind A— 00, avem
9 .
A —n -
K\e ¢ 12 dw, — 1, A—rc0,
vy
oricit de mica ar fi raza pa cercului y. Integrala noastra este deci singulara

Daca M, € D,, putem alege raza p, aga incit cercul y sa fie acoperit de g
ori de domeniul D), deci vom avea
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Am notat aici cu gy domeniul y acoperit de ¢ ori, si cu D — gy domeniul D din
care s-au scos g discuri y. Domeniul D [iind presupus cu valenta p, avem
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de unde rezultd cid avem
f (A, M) —q, A= c0.
Hie D; un domeniu interim"]ui_ D, , a cérui frontierd este la dief::’f.an't‘a o de fl‘DD.:
tiera lui Dy . Pentru M, € Dy, f (3, M,) tinde uniform citre g, ¢ind A— co. Daca
insa M €D, — D;, cercul y taie [rontiera domeniulu.i Dg. )
Vom tine seama ci avem 0 <C f (A, M,) < p, oricare ar fi punctul M, 1
oricare ar fi A >0, cici
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fin, M) < K ?\"'g e "2dm, = p.
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Si considerim functia
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Am notat aici D' = [_); -

i 20‘:’ + ... -+ pD.. Deoarece in D’ avem iform
f (A M) —q, pentru A—00 . P AVBTE R ST

2}:;351)17 (A, M) de, —SD’ hm f (n, M,) do, = gy, q doy, -:Z‘ q° A,;
: ;

notind cu Ag aria domeniului D;. Presupunind ci domeniul D este misurabil

in sens Jordan, si notind cu A aria sa, iar cu Ag aria domeniului D .

A = fll - 2"42 S p{l,,. Atunci cind facem p—0, aria

D—D' va tinde la zero, si decarece (A, M) < p, se vede c#

¢, avem
domeniului

g f (O My) d o, < pm (D—D")—s 0.
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Pentru omogenitate, s& notim cu § diametrul domeniului D, apoi si punem
. 17 L
A = —. Obtinem
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s1 si descompunem ultima integralid sub forma
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unde am notat cu & diametrul domeniului D). Avem
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Pentru & = |/-e|27AT (——4 112, vom avea deci g (1) >0. Functia
o

g (A) este crescitoare pentru A >>A. Se vede acum ci vom avea g (A) < A
numai atunci cind domeniul D este univalent. Daca D este margimit g1 nm-
valent, avem f (A, M;) < 1, oricare ar fi A >0, cici
2
Sy s o Zroare At
FOn, M) < m\”\ M day — 1.
II

v - i —y g - y y -
lar dacd D este multivalent, avem >'¢* Ag>Ng Ag = A, $1 vom aves

(A) = A, pentru A destul de mare.
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Dupi inlocnirea A = — , avem deci in cazul domeniului univalent
by
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Deovarece [unclia g (A) este crescitoare pentru A > A, este suficient s
seriem aceasti inegalitate pentru un gir crescitor la infinit de valori oarecare
ale lui ¢. Dezvoltind expounentiala, si notind
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ly,... fiind un sir de valori crescitoare indefinit.

Constantele 3, , legate de forma domeniului D, se pot numi diametri medit
de diferite ordine, ai acestui domeniu. Se stie cd sirul 3, este crescitor cu n,
si avem &, — 8 peniru n—oo.

" Avem mai sus un sistem de conditii nec
domeniului D. Sint o infinitate de inegalitali care leagi diametrii domeniului
D. Intrucit constanta a se poate alege oricit de mare, se vede ci girul dia-
metrelor este astfel supus unor condilii asimptotice, nici un diametru de
ordin finit al domeniului D nefiind supus la vreo restrictie. De asemenea,

l

are si suficiente pentru univalenta

PRE DOMENIILE UNIVALENTE 7-8!”)7

5_,

dintre cn_:md;l;nlﬂ in numér mflinit, de mai sus, putem suprima oricare con-
ditie dorim. i /
B - A - * -
Daca insid consideraim numerele
& \n 1 i
e -~ (Rt S = A L o7t -
B 2 12%"‘5 \ Pigdo, doy < 1,

ca mste coordonate ale domeniului D, obtinem conditiile liniare
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_ln :lpawl,.ml (Cas G2use - 5 Cnay- - - ), aceste inegalitati delinese un domeniu
convex, infasurat de planele corespunzitoare, in care trebuie si se giseasci
punctul (£, E34,...), pentru ca domeniul D si fie univalent.
) Co;nsu_lerai,;u cu totul analoge se pot face pentru domeniile din spatiul cu 3
dimensiuni. Vom avea in acest caz

S A © R
Fa M = e \ e 12 ﬂ:\'g —>q, A—>wm,
e T (ci-j_—é R
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oA = - R a T 9 7 92 i A
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4T _ " =
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i1 A = V ~ Fe o 2= - T
g1 g(A) <V, A >0 va caracteriza domeniile univalente. Notind

i
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vOoIm avea in acest caz

o . 2
1i\s) " 21l =l ns?) :
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Considerafii analoge putem face si in cazul altor integrale singulare. Si
alegem, de exemplu, b & o

= R
3, DI i : 9 (2 “ose sinilE -
/(n, M) = ﬁﬁﬂ\ : ————— dt; = —ig !“‘)2\1& oo Eji+i} J i
w0 Ip iria B 2 sin i
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Am ales aici oviginea sistemului de coordonate polare in M, si am notat
cu R, = R, (0,) ceualia curbei, frontierd a domeniului D). Daca M, este interior
domeniului D, avem R, (8,) = o > 0, si

Tip? e
“250 sin{2n -+ 1)t T 55 sin (2 -1 )1
\ s e sl il _t —— dt = 1}, pentru n— oo,
Jo 2 sin f A "T; 2sint

asadar i

{(n, M) = q;, n = o0,

unde g, este valenta locald a domeniului D in punctul M, convergenia Inind
uniforma in orice domeniu D’ complet interior domeniului ), a cérui [rontierd
este la distanta pozitiva de frontiera lui D. Avem insa

: A :
b A e Tere, T2, i,
[(n, M,) = — — + cos —2 | cos 2 -—ijz o w08, T \—1' deo,
to2 Jp\ 2 84 0¢ 02
deci
o2 A i TS ord
— = — 4+ \ cos __12 do,+ ...+ \ cosn M‘)Z dwg . ..
2 2 Jn 0F Jb 62

Asadar, seria din membrul I este convergentd si1 reprezintad valenta locala ¢,
alarda de un factor, in fiecare punct M; al domeniului D. Nu am reusit inca
sa stabilim legitimitatea unei noi integriri, termen cu termen, fn domeniul D,
in raport cu punctul A7,. Aceasta ar conduce la o conditie unicd, necesari i
suficientd pentru univalenta domeniului D si aceasta” ar fi

> 9 2 mar - 2 » " 2

ERE A'*L s T‘Cf'.lz

= A — TR % \ COS oo do, do, -+ ... + & % cos 7 5 dodwy+. . .,
4 VA D.'D 0 oD 1D

in timp ce, pentru orice domeniu multivalent, seria din membrul Il ar avea o
sumid mail mare decit membrul I.

O altd alegere a coordonatelor care delinesc domeniul D ne conduce insa
la un sistem de condifii finite, necesare s1 suliciente pentrn univalenta dome-
ninlui D, Sa reludam conditia

9 ~

K\« g \j r’—m"“r](ni ﬂ"f.l}z 2= /—1,‘ A > “
JDJD

in care si lacem o« = 2. Avem
| { —Ars
=5 Ae” tdo dwg < A, W = 0.
T JpJp
] a 2l e 3 - t .
Punind aici A = w2 A =— ., oblinem
R? '

0 - P\ 3
% % n'r*”r(ﬂ) dey doy < 72 A4 = A* = (; S dw, dow, ,
JDJD oD J 1)

s p T s\
\ \ o Ir'_r(ﬁ) rf(-)' (f"(l)z > 0, ==l
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S5a observim ca dach ot) este o funciie pentru care
)
=k
By =\ e (1) dt,
5

are sens cind b > 0, iar v este intreg pozitiv, conditia necesari si sulicienta
pentru ca sa avem ¢ (£) > 0, pentruz > 0 este ca

"o gl [P di >,

]

ﬂl'ul(:,are ar fi polinomul P(t). Avem aici o forma patraticain raport cu coeficientii
polinomului P (1), care trebuie sd tie pozitivd. Rezultid conditiile necesare si
suficiente pentru o (¢)> 0, ¢ >0, sub forma .

) . E‘Lﬂ 7 ] Ho :J‘E
I‘LU - 0, !-’-2y;> 0, 1 = 0, Uy Mo [-L'; ;\__ U, o

By P
B Ug [y
Este suficient ca aceste condifii si [ie verificate pentru o singurd valoare

pozitiva a lul A, valoare pe care o putem alege dup# voie. Aplicind mai sus
obiinem, permutarea integrarilor fiind legitimi,

e w,—M v : -—t(@)‘ v! (v+1)! 7.
Ly e 4 1—te R dml ff(u_.z = B R T {f(-)l i,
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b o he N el
Pentru 111Lt,g(dl.(,ie Iy, obtinem inegalitiati in termeni finiti. Ast fel, g, =0
ne da, oricave ar fi h> 0, i

/ 2n < J SR
_ 2n - 1
apor avem
e TR o SRS b T

1—21,,% 61 =004 — 97,9567, 3~ 13 1,]~0
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Luind % = 7, putem scrie
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OB OJJHOJUCTHBIX OBJACTHX

(KPATHOE COOEPHAHWE)

Boaepamasick B 00LexTy OJHOI M3 CBOHX TpeJiby IUX ggggi&-maBﬁng
XapaKTepusyer MIOCKHe U [IPOCTPAaHCTBEHHLIE ONHOIUCTHELE M;}T i
KOHEYHOI CHCTeMOIl HepaBeHCTB, Tpeﬁylomr«lxu BB:;JI?HI»IH pAna tﬂ[};aei: =
MOCTOAHHBIX, CBSI3AHHBIX € COOTBETCTBYIONIEl O00JIaCTBIO, llﬁllaJéTHX P
MOCTOSHHEE CPEHMME JHaMerpaMu mopagKra . ‘_,I[pyrom oy, :-;)pm] - onEo—
MEHOEIX IPUBOJAT K CHCTEMEe KOHeIHHX YCIOBMIT, XapaKTepusyIoln
JUICTHEIE 00JIacTH .

SUR LES DOMAINES UNIVALENTS

(RESUME)

En reprenant un de ses travaux ﬂI],tél‘I'CI_Il'S, I’Auteur alIlVL "I—l [(dla({:’:ilziil_
les domaines univalents du plan et de lcspac&,’pa.n‘ un systéme 1}1 1[11d g8
lités faisant intervenir une suite de constantes Enetrlques aIt’r.ache(‘as d}Cf_‘.. vor(lllea Ce:
constantes qu’il appelle diamétres moyens d’ordre n. Un autu'zl_c 101.;\ e dO._
constantes conduit & un systéme de conditions finies, caractérisan
maines univalents.
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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE
DES REGIONS DU PLAN

PAR

G. CALUGABEANU

Les considérations qui suivent ont eu pour point de départ la recherche

de conditions nécessaires et suffisantes pour I'univalence d’une transformation
continue du plan

X = X ('T:a y) g Y=Y (-’U, !I) (])

Supposons les fonctions X et Y définies et continues sur umne région
(domaine D avec sa frontiére) bornée du plan x0y, région que nous désigne-
rons par . De plus, supposons que la transformation (1) posséde un jacobien
continu et non-identiquement nul dans D. L’¢tude de l’ensemble qui résulte
de D par une telle transformation nous impose d’envisager la notion d’ensembie
mullivalent, ainsi qu’une opération sur les ensembles que nous appelons super-
posilion.

Nous appelons ensemble multivalent un ensemble dont certains points
sont congus comme des points mulliples. Si, en M, I’ensemble E a q points
superposés, la valence de E au point M est égale 4 ¢. La superposition de
deux ensembles E et E, est la réunion E v L, ol I'on donne & chaque point
une valence égale 4 la somme des valences de ce point dans E et E, respecti-
vement. Si un point M quelconque n’appartient pas a4 E, on prend la valence
de E égale 4 0 au point M. On peut désigner la superposition de E et E, par

EQ E,. On voit que la superposition de deux ensembles univalents et dis-
joints coincide avec leur réunion.

Revenons 4 la transformation (1). Elle applique D sur un continu R du
plan XOY, qui pourra couvrir plusieurs fois certains points de ce plan. Un
pareil continu résulte toujours de la superposition de plusieurs semi-continus
univalents (M est un semi-continu si, a et b étant deux points quelconques

de M, il existe un continu appartenant a M, qui joint a & b). Appelons région
riemannienne un pareil continu R,




